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Nagra ord pa vigen

Detta kompendium ar skapat for att anvindas som litteratur till KTHS MATE-
MATISKA CIRKEL under ldsaret 2005-2006 och bestar av sju avsnitt. Kompen-
diet dr inte tdnkt att ldsas enbart pa egen hand, utan ska ses som ett skriftligt
komplement till undervisningen pa de sju traffarna.

Som den mesta matematik pa hogre niva dr kompendiet kompakt skrivet.
Detta innebér att man i allménhet inte kan lédsa det som en vanlig bok. Istéllet
bor man prova nya satser och definitioner genom att pa egen hand exemplifiera.
Déarmed uppnar man oftast en mycket battre forstaelse av vad dessa satser och
deras bevis gar ut pa.

Ovningsuppgifterna #r fordelade i tva kategorier. De med udda nummer har
facit, och syftet med dessa &r att eleverna ska kunna ridkna dem och pa egen
hand kontrollera att de forstatt materialet. De med jimna nummer saknar
facit och kan anvindas som examination. Det rekommenderas dock att man
forsoker 16sa dven dessa uppgifter &ven om man inte examineras pa dem. Om
man kor fast kan man alltid fraga en kompis, en larare pa sin skola eller nagon
av o0ss.

Vi bor ocksd ndmna att fa av uppgifterna dr helt enkla. Kika déarfor inte i
facit efter nagra fa minuter (om du inte 16st uppgiften), utan prata forst med
kompisar eller forsok litet till. Alla uppgifter ska ga att 1osa med hjilp av
informationen i detta kompendium.

KTHs Matematiska Cirkel finasieras av Marianne och Marcus Wallenbergs
Stiftelse. Vi tackar Dan Laksov och Roy Skjelnes, bada fran Institutionen for
Matematik vid KTH, for deras givande kommentarer om denna skrift.



Nagra ord om Cirkeln

KTHs Matematiska Cirkel, i dagligt tal bendmnd Cirkeln, startade 1999.
Dess ambition ar att sprida kunskap om matematiken och dess anvindnings-
omraden utover vad eleverna far genom gymnasiekurser, och att etablera
ett ndrmare samarbete mellan gymnasieskolan och hogskolan. Cirkeln skall
sirskilt stimulera elevernas matematikintresse och inspirera dem till fortsatta
naturvetenskapliga studier. Lérarna péa cirkeln kan vid behov ge eleverna
forslag pa d&mmnen till projektarbeten vid gymnasiet.

Till varje kurs skrivs ett kompendium som distribueras gratis till eleverna.
Detta material, liksom 6vriga uppgifter om KTHs Matematiska Cirkel, finns
tillgdngligt pa

http://www.math.kth.se/cirkel

Sedan 2001 godkénns Cirkeln av Stockholms Stad som en 50-poéngskurs eller
som matematisk breddning. Det &r upp till varje skola att godkénna Cirkeln
som en kurs och det &r ldrarna fran varje skola som sétter betyg pa kur-
sen. Lérarna ar sjilvklart ocksa vialkomna till Cirkeln och ménga har kommit
overens med sin egen skola om att fa Cirkeln godkind som fortbildning eller
som undervisning. Vi vill gdrna understryka att foreldsningarna &r 6ppna for
alla gymnasieelever och larare.

Vi har avsiktligt valt materialet for att ge eleverna en inblick i matematisk
teori och tankesétt och presenterar darfor bade nagra huvudsatser inom varje
omrade och bevisen for dessa resultat. Vi har ocksa som malsiattning att bevi-
sa alla satser som anvdnds om de inte kan forutséittas bekanta av elever fran
gymnasiet. Detta, och att flera &mnen &r pa universitetsniva, gor att lararna
och eleverna kan uppleva programmet som tungt, och alltfor langt Gver gym-
nasienivan. Meningen dr emellertid inte att ldrarna och eleverna skall behérska
amnet fullt ut och att lara in det pa samma sitt som gymnasiekurserna. Det
viktigaste ar att eleverna kommer i kontakt med teoretisk matematik och far
en inblick i matematikens visen. Var forhoppning &r att ldrarna med denna
utgangspunkt skall ha lattare att upplysa intresserade elever om KTHs Mate-
matiska Cirkel och 6vertyga skolledarna om vikten av att lata bade elever och
ldrare delta i programmet.



Nagra ord om betygssittning

Ett speciellt problem tidigare ar har varit betygssidttningen. Detta borde em-
ellertid bara vara ett problem om ldrarna anvinder sig av samma standard som
de gor nér de sitter betyg pa ordinarie gymnasiekurser. Om utgangspunkten
istdllet dr att eleverna skall fa insikt i matematiken genom att ga pa fore-
ldsningarna och att eleven gor sitt béista for att forsta materialet och losa
uppgifterna, blir betygsédttningen lédttare. Sjdlvklart betyder det mycket vad
eleverna har lart av materialet i kursen, men ldrarna kan bara férvianta sig att
ett fatal elever behérskar &mnet fullt ut. I det perspektivet blir det litt att
anvinda de officiella kriterierna:

Godkdnd: Eleven har viss insikt i de moment som ingar i kursen och kan pa ett
godtagbart sétt redovisa valda delar av kursen saval muntligt som skriftligt.
Detta kan ske genom att eleven haller foredrag infor klassen, redovisar eller
limnar en rapport till sin matematiklarare.

Vil godkind: Eleven har god insikt i flera moment fran kursen. Eleven kan
redovisa dessa moment bade skriftligt och muntligt och dessutom uppvisa
l6sningar pa problem som givits pa kursen. Detta kan ske genom att eleven
haller foredrag infor klassen, redovisar eller lamnar en rapport till sin mate-
matikldrare.

Muycket wvil godkind: Eleven har mycket god insikt i flera moment av kur-
sen och ldmnar skriftliga redovisningar av flera delar av kursen eller ldmnar
l6sningar pa problem som givits pa kursen. Detta kan ske genom att eleven
haller foredrag infor klassen, redovisar eller limnar en rapport till sin mate-
matiklarare.

Det &r ocksa mojligt att skolorna samarbetar, sa elever fran en skola redovisar
eller lamnar rapport for en ldrare i en annan skola.

Forfattarna, augusti 2005



1 Mingdliara

1.1 Maingder

Maéangdbegreppet ér ett av de mest grundlidggande begreppen inom matemati-
ken. En méngd kan ses som en samling av matematiska objekt, kallade element.

Ett sétt att beskriva en méngd pa ar att rdkna upp elementen som tillhor
méangden. Exempelvis &r

A={1,a,4} (1.1)
en méngd som innehaller elementen 1, a och 4. Ett annat sitt att beskriva en

méngd &r att skriva {z € D : villkor pa z}. Med detta menar man méngden
av alla element i D som uppfyller de givna villkoren. Som exempel tar vi

B={ne€{1,2,3,...} : nér udda} (1.2)

och
C={ye{1,2,3,4} : x > 2}. (1.3)

Méngden B innehaller alla udda positiva heltal, medan C' innehaller alla ele-
ment fran méngden {1,2,3,4} som &r storre dn 2. Alltsa har vi

B=1{1,3,5,7,9,11,...} och C ={3,4}. (1.4)

Vi bryr oss inte om i vilken ordning eller hur manga ganger elementen riknas
upp och dédrmed géller till exempel

{1,2,3,4} ={3,1,4,2} ={1,3,3,1,2,4,4,1,3,2}. (1.5)

Om A ar en méngd och x dr ett element i méangden A sa skriver vi x € A och
sager att x tillhor A. Exempelvis giller 17 € {n : n ir ett udda heltal} och
b € {a,b,10,3}. Att ett element x inte tillhor méngden A skrivs z ¢ A. Den
tomma mdngden innehaller ingenting och betecknas ().

Exempel 1.1.1. Lat A = {4,5,8,4711,12,18} och B = {x € A : = > 10}.
Da dr B = {12,18,4711} medan {z € A : x < 3} = 0. A

Definition 1.1.2. Lat A och B vara méngder. Om alla element i méngden
A ocksa ar element i méngden B sa séigs A vara en delmdngd till B. Detta
betecknas A C B.

Exempel 1.1.3. Mingden {1,a} dr en delmingd till {1, 3,a}, eftersom alla
element i {1,a} finns i médngden {1,3,a}. Vi skriver {1,a} C {1,3,a}. A

Definition 1.1.4. Antag att A och B &r méngder. Unionen av A och B
bestar av de element som ligger i ndgon av méngderna och betecknas A U B.

Snittet av A och B bestar av de element som ligger i bada méngderna och
betecknas AN B.

Exempel 1.1.5. Lat A = {1,3,5,6} och B = {5,8,3,4711}. Da har vi AUB =
{1,3,5,6,8,4711} och AN B = {3,5}. A



1.2 Relationer

En relation pa en méngd A dr ett sitt att beskriva nir tva element x,y € A
ar relaterade pa nagot sétt. Om relationen betecknas R sa betyder xRy att
x &r relaterad till y via relationen R. Innan vi ger en abstrakt definition av
vad en relation &#r kan det vara pa sin plats med nagra exempel.

Exempel 1.2.1. Hér foljer tre exempel pa relationer i méangden {1,2,3,...}.

1. Att vara mindre 4n nagot annat ar en typisk relation. Exempelvis géller
3 <4 och 2 < 4711. Har anvénder vi alltsa symbolen < istéllet for R.

2. Lat xRy betyda att zy = 30. Hér géller till exempel 5R6, men inte 4R7.

3. Vi later xSy betyda att y = x 4+ 2, Som exempel har vi 254 och 9511
men inte att 255.

Som synes dr det inget som séger att relationer maste betcknas just med R. I
detta exempel betecknas de tre relationerna med <, R och S. A

Definition 1.2.2. Lat A vara en méngd. En relation pa A dr en méngd R
som innehaller ordnade par (z,y) dir z,y € A. Om (z,y) € R sa skriver vi
zRy.

Exempel 1.2.3. Lat oss anvinda denna definition pa relationerna i Exempel
1.2.1. Da géller foljande:

1. < ={(z,y) : z,y=1,2,3,... och z & mindre &n y}
2. R=1{(1,30),(2,15),(3,10), (5,6), (6,5), (10, 3), (15,2), (30,1)}
3. §=1{(0,2),(1,3),(2,4),...}.

Dessa tre relationer betraktas alltsa som mdngder och innehéaller ordnade par
(x,y) dar z,y € {1,2,3,...}. A

1.3 Ekvivalensrelationer

Definition 1.3.1. Lat A vara en méngd. En relation R pa A ségs vara en
ekvivalensrelation om den uppfyller:

1. (Reflexivitet) For varje z € A giller xRx.
2. (Symmetri) Om z,y € A och zRy sa géller dven yRuz.
3. (Transitivitet) Sa snart bade xRy och yRz géller sa har vi dven att xRz.

Definition 1.3.2. Om R &r en ekvivalensrelation pa en méangd A och z € A sa
kallar vi méngden {y € A : xRy} for ekvivalensklassen till z. Den betecknas
med [z]g eller, om det &r klart vilken relation R som asyftas, med [z].



Exempel 1.3.3. Lat A = {12,12342,11,1000, 211, 65535, 181,222,130} och
lat R vara relationen att ha samma slutsiffra. Exempelvis har vi 11R181 och
130R130. Lat oss borja med att visa att R &r en ekvivalensrelation.

1. Att R &r reflexiv, det vill siga uppfyller xRz for alla x € A &r klart
eftersom x har samma slutsiffra som sig sjilv, for varje x € A.

2. Tag x,y € A och antag att xRy, det vill séiga att = och y har sam-
ma slutsiffra. Da giller naturligtvis y Rz, alltsa att y och x har samma
slutsiffra. Detta betyder &r R symmetrisk.

3. For att visa transitivitet, tag =, y, z € A och antag att xRy och yRz, det
vill séiga att  har samma slutsiffra som y och att y har samma slutsiffra
som z. Givetvis har d& x samma slutsiffra som z. Alltsa géller xRz.

Ekvivalensklasserna som hor till R ar
{130,1000}, {11, 181,211}, {12,222,12342} och {65535}. (1.6)
I sjélva verket giller

[1000] = [130] = {130, 1000}
[11] = [211] = [181] = {11,181, 211}
[12] = [12342] = [222] = {12, 222, 12342}
[65535] = {65535}

(1.7)

Hér géller alltsa A = [1000] U [181] U [12342] U [65535]. Vi ser att sa fort = och
y &r relaterade sa #r ekvivalensklassen till x samma som ekvivalensklassen till
y. Med andra ord, om xRy sa giller [z] = [y|. Vidare har de fyra méngderna
[1000], [181], [12342] och [65535] inga gemensamma element, det vill séga om
z inte &r relaterad till y sa géller [z] N [y] = 0. A

En stunds eftertanke visar att detta exempel speglar det allménna fallet. Ek-
vivalensklasserna delar in méngden A i ett antal disjunkta (atskilda) delar.
Dessutom é&r alla element som ligger i samma ekvivalensklass relaterade till
varandra. Med andra ord bestar A av ett antal disjunkta delar, ekvivalens-
klasser, inom vilka alla element &r relaterade till varandra. Léisaren hénvisas
till Ovning 1.2 — 1.4 for att reda ut detaljerna i detta. For att ytterligare
fortydliga, lat A = {x1,x9,...,z,}. Da giller

A =[] Ulea] U U fo] (19)
och
anbl ={ §) oo (19)

Exempel 1.3.4. I sjdlva verket kan ovanstaende exempel generaliseras med
precis samma resonemang. Lat A vara en godtycklig delméngd av {1,2,3,...}.
Da ar relationen att ha samma slutsiffra en ekvivalensrelation och vi far upp
till tio ekivalensklasser, en for varje slutsiffra. A



Exempel 1.3.5. Relationen < fran Exempel 1.2.1 &r inte en ekvivalensrela-
tion. Exempelvis &ér relationen < inte symmetrisk. Vi har ju att 2 < 4 men
inte att 4 < 2. A

Exempel 1.3.6 (Udda och jimna tal). Definiera en relation R pa méngden
{1,2,3,...} genom att lata xRy betyda att x + y dr ett jaimnt tal. Det &r ldtt
att inse att detta &r en ekvivalensrelation och att ekvivalensklasserna &r

{2,4,6,8,...} och {1,3,5,7,...}, (1.10)

vilket betyder att ekvivalensklasserna bestar av de jimna respektive de udda
talen. A

Exempel 1.3.7 (Ekvivalensklasser modulo n). De féregaende exemplen
pa ekvivalensrelationer ar alla specialfall av modulorikning. Vi infér notatio-
nen

a=b (mod n), (1.11)

som betyder att a = b+ kn for nagot heltal k. Vi séger att a dr kongruent med
b modulo n. Man kan se det som att tva tal a och b ar kongruenta modulo n
om man kan ldgga n till det ena talet ett antal ganger och fa det andra talet.
Exempelvis géller

2=17 (mod b), (1.12)

eftersom 17 =2+5+5+5=2+4 3 - 5. [ sjdlva verket giller

=6=11=16=---

(1.13)

5=10=15=20=---

|
/\f\é\/‘\/\
o
o,
(S
— — — —

och fran detta kan man ana att det ror sig om en ekvivalensrelation. Lat n vara
ett fixerat positivt heltal. Nu har vi en relation R pa méngden {1,2,3,...} dér
aRb betyder att a = b (mod n). Detta dr en ekvivalensrelation och ekivalens-
klasserna bestar av alla tal som &r kongruenta med varandra modulo n. Det
finns n stycken ekvivalensklasser, och i fallet n = 5 &r ekvivalensklasserna just

{1,6,11,...},{2,7,12,...},{3,8,13,.. .},
(1.14)
{4,9,14,...} och {5,10,15,...}.
Ett annat sétt att se pa det dr att a = b (mod n) om vi far samma rest nér
vi dividerar a respektive b med n. Exempelvis gar talet 4 tva ganger i talet 11
med resten 3, och dessutom gar talet 4 tre ganger i 15 med resten 3. Darmed
har vi 11 = 15 (mod 4). Ekvivalensklasserna till modulorelationen innehaller
de tal som far samma rest vid division med n.

Nu kan man fraga sig hur detta kan vara en generalisering av exemplen ovan.
Jo, i Exempel 1.3.3 riknar vi modulo 10 i médngden A. Att a och b har samma
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slutsiffra betyder helt enkelt att a &r kongruent med b modulo 10. Vidare, i
Exempel 1.3.6 4r det modulo 2 som géller. Alla udda tal dr kongruenta med
varandra modulo 2, och detsamma giiller for de jamna talen. A

Ovning 1.1. Lat A = {1,2,3,4,...}, B={1,3,5,7,...}, C = {2,4,6,8,...}
och D ={1,4,19,36,101}. Bestdm méngderna

1. BUC,

2. BNnC,

3. DnC,

4. {r € D : z € B},

5. {r € A: x=y+1 for nagot y € D},
6. {x+1:2zeD}.

Ovning 1.2. Lat A vara en icke-tom mingd och R en ekvivalensrelation pa
A. Lat x,y,z € A och antag att bade y och z tillhér ekvivalensklassen [z].
Visa att yRz.

Ovning 1.3. Lat A och R vara som i foregaende dvning. Tag z,y € A med
xRy. Visa att
[z] = [y]- (1.15)

Ovning 1.4. Aterigen &r A och R som ovan. Antag att x,y € A inte &r
relaterade. Visa att

[z] N [y] = 0. (1.16)
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2 Heltal och rationella tal

Var forestéillning om tal séger oss att de ligger ordnade ldngs en oédndligt lang
linje, tallinjen, och att man kan addera, subtrahera, multiplicera och dividera
dem. Fragan som vi stéller oss och poidngen med denna kurs &r hur man gor
om denna forestallning till valformulerad matematik.

Lat oss borja med nagra observationer. Subtraktion #r i sjdlva verket inte
nagon egen riakneoperation utan bara ett specialfall av addition. Vi har ju
faktiskt att © —y = x + (—y), sa att subtrahera y fran z dr helt enkelt att
addera x och —y.

Vidare bor man reflektera éver vad division ér. Vad betyder uttrycket z/y = 27
Jo, vi definierar detta till att betyda att z = y-z. Alltsa ser vi inte division som
en riakneoperation utan som ett multiplikativt samband mellan de tre talen
x,y, z. Att division inte skulle vara en egen rikneoperation stimmer faktiskt
med det sétt pa vilket man dividerar i huvudet. For att rikna ut 30/5 sa testar
man vilket tal £ som uppfyller att 30 = 5 - k£ och kommer fram till att k£ = 6.
Division ar alltsa bara ett specialfall av multiplikation.

Sa mycket for de fyra riknesdtten. Det visar sig att vi egentligen bara har tva
riknesdtt — addition och multiplikation. Det dr pa detta séitt man hanterar
dessa fragor inom den abstrakta matematiken.

For att nu kunna definiera vad vi menar med tal och tallinje méaste vi borja
med enklast mojliga forutsittningar.

Vi utgar fran att vi kénner till talen 1,2, 3, ... med addition
och multiplikation. Men det &r ocksa allt vi kdnner till. Hur
man subtraherar och dividerar tal vet vi inte till nagonting
om, och inte heller hur resten av talen pa tallinjen &r defini-
erade. I synnerhet kinner vi inte &nnu till talet 0.

2.1 Heltal

Det forsta steget blir att konstruera talet 0 och de negativa talen —1, —2, —3,.. ..
Tillsammans med de enda tal vi i nuldget kdnner till, ndmligen talen 1, 2,3, .. .,
bildar de heltalen. Méangden av alla heltal betecknas Z. Beteckningen kommmer
fran tyskans zahl som betyder tal. Intuitivt sett géller alltsa

Z=1{.,-3,-2-1,01,23,..} (2.1)

men kom ihag att &n sa linge dr symbolerna 0, —1, —2, ... okénda for oss. Nar
talet O &r definierat later vi de naturliga talen vara

N=1{0,1,2,3,...}. (2.2)
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Vidare maste vi ocksa definiera vad vi menar med addition och multiplikation.
Kom ihag att detta ar de enda rakneoperationer vi behover. Slutligen definierar
vi relationen <.

Eftersom dessa konstruktioner tar en hel del tid, och vart priméra mal &dr de
rationella, och senare de reella, talen, s later vi konstruktionen av heltalen
vara Overkurs. Forstaelse for denna konstruktion underlédttar dock forstaelsen
for konstruktionen av rationella tal avsevért.

2.2  Overkurs: Konstruktion av Z

Vi utgar alltsa fran att vi bara kénner till talen i méangden {1,2,3,...}. Lat oss
i detta avsnitt infora beteckningen P fér denna méngd. Betrakta nu méngden

H={(n,m) : n,m &P} (2.3)

Infoér en relation R pa denna méngd genom att lata (a,b)R(c,d) betyda att
a+d = b+ c. Detta &r inget problem eftersom vi vet hur vi adderar tal i .
Alltsa géller

R={((a,b),(c,d)) : a,b,c,dePocha+d=>b+c}. (2.4)

Anmérkning 2.2.1. Minns att en relation bestar av ordnade par ur en
méngd. I det hér fallet ar sjdlva elementen i H ordnade par. Alltsa bestar
relationen R av ordnade par av ordnade par. Eftersom 2 + 6 = 3 + 5 sa ar
elementen (2,6) och (3,5) relaterade, vilket betyder att ((2,6),(3,5)) € R.

Att visa att R dr en ekvivalensrelation &r réttframt, och nagot som ldsaren
uppmanas gora.

En ekvivalensklass horande till ekvivalensrelationen R kallas for ett heltal. Lat
Z vara mangden alla ekvivalensklasser till R. I sjédlva verket kommer vi att
betrakta klassen {(0,3),(1,4),(2,5),(3,6),...} som talet —3 och ekvivalens-
klassen {(4,0),(5,1),(6,2),...} som talet +4. Mer generellt kan man ténka pa
[(a,b)] som talet a — b, &ven fast vi &nnu inte vet vad — dr. Vi definierar alltsa
symbolerna

0=1[(1,1)], 4n=[n+1,1)] och —n=[1,n+1)] (2.5)

for n € P. I nulaget skiljer vi alltsa pa heltalet +n och talet n € P. Dessutom
har vi infoért talet 0 och negativa tal —1, -2, —3,....
Vidare definieras addition och multiplikation av heltalen [(a,b)] och [(c,d)],
dér a,b,c,d € N, via

[(a,0)]+[(c,d)] = [(a+c,b+d)] och [(a,b)]:[(c,d)] = [(ac+bd, ad+bc)] (2.6)

Nér man ser denna typ av definition maste man fraga sig om addition och
multiplikation verkligen &r vildefinierade av detta. Vi har ju att (1,3)R(2,4) sa
ekvivalensklasserna [(1,3)] och [(2,4)] &r desamma. Men da maste ju resultatet
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av additionerna [(1,3)] + [(7,3)] och [(2,4)] + [(7,3)] vara desamma. Fragan
vi stéller oss dr alltsa om dessa definitioner av addition och multiplikation &r
oberoende av representant for ekvivalensklasserna.

Antag alltsa att (a1, b1)R(ag, ba) och (c1,d1)R(ca, d2), dér aj, ag, by, ... ,dy € P.
Da maste vi visa att

[(a1,01)] + [(c1,d1)] = [(az, b2)] + [(c2, d2)] (2.7)
och att

[(a1,01)] - [(c1, dr)] = [(a2,b2)] - [(c2, d2)]- (2.8)
Detta lamnas till l4saren. Senare kommer motsvarande sak att goras for de
rationella talen i Sats 3.1.2.

Nu kan vi identifiera ett tal n € IP med heltalet +n € Z och diarmed fa att
P C Z. For att vara helt tillfreds med detta bor man ocksa kontrollera att
+n # +m, det vill siga att klasserna [(n + 1,1)] och [(m + 1,1)] inte &r
desamma, for n,m € P med n # m.

En anmérkning bor ocksa goras kring subtraktion. Det har ju sagts att a — b
definieras som a + (—b). Detta verkar vid forsta anblicken tillréckligt eftersom
vi nu kénner till vad symbolen —b betyder for b € P. Men vi vill ju kunna
subtrahera alla heltal och det som aterstar dr att ge mening till symbolen
—b ddr b=0,—1,-2,-3,.... Vi definierar saledes —0 = 0 och —(—b) = b for
bel.

Vi har ju en intuitiv uppfattning om vilka rékneregler som géller for heltal.
Utan att ga in pa vilka dessa &r eller att bevisa dem bor det papekas att det

gar att bevisa dessa rikneregler for heltalen med addition och multiplikation
sa som de konstruerats ovan. Lat oss ta ett exempel pa detta.

Exempel 2.2.2. Tag a,b € Z. Da finns positiva tal aq, as, b1, b € P sa att

a =[(a1,a2)] och b=/[(by,be)]. (2.9)
Nu géller
= [(a1, az)] - [(b1, b2)]
= [(a1b1 + azb2, aibe, asby)]
= [(b1a1 + baaz, brag + baas )] (2.10)
= [(b1,b2)] - [(a1, a2)]
=b-a,

eftersom vi vet att n +m = m + n och att n-m = m - n for positiva tal
n,m € P. Dédrmed har det visats att

a-b=>b-a. (2.11)
for alla heltal a, b. A

Slutligen till relationen <. Tag tva heltal a och b. Vi later a < b betyda att
b —a € P. Det dr nu en intressant uppgift att visa att

P={a€cZ:0<a}. (2.12)
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2.3 Konstruktion av Q

Nu vet vi alltsa vad heltalen ..., —2,—1,0,1,2,... 4 och hur vi adderar, sub-
traherar och multiplicerar dem. Det som aterstar édr division. Men i allménhet
far man inte ett heltal néir man dividerar tva heltal. Darmed behéver vi utoka
vart begrepp om tal till nagot storre dar vi ocksa kan dividera. Vi vill alltsa
finna tal som uppfyller det multiplikativa sambandet x/y = z. Det dr hér de
rationella talen gor sin entré.

Inuitivt sett dr ett rationellt tal ett tal pa formen a/b dir a,b € Z och b # 0.
Méngden av alla rationella tal kommer att betecknas med Q. Beteckningen QQ
kommer fran engelskans quotient (brak).

Kom nu ihag att vi inte d&nnu vet vad vi menar med talet a/b. Hela poéngen
med detta avsnitt ar att ge innebord till detta for oss okédnda begrepp. En
stor del av svarigheten &r att vi vill att (—2)/3, (—4)/6 och 8/(—12) ska vara
samma tal. Till detta kan man anvénda ekvivalensrelationer.

Lat B vara mangden av alla ordnade par (a, b) dér a och b &r heltal och b inte
ar 0. Alltsa:

B = {(a,b) : a,b € Z,b# 0}. (2.13)
Definiera nu en relation R pa B pa foljande sétt:
(a,b)R(c,d) betyder att ad = bc. (2.14)

Lemma 2.3.1. Relationen R dr en ekvivalensrelation.

Bevis. Eftersom ab = ba for heltal a, b sa géller (a,b)R(a,b) for alla (a,b) € B.
Alltsa &r R reflexiv.

Tag godtyckliga element (a,b),(c,d) € B och antag att (a,b)R(c,d), vilket
betyder att ad = be. Da foljer ¢b = da, som i sin tur betyder att (c,d)R(a,b),
sa R &r symmetrisk.

Slutligen, tag (a,b), (¢, d), (e, f) € B och antag att (a,b)R(c,d) och (¢, d)R(e, f).
Da har vi att ad = bc och ¢f = de och det foljer att

af -d=ad-f=bc-f=b-cf=b-de="be-d, (2.15)
och eftersom d # 0 sa foljer af = be vilket betyder att (a,b)R(e, f). Alltsa dr
R transitiv. O

Definition 2.3.2. Vi kallar en ekvivalensklass till ekvivalensrelationen R for
ett rationellt tal och later Q vara méngden av alla rationella tal. Vi infér ocksa
beteckningen a/b (eller §) for det rationella tal som dr ekvivalensklassen till

elementet (a,b) € B.

Vi gor alltsa definitionen a/b = [(a,b)] for a,b € Z med b # 0. Antag att
ad = bc och b,d # 0. Da vet vi fran definitionen av ekvivalensrelationen R att
(a,b)R(c,d) och dirmed har elementen (a, b) och (¢, d) samma ekvivalensklass,
sa a/b = [(a,b)] = [(¢c,d)] = ¢/d. Detta betyder att definitionen verkligen har
téckt in att exempelvis (—2)/3 = 4/(—6).
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2.4 Heltalen ar rationella tal

Givetvis vill vi se heltalen som ett specialfall av de rationella talen eftersom
var intuition om division séiger oss t.ex. att 15/5 = 3. Fran var definition
foljer faktiskt att 15/5 = 3/1, eftersom (15,5)R(3,1) visar att (15,5) och
(3,1) tillhor samma ekvivalensklass. Men att det rationella talet 3/1, som ju
ar en ekvivalensklass, skulle vara samma sak som heltalet 3 &r inte pa nagot
satt klart.

Det som behovs ér ett tilldgg till definitionerna. Nar vi arbetar med ett heltal
a, atminstone i samband med rationella tal, sa bestdmmer vi helt enkelt att
det dr underforstatt att vi egentligen arbetar med det rationella talet, ekviva-
lensklassen, a/1. Aven om det kan anses slarvigt sa tillater vi oss dérfor att
skriva @ = a/1 for alla a € Z. 1 synnerhet géller 0 = 0/b for alla b € Z med
b # 0. Beviset for detta lamnas som en 6vning.

Det ar en sak till som vi bor reflektera over. Om vi har tva olika heltal a och
b, sa vill vi ju inte att det ska betraktas som samma rationella tal. Vi maste
alltsa kontrollera att

b
%#I for a,b € Z med a # b. (2.16)

Detta kan kénnas sjédlvklart, men det maste dnda kontrolleras. Om a # b sa
géller a-1 # 1-b, vilket betyder att elementen (a, 1) och (b, 1) inte &r relaterade.
Dirmed har (a, 1) och (b, 1) olika ekvivalensklasser, sa

a b
I = [(a’7 1)] # [(ba 1)] = I (2'17)

Ovning 2.1. Visa att 0 = 0/b for alla b € Z med b # 0. Ledning: Vi identifierar
heltalet 0 med det rationella talet 0/1.

Ovning 2.2. Lat M = {(a,b) : a,b € Z} och definiera relationen S pa
M genom att lata (a,b)S(c,d) betyda att ad = bc. Visa att S inte &r en
ekvivalensrelation. Detta &r anledningen till varfor vi inte tillater b = 0 for det
rationella talet a/b.
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3 Egenskaper for de rationella talen

3.1 Raikneoperationer i Q

For att over huvud taget kunna anvinda de rationella talen maste vi ju kunna
rikna med dem. Darfér maste vi nu definiera rdkneoperationerna for Q. Hér
finns tva viktiga saker som maste téckas in av definitionerna. Det forsta &r att
alla rdkneregler som vi adr vana vid géller och det andra &r att de definitioner
vi gor overensstammer med rikneoperationerna i Z. Den forsta fragan ldimnas
till nésta avsnitt.

Konstruktionen av Q fran forra kapitlet behover ligga farskt i minnet. Déar ha-
de vi alltsa méngden B = {(a,b) : a,b € Z,b # 0} och en ekvivalensrelation
R pa mingden B dir (a,b)R(c,d) betyder att ad = bc. De rationella talen &r
ekvivalensklasserna till denna ekvivalensrelation, och vi anvénder beteckning-
en a/b for ekvivalensklassen [(a, b)].

Definition 3.1.1. Lat a,b,c,d € Z med b, ¢ # 0. Definiera
[(a,b)] + [(¢,d)] = [(ad + be,bd)]  och  [(a,b)] - [(¢c,d)] = [(ac,bd)].  (3.1)

Om vi anvinder beteckningen a/b och c¢/d for klasserna [(a,b)] respektive
[(¢,d)] skrivs detta alltsa som
¢ ad+bc ac

a a c
vt oM S a T (3.2)

Detta &r alltsd en definition av rédkneoperationerna + och - i méngden Q.
Innan denna definition var uttrycken a/b+c/d och a/b-c/d bara nagra okénda
symboler. Déremot visste vi ju redan innan definitionen vad ad + be, ac och
bd i hogerledet av (3.1) betydde. Detta dr ju helt enkelt multiplikation och
addition av heltal. Alltsa dr e = ad + bc och f = bd bada heltal som definierar
ett rationellt tal e/ f = (ad + bc)/bd.

En mycket viktig detalj som &r 1att att missa &r att denna definition bestédmmer
addition och multiplikation av tva ekvivalensklasser, men resultatet av ope-
rationen bestims av vilken representant for ekvivalensklassen vi har valt. Ex-
empelvis vet vi ju att 2/3 = 4/6, vilket betyder att det rationella talet 2/3
representeras av antingen heltalsparet (2,3) eller av paret (4,6), men &r det
klart att 2/3 +5/4 =4/6 + 5/47

Sats 3.1.2. Operationerna + och - dr vildefinierade. Detta betyder att om
a1/by = aa/ba och c1/dy = ca/dy sa giller

al C1 a9 C2 ap C as C9

J— _— = — —_— h — T = T . 3-3

A e d N h A B d (3:3)
Bevis. Antag att a1/by = ag/by och c¢1/dy = ¢o/da, vilket betyder att a;be =
biag och att c1de = dico. Nu ska vi visa att (3.3) giller, det vill séiga att

ajdy +bier agds + baco aicr  azc

- aier _ 92¢ 3.4
brd; byds O b T bads (3-4)
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Detta foljer fran att

(a1dy 4 bic1) - bada = ardyibada + bicibady
= a1by - dida + b1by - c1d2

(3.5)
= braz - diday + b1by - dico
= b1d; - (agd2 + baca)
och att
aicy - bgdg = albg . Cldg
= bias - dico (3.6)

= bidy - azc

eftersom detta betyder att relationerna (a1dy + bici, bidy)R(azds + baca, bads)
och (aycr,bidy)R(agca, bads) géller. O

Nu till fragan om de nydefinierade operationerna addition och multiplikation
stdmmer 6verens med addition och multiplikation av heltal. Fragan uppstar
eftersom vi kan se heltal a och b som rationella tal a/1 och b/1 och eftersom
vi har tva uppfattningar av t.ex. addition; dels av heltalen a och b och dels
av de rationella talen a = a/1 och b = b/1. Att det inte blir nagot problem &r
sjalvklart eftersom definitionerna ger oss att

b a-1+b-1 a+b

=a+b och

=] o
S
>

= :aT'b:a-b (3.7)

24
1 1

1 1-1 1

=l e
—_

for alla a,b € Z. Notera att de sista identiteterna i dessa ekvationer,

b -b
a—li_ =a+0b och aT:a-b (3.8)

dr definitioner och inte nagot som réknas fram. Det &r en definition att heltalet
c och det rationella talet ¢/1 ska betraktas som samma objekt.

Till sist infor vi en ordning pa de rationella talen. For ett rationellt tal a/b
later vi det hittills okénda uttrycket 0 < a/b betyda att 0 < a - b. For tva
rationella tal g och r skriver vi ¢ < r om 0 < ¢ — . Notera hur den forsta
definitionen anvénds i den andra. Sjilvklart maste man stélla sig fragan om
< &dr vildefinierat av detta, det vill siga om definitionerna ovan &r oberoende
av hur de rationella talen representeras. Detta #r Ovning 3.1.

3.2 Maiangden Q ar en kropp

Det har nu blivit dags att fundera pa om ridkneoperationerna pa Q fungerar
s& som vi forvintar oss. Var forestéillning om detta sammanfattas i begreppet
kropp.

Definition 3.2.1. En mingd K med tva operationer + och - dr en kropp om
den uppfyller féljande:
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(A) Axiom for addition

(A1) Slutenhet: z +y € K for alla x,y € K.

(A2) Addition &r kommutativt: z +y =y + x for alla z,y € K.

(A3) Addition &r associativt: (z+y)+2z =+ (y+2) for alla z,y,z € K.
(A4)

(AD)

A5) Till varje z € K finns ett element —x med x + (—x) = 0.

Det finns ett element 0 € K som uppfyller 0+ = z for alla x € K.

(M) Axiom for multiplikation

M1
M2

) Slutenhet: x -y € K for alla z,y € K.
)

M3) Multiplikation &r associativt: (x-y)-z = z-(y-z) for alla z,y, z € K.
)

(
( Multiplikation dr kommutativt: z -y =y -z for alla z,y € K.

(

(M4) K innehaller ett element 1 # 0 som uppfyller 1 -z = z for varje
r e K.

(M5) Till varje € K med = # 0 finns ett element 2! som uppfyller
x -zl =1.

(D) Den distributiva lagen: For alla x, y, z € K géller x-(y+z) = (z-y)+(x-2).

Sats 3.2.2. Mdangden Q med operationerna + och - dr en kropp.

Att bevisa denna sats lamnas som en 6vning for ldsaren. Men nagra viktiga
saker bor podngteras.

Som vi diskuterade tidigare &r inte division en egen rdkneoperation utan bara
ett specialfall av multiplikation. I sjdlva verket visar axiom (Mb5) att vi kan
dividera rationella tal. Om p,q € Q och ¢ # 0 sa ser man att r = p- ¢!
uppfyller att p = ¢ - r och ddrmed kan man skriva p/q = r. Alltsa gor vi
definitionen att p/q = p-q L. Aterigen uppstar en viss tvetydighet: a/b har
ju redan en inneboérd for a,b € Z med b # 0! Men detta &r inget problem sa

fort man inser att el b

G) -3 9)
for alla a,b € Z med a,b # 0. D& foljer ju (a/1)/(b/1) = (a/1) - (b/1)" =
(a/1)-(1/b) = (a-1)/(1-b) = a/b.
Nér det géller subtraktion réicker det att kommentera att det minustecken som
ndmns i axiom (A5) definieras av —(a/b) = (—a)/b = a/(—b) for alla a/b € Q.

3.3 Uppriaknelighet

Bada m#ngderna Z och Q innehaller odndligt manga element. Fragan dr om
det finns nagot mer precist sétt att klassificera storleken pa oéndliga méngder.
Infor den kommande diskussionen i detta #rende paminner vi oss om de na-
turliga talen, méngden N = {0,1,2,3,...}.
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Definition 3.3.1. En méingd A sigs vara upprdknelig om man till varje tal
n € N kan ordna ett element z, € A sa att A = {xg,x1,22,...}. Om A inte
ar uppraknelig sdgs A vara dveruppriknelig.

Man ser det alltsa som att elementen i en uppriknelig méangd kan rdknas upp
som xg,x1,Ts,... och att man i denna upprikning far med alla element i
méangden.

Exempel 3.3.2. Givetvis é&r N uppréknelig. Lat =, = n och fa {zg,z1,...} =
{0,1,...} = N. For att visa att &ven Z &r uppriiknelig, tag n € N och lat

0 omn =20
Tp =< (n+1)/2 om n dr udda (3.10)
—n/2 om n &r jamn.
Darmed géller xg = 0,27 = 1,20 = —1,23 = 2,24 = —2,25 = 3,26 = —3
o.s.v. sa Z = {xg, x1,x2,...}. A

Sats 3.3.3. Mdangden Q dr upprdknelig.

Bevis. Precis som i avsnitt 2.3 later vi B = {(a,b) : a,b € Z,b # 0}. Elemen-
ten i B kan skrivas upp enligt foljande:

och om vi foljer pilarna sa far vi en upprikning av elementen enligt
yo=(0,1), w1 =(1,1), w2=(1,2), y3=1(0,2),... (3.11)
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som uppfyller att B = {yo0,91,¥2,...}. Minns att Q bestar av alla ekviva-
lensklasser i B, exempelvis har vi att [(1,2)] = 1/2 = 2/4. Om vi later
Ty = lyn] € Q for varje n € N (alltsa &r x,, den ekvivalensklass som y,,
tillhor) sa far vi att Q = {zg, 21, z2,...}. O

Anmirkning 3.3.4. I detta bevis har vi alltsa att

x5 =—1,... (3.12)

1 1
0=0, x1=1, T2 =5 x3 =0, Ty =5,

vilket betyder att elementen i Q rdknas upp flera ganger var. Men det ar dnda
sa att Q = {xo,x1,x2,...} eftersom det inte gor nagot om elementen i en
méngd riaknas upp mer dn en gang. Méngderna {1, 2,3} och {1,1,2,3,2,2,1,3}
dr desamma.

Till sist ett resultat som kan vara anvindbart i framtiden. Beviset, som ldmnas
som en Ovning, liknar det ovanstaende, men séttet pa vilket elementen skrivs
upp ar lite annorlunda.

Sats 3.3.5. Antag att alla mdngderna Ay, Ao, As, ... dr upprikneliga. Da dr
unionen A1 U AU AU - -, det vill siga mdngden av alla element som tillhor
nagon av mdngderna Ay, As, ..., uppriknelig.

Ovning 3.1. Antag att a/b = c/d. Visa att 0 < a/b om och endast om
0 < c/d.

Ovning 3.2. Bevisa Sats 3.2.2.
Ovning 3.3. Anviind Sats 3.3.5 for att bevisa att mingden
o/ ={B CZ : B &r éndlig} (3.13)

ar uppréknelig. Att en méngd ar dndlig betyder att den innehaller n element
dér n € N.

Ovning 3.4. Bevisa Sats 3.3.5.
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4 Konstruktion av de reella talen

I de foregaende avsnitten har vi definierat de rationella talen Q utifran heltalen
och diskuterat deras egenskaper. Att behovet av rationella tal finns ter sig
ganska naturligt eftersom vi vill kunna hantera divisionen a/b dven om det
inte blir ett heltal. Det vore ganska otympligt om vi t.ex. bara kunde méta
avstand uttryckt i hela tal. Nér vi nu skall ndrma oss de reella talen, som
i nagon mening ar mer dn de rationella talen, dr det inte lika sjalvklart att
det finns ett liknande behov. Récker det inte med de rationella talen? Vi kan
beskriva godtyckligt sméa och stora tal med hjélp av dessa. Till exempel sa vet
vi att mellan tva rationella tal s& finns det alltid ett tredje rationellt tal. Ett
argument for att vi behdver nagonting mer &r foljande exempel.

Antag att du vill konstruera en kvadrat som har arean 2 areaenheter. Hur
langa skall du gora sidorna? Ekvationen som skall 16sas ar

2 =2 (4.1)

For den praktiskt lagde &r det inga problem att l6sa detta problem. Man
knappar in 2 pa minirdknaren och trycker pa / “knappen. Da dyker det upp
nagot i stil med

1.414213562 (4.2)

vilket &r ett svar som nog racker for de flesta praktiska konstruktioner. I detta
kompendium néjer vi oss dock inte med ett sadant svar, utan fragar oss: Vad
ar det egentligen for objekt vars produkt med sig sjélv ar lika med 2, och som
vi vanligtvis brukar beteckna v/2?7 Ar det ett tal? De enda tal vi &n sa linge
kénner till dr de rationella talen. Alltsa, finns det ett rationellt tal a/b sadant

att
<%)2 —92 7 (4.3)

Svaret #r nej, d.v.s. v/2 &r inte rationellt. For att bevisa detta anvinder vi oss
av ett motsigelsebevis. Antag att /2 dr rationellt. Fran (4.3) foljer det att

20% = a?. (4.4)
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Vi kan alltid anta att vi har valt a sa litet som mojligt. Eftersom 2b% &r ett
jamnt tal dr dven a? ett jamnt tal vilket i sin tur medfor att a maste vara ett
jamnt tal. Vi kan dérfor anta att a = 2c¢ for nagot heltal c. Insatt i (4.4) ger

b’ =262, (4.5)

Nu &r 2¢? ett jamnt tal och dérav &r b ett jamnt tal, d.v.s. b = 2d dér d &r ett

heltal. Identiteten
a 2c c

T 4.6
b 2d d (4.6)
strider mot att a var valt sa litet som mojligt, detta ty ¢ beskriver samma

brak som % och ¢ < a. Alltsa maste antagandet om att V/2 &r rationellt vara

falskt.

Om inte v/2 &r ett rationellt tal, vad dr det da? Vi skulle girna vilja kalla v/2
ett tal, vilket betyder att vi maste vidga vart talbegrepp bortom de rationella
talen. Hur ska det ga till? Vi har redan mott begreppet “kropp” i féregaende
avsnitt, som formaliserade rdkneoperationerna addition och multiplikation. Vi
kommer nu att inféra fler egenskaper som vi kréver att de reella talen ska ha,
for att sedan forsoka hitta en méngd av objekt som uppfyller dessa.

4.1 Ordnade kroppar

Definition 4.1.1. Lat A vara en méngd. En ordning pa A &r en relation R
med foljande tva egenskaper:

1. Om z,y € A da géller en och endast en av relationerna

xRy, z=vy eller yRzx. (4.7)
2. Om z,y,z € A, xRy och yRz, da foljer att xRz.

En ordnad mdngd ar en méngd A pa vilken en ordning &r definierad. For en
ordningsrelation anvéinder man ofta symbolen < istéllet fér R; vi skriver alltsa
x < y eller y > x istéllet for xRy. Vi definierar ocksa att z < y om x < y eller

T =1y.

Anméirkning 4.1.2. Notera att en ordning &r en relation men inte en ekvi-
valensrelation.

Definition 4.1.3. En kropp K &r en ordnad kropp om det finns en ordnings-
relation, betecknad med <, pa K sadan att for x,y,z € K

Ol) z4+y<zx+zomy<z

(02) zy >0om x >0ochy >0
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Definitionerna 4.1.1 och 4.1.3 formaliserar de riknelagar vi normalt anvénder
oss av nér vi rdknar med olikheter. Nér vi skapar de reella talen vill vi forstas
att de skall vara en ordnad kropp.

Exempel 4.1.4. Pa sidan 18 inférde vi en ordning pa Q. Med den ordnings-
relationen dr Q en ordnad kropp. Se Ovning 4.2. A

4.2 Supremumegenskapen

I Exempel 4.1.4 noterade vi att Q &ar en ordnad kropp. Alltsa ricker inte detta
begrepp for att beskriva de reella talens unika egenskaper. Déremot réicker det
med att tillskriva dem endast en egenskap till — supremumegenskapen.

Definition 4.2.1. Lat A vara en ordnad méingd och B C A. Om det finns ett
element y € A sddant att

<y for alla x € B (4.8)

sa sigs y vara en ovre begrinsning till B. Vidare sigs B vara uppat begrinsad
om det finns en 6vre begrédnsning till B.

Definition 4.2.2. Lat A vara en ordnad méngd, B en icketom delméngd till A
och y en Ovre begriansning till B. Vi séger att y 4r en minsta dvre begrinsning
till B eller supremum av B, om for varje 6vre begrinsning z till B sa géller
det att y < z. Vi skriver

Y= sgp B. (4.9)

Anmirkning 4.2.3. Om y = supy B och z = supy B sa maste y = z,
eftersom om z # y sa maste z < y eller y < z och da kan inte bada vara en
minsta Ovre begrénsning.

Exempel 4.2.4. Lat B vara delméngden {p € Q : 0 < p < 1} av Q. Talet 3 €
Q &ar en 6vre begrinsning av B medan 1 € QQ 4r den minsta évre begransningen.
B ar alltsa uppat begriansad. Observera att méngden B inte innehaller nagot
storsta element, eftersom 1 ¢ B. A

Definition 4.2.5. En ordnad méngd A sédgs ha supremumegenskapen om for
varje icketom, uppat begrinsad delméngd B av A finns det ett y € A saddant
att y = supy B.

I nésta exempel kommer vi att visa att det finns delméngder av QQ som &r
uppat begrdnsade men som inte har nagon minsta 6vre begréansning. Detta
betyder att Q inte har supremumegenskapen.

Exempel 4.2.6. Lat B vara delmingden {p € Q : p? < 2} av Q. Antag att
det finns en minsta 6vre begrinsning ¢ € Q till B. Da giller det forstas att

24



¢2 > 2. Eftersom vi har visat att /2 ¢ Q sa betyder det att ¢ > 2. Vi vill nu
visa att vi kan skapa ett tal r < ¢ som ocksa &r en ovre begriansning. Vi sétter

-2 2q+2

1T r2 T g+2 (4.10)
Eftersom ¢? — 2 > 0 foljer av forsta likheten att r < ¢. Beridknar vi 12 — 2 s&
far vi )
2(q” - 2)
2
r-—2=——=>>0 4.11
(¢ +2)? “1)

eftersom ¢ > 2. Detta betyder att 72 > 2 och didrmed att 72 > p? for alla
p € B. Det foljer att » > p for alla p € B. Vi har alltsd konstruerat en
ovre begrinsning r som ar mindre dn ¢, som vi antog vara den minsta Gvre
begrénsningen. Detta motséger antagandet och visar att B ej har nagon minsta
ovre begrénsning. A

Vart mal i de foljande avsnitten &r att konstruera de re-
ella talen som en ordnad kropp med supremumegenska-
pen. Vi kommer att anvénda oss av en konstruktion som
hérstammar fran den tyske matematikern Richard Dedekind
(1831-1916).

4.3 Snitt

Vi kommer att konstruera méngden R, d.v.s. de reella talen, som en méingd
av sa kallade snitt. Alltsa, de objekt vi kallar for reella tal kommer att vara
snitt.

Definition 4.3.1. Ett snitt « &r en delméngd av QQ sadan att

(R1) a# 0 och a # Q.

(R2) Omp € a, g€ Qoch g <p,dairqc a.

(R3) Om p € «, da existerar ett r € o sadant att p < r.

Anmirkning 4.3.2. Egenskapen (R2) betyder att om ett rationellt tal ¢ &r
med i snittet, sa dr alla rationella tal mindre &n ¢ med i snittet. Egenskapen

(R3) betyder att ett snitt ej innehaller nagot element som é&r storre dn alla
andra element i snittet.

Exempel 4.3.3. Lat p € Q och lat a, = {q € Q : ¢ < p}. Da &r «, ett snitt.
For att visa detta maste vi kontrollera att méngden uppfyller de tre kraven
(R1)-(R3) ovan.
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(R1) Méngden o, ér inte tom eftersom till exempel talet p — 1 € «; den kan
heller inte vara hela Q eftersom till exempel p+ 1 ¢ .

(R2) Detta &r uppfyllt eftersom «;, innehaller alla tal mindre &n p per defini-
tion.

(R3) Tag ett godtyckligt ¢ € v, och sitt r = g + (p — ¢)/2. Eftersom r ligger
halvvégs mellan g och p sa dr r < p, vilket betyder att r € a. Dessutom
géller g < r. A

Definition 4.3.4. Ett reellt tal ar ett snitt. Méngden av alla reella tal be-
tecknas med R.

Vi vill naturligtvis att de rationella talen ockséa skall vara reella tal, och ef-
tersom R &r en mingd av snitt sa maste vi till varje rationellt tal kunna
associera ett snitt. Detta gor vi enligt Exempel 4.3.3

Vi kommer att se de rationella talen som en delméngd av
de reella talen genom att till varje p € Q tillskriva snittet

ap={q€Q: q<p}

Till exempel har vi de viktiga snitten
1={¢eQ:q¢<1} (4.12)
0={¢eQ:q<0} (4.13)

som kommer att visa sig vara den multiplikativa och additiva enheten for de
reella talen.

Ténk gédrna pa snitt som representerar rationella tal nér vi i kommande av-
snitt talar om snitt. Det gor det ldttare att intuitivt forsta de operationer vi
kommer att inféra pa R. Notera att vi kommer att beteckna snitt med grekiska
bokstaver sasom a, 3,7, . . ..

Ovning 4.1. Visa att relationen < pa Q, som definierad pa sidan 18, ir en
ordning.

Ovning 4.2. Visa att med ordningen < dr Q en ordnad kropp.
Ovning 4.3. Lat e, = 1/n for n = 1,2, ... och sitt
E ={ej,eg,e3,...}. (4.14)

Vi definierar, analogt med 6vre begrénsning, att y ar en undre begrdinsning till
en miangd A om y < x for alla x € A. Vidare séger vi att y &r en storsta undre
begrinsning, eller infimum, av en mingd A om for alla undre begrinsningar
z till A sa géller det att z < y. Visa att infg £ = 0.

Ovning 4.4. Lat e, =1 —1/n for n = 1,2, ... och sitt
E = {61762,63,...}. (415)
Visa att supg £ = 1.
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5 Egenskaper for de reella talen

5.1 Ordning, addition och multiplikation

Vi vill att de reella talen skall vara en ordnad kropp med supremumegenska-
pen. Detta reflekterar, som tidigare sagt, de egenskaper och rikneregler som
vi dr vana vid. Alltsa behover vi definiera en ordning, en addition och en
multiplikation pa R.

Definition 5.1.1 (Ordning). Vi skriver att a < f om « C 3 och a # f.

Sats 5.1.2. Relationen < definierad ovan dr en ordning.

Bevis. Vi behover verifiera de tva egenskaperna i Definition 4.1.1. Den forsta
egenskapen siger att for «, 3 € R sa giller en och endast en av egenskaperna
a < fB,a=Feller B < a Om a = (§ sa foljer det direkt fran definitionen
att varken o < (8 eller 8 < « géller. Antag nu att a < . Per definition sa
ar a # 4, och da kan inte o C § och B C « gilla samtidigt, eftersom da &r
a = (. Pa samma sétt argumenterar vi da G < a.

Den andra egenskapen séiger att om «, 3,7 € R och @ < 8 och § < « sa ér
o < 7. Vi maste alltsa visa att under dessa antaganden sa dr av C 7y och « # 7.
Tag ett godtyckligt element ¢ € «. Eftersom o C 3 s& éar g € 8 och eftersom
B8 C ysadrqge-y Alltsa &r a C ~v. Fran 8 < ~ foljer det att det finns ett
element ¢ € v sadant att ¢ ¢ [ och pa samma sétt foljer det att g ¢ « eftersom
a C (6. Alltsa ar o # 7. O

Intuitivt &r det ganska enkelt att forsta hur vi vill definiera addition och mul-
tiplikation, atminstone for rationella tal. Lat p,q € Q sadana att p,q > 0. Vi
tanker oss att

ap+o,={reQ:r<p+gq} (5.1)
ap-og={reQ : r<pg}.

Da vi maste gora dessa definitioner for allména snitt blir det dock aningen
mer invecklat.

Definition 5.1.3 (Addition). Lat o och 3 vara tva snitt. Vi definierar sum-
man « + 3 som

a+B={p+q:pcaqecpf} (5.3)
Givet ett snitt o definierar vi —« som
—a={q€Q: —q—r ¢« for nagot r € Q dir r > 0}. (5.4)

Anméirkning 5.1.4. Notera att det inte dr klart att o + 8 och —a verkligen
ar snitt. Detta maste vi bevisa nér vi visar att R &r en kropp.
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Anmirkning 5.1.5. For ett snitt definierat som o, = {¢ € Q : ¢ < p} &r
det latt att visa att —a, = {¢ € Q : ¢ < —p}, vilket &r precis vad vi véantar
0sS.

Lemma 5.1.6. R uppfyller axiomen (A1)-(A5), samt egenskapen (O1) i De-
finition 4.1.5.

Beuvis.

(A1) Att visa att o + 3 ér ett snitt dr ldimnat till lisaren i Ovning 5.1.

(A2) Vi maste visa att a + § = 3 + «a. Detta dr klart eftersom
at+f={p+tq:pcaqept={q+p:peageft=0+a (55

(A3) Associativiteten, d.v.s. att (o + ) +v = a+ (8 + ), foljer pa samma
satt

(a+p)+y={p+tq:pca+pqey}
={(r+s)+q:rea,sep,qge}

={r+(s+q :re€a,sepfqge} (5.6)
={r+p:reapecf+y}
=a+(B+).

(A4) Det existerar ett element 0 € R sadant att o + 0 = « for alla a € R. Vi
vill forstas visa att det snitt vi associerar med det rationella talet 0 &r
det som goér jobbet.

For att visa att 40 = a anvander vi oss av en teknik som dr vanlig inom
matematiken. Genom att visa att varje element i a 4+ 0 &r ett element i
« och att varje element i « dr ett element i a + 0, sa har vi visat de tva
inklusionerna o +0 C o och o« C o + 0 vilket visar att o + 0 = «v.

Tag ett godtyckligt element ¢ € a4+ 0. Da kan vi skriva g som ¢ = p+,
dér p € a och r € 0. Eftersom r < 0 sa betyder det att ¢ < p vilket ger
oss att ¢ € «, enligt definitionen av snitt. Alltsa 4r o + 0 € a.

Tag nu ett godtyckligt element ¢ € «. Da finns det, enligt (R3), ett
element r € « sadant att r > ¢. Da vi kan skriva ¢ = 7+ (¢ —r) sa vet vi
att g € a+0 eftersom r € aoch g—r € 0ty g—r < 0. Alltsa dr a C a+0,
vilket tillsammans med ovanstaende resultat visar att a + 0 = a.

(A5) Hér maste vi visa att till varje snitt o € R sa finns det ett snitt 5 € R
sadant att o + 8 = 0. Snittet G brukar skrivas som —a«, och vi vill visa
att var definition ovan av —a uppfyller detta. Vi kommer att anvinda
samma teknik som i beviset ovan. An sa linge vet vi dock inte ens om
—q ar ett snitt. Att visa detta dr lamnat som en Gvning.

Lat oss borja med att visa att o + (—a) C 0. Tag ett element p € «
och ett element ¢ € —«. Da finns ett » > 0 sadant att —q —r ¢ a. I
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synnerhet ligger —¢ inte i «, eftersom —q > —q — r. Alltsa har vi att
p < —q eftersom « innehaller alla rationella tal mindre dn ¢. Olikheten
p < —q betyder att p + ¢ < 0 vilket ger att p + ¢ € « for alla p € a och
q € —a. Detta betyder att o + (—a) C 0.

For att visa att 0 € a + (—«) maste vi vara lite mer kluriga. Tag ett
godtyckligt element v € 0 och definiera w = —v/2. Da &r helt klart
w > 0. Eftersom w &r ett positivt rationellt tal och « &r en uppat
begrinsad méngd, sa finns det ett heltal n sadant att nw € « men
(n 4+ 1w ¢ a. Nu definierar vi p = —(n + 2)w och vi ser att p € —«

eftersom
—p—w=m+1w¢a (5.7)
Vi ser vidare att
nw—i—p:—%‘f‘p:_%"”@:u (5.8)

Eftersom v var ett gotyckligt element i 0, nw € o och p € —a, sa betyder
det att 0 C a+ (—a). Alltsa &r a + (—a) = 0.

(O1) Antag att o, 3,7 € R och # < «. Vi vill visa att a + 5 < a+ 7, d.v.s.
a+f8Ca+vyocha+f#a+vy. Att a+ 8 C a+ v ér klart eftersom
B C v. Antag att a + [ = «a + v stdmmer. Da kan vi addera —« till
bada sidorna och fa att § = ~, vilket motsdger att § < ~. Alltsa &r
a+ B # a+7. O

Anmirkning 5.1.7. Ett viktigt specialfall av (O1) far vi om vi antar att
0 < v, véljer 8 = 0 och sdtter a = —v. Da far vi

—v+0< v+ (5.9)

vilket ger att —y < 0. Pa samma séitt kan vi visa att om v < 0 sa &r —y > 0.

Att definiera multiplikation &r mer komplicerat &n att definiera addition, ef-
tersom produkten av tva negativa tal &r positiv. Den intuitiva bilden skall
dock vara klar; gor en tillbakablick till ekvation (5.2).

Definition 5.1.8 (Multiplikation). Lat o och § vara tva snitt sadana att
a > 0 och g > 0. Vi definierar produkten « - § som

a-f={¢eQ: g<rsfornagrar € o,s € fdarr>0,s>0}. (5.10)

Vi lamnar till lisaren, i Ovning 5.2, att visa att «- 3 ér ett snitt. Lat nu o och
0 vara tva godtyckliga snitt. Da definierar vi, med hjélp av (5.10), « - 5 som

/\

—a)-(=f) oma<0,6<0

(( a) ﬂ) oma<0,8>0
)) oma>0,8<0

0 om o =0 eller 3 =0.

a-f= (5.11)
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Lat oss for varje snitt o > 0 definiera a~*

a'={0<qeQ:qt—r¢afornagotr>0yU{geQ: ¢<0}. (512)

DA o < 0 siitter vi ot = —(—a) L.

Anmirkning 5.1.9. Ligg miérke till att vi i hogerledet av ekvation (5.11)
bara multiplicerar snitt « sadana att v > 0 eftersom vi i Anmérkning 5.1.7
noterade att —y < 0 om och endast om v > 0.

Lemma 5.1.10. De reella talen uppfyller axiom (0O2) i Definition 4.1.3, d.v.s.
for tva element o, B € R gdller det att a- 3 >0 om >0 och > 0.

Bevis. Da o > 0 och § > 0 sa existerar det rationella tal p € a och ¢ € (8
sadana att p > 0 och ¢ > 0. Enligt definitionen av multiplikation av snitt &r
pq € a- [. Da pg > 0 sa maste a.- 8 > 0 eftersom ett snitt «y, sddant att v < 0,
ej kan innehalla nagra positiva rationella tal. ]

Lemma 5.1.11. R uppfyller aziomen (M1)-(M5) och (D).

Bevis. Att R &r sluten under multiplikation har du férhoppningsvis redan

visat i Ovning 5.2. (M2)—(M4) visas pa samma sétt som i motsvarande fall for

addition och ldmnas ocksa som en 6vning. Den knepiga biten &dr att visa att
-1

a-a =1

(M5) Det riicker med att visa att for varje a > 0 sa &r o - o~ ! = 1. Detta gor
vi som i fallet med addition, d.v.s. genom att visa de tva inklusionerna
a-a P Cloch1lCa-al. Att bevisa att a~! verkligen &r ett snitt
l&mnas som en Ovning.

Tag ett element p € o och ett element ¢ € o~ diir ¢ # 0. Da giiller det
att ¢~! ¢ a vilket betyder att p < ¢! som #r ekvivalent med att pg < 1.
Det &r vidare klart att &ven 0 € 1. Alltsa &ar pg € 1 for alla p € « och
gcat dvs. a-a” ! C1.

Tag ett element z € 1. Om z < 0 s& #r det klart att z € a-a~! eftersom
a > 0. Antag nu att 0 < z < 1, vilket ger oss att 1/z > 1. Lat oss forst
anta att 1/z € a. Eftersom 1/z > 1 och « dr uppat begridnsad sa maste
(se Anmérkning 5.1.12) det finnas ett positivt heltal k£ sadant att

= <%>k ca  oh y= <1>k+l ¢ a. (5.13)

z

Det giller att 1/y € a~! om inte y rdkar vara den minsta Gvre be-
griansningen till « i vilket fall vi inte kan hitta ndgot r > 0 sadant att
y—r¢a Oml/yca ! sifoljer det att

k+1 4 1
p=7 — = Zlk =z—. (5.14)
z E+1 Y
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Da z € aoch 1/y € a~! betyder detta att z € a-a~!. Det &r dock inget
problem om y rakar vara den minsta 6vre begrinsningen till o eftersom
vi da kan vilja ett 2’ € o sadant att 2’ > z och ett v/ = ya'/x ¢ « vilket
ger o0ss

1 2z =z

Y yx Y
Detta resonemang var under antagandet att 1/z € «. Lat oss nu anta
att 1/z ¢ a. Antag vidare att z ¢ «. Eftersom 0 < z < 1 och a > 0 sa
maste det finnas ett heltal k sadant att

r=2"leq och y=:"¢a. (5.16)

Notera att detta fungerar éven da z € o, men kraver lite mer eftertanke.
Nu kan vi, precis som ovan, komma runt problemet med att y mojligtvis
dr den minsta 6vre begrinsningen till «.. Lat oss anta att detta dr avkla-
rat och att 1/y € a1, Vi far

Da z € aoch 1/y € a~! betyder detta att z € a-a~!. Vi har alltsa visat
att 1 C a - a1, vilket tillsammans med det tidigare resultatet slutligen
visar att - o~ = 1.

For att verifiera den distributiva lagen maste vi visa att for tre snitt
a, 3,7 sa giller det att a- (B + ) = a- B+ a-~. Vi gor detta genom
att bevisa de tva inklusionerna

a(B+7) CaB+ay och afB+ay Ca(B+7). (5.18)

Lat oss forst visa dessa tva da «, 3,7 > 0. Tag ett element r € a(5+ 7).
Om r < 0sa vet vi att r € aff+ary, eftersom af+ay > 0. Antag istéllet
att r > 0. Vi vet att r ar pa formen

r=x(y+ z) (5.19)

dir x € a,y € B,z € v och z,y,z > 0; allt enligt definitionen av
multiplikation. Men eftersom r = z(y + z) = zy + xz sa vet vi att
r € af+ ay. Alltsa dr a(8+ ) C af + ay.

Tag nu ett element r € af + ay sadant att » > 0. Vi vet att r &r pa
formen

r =1y + T2z (5.20)

dér 1,20 € a,y € B,z € v och x1,292,y,2z > 0. Antag nu att 1 < xo.
Da vet vi att

—y <y vilket medfor att ﬂy € g. (5.21)
{5
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Vi kan skriva r som
x1
T =21y + T2z = X9 <—y+2)- (5.22)
X2

Eftersom 25 € o, x1y/x9 € B och z € v sa ér r € a(f + 7). Notera att
om x1 > 9 s& kan vi byta plats pa x1 och xo ovan for att fa samma
resultat. Detta, tillsammans med det foregaende resultatet, visar att
a(f+v)=af+aydaa,p,v>0.

Nu maste vi visa att detta giller d&ven da inte alla tre snitt &r positiva.
Lat oss fortfarande anta att o > 0. Da har vi tre fall

(i) B <0 och vy < 0. Detta visar vi med hjilp av omskrivningen

a(B+7)=—a[-(B+y)] ==|a(-B-7]. (523

Nu &r alla tre snitt, d.v.s. a, —3, —, positiva och vi kan anvénda
resultatet for positiva snitt for att erhalla

a(f+7)=— [a(—ﬁ - 7)} =— [ —af - a’y} =af+ay. (5.24)

(i) B <0ochy >0.0m §+~=0sa ér det klart att likheten géller.
Antag forst att 5+~ > 0. Da kan vi skriva

oy = a[(B+7) +(-p)]. (5.25)

Har noterar vi att de tre snitten «, 6+, —3 &r positiva och vi kan
anvinda vart tidigare resultat for att fa

ay=al(B+7)+(-H)] =a(B+y)—aB  (5.26)
vilket medfor att

ay+af =a(f+ 7). (5.27)

Antag nu att 5+ v < 0. Da kan vi ténka lings samma banor och
gora omskrivningen

—aﬁ:a[—(ﬁ+7)+7]. (5.28)

Har noterar vi igen att de tre snitten o, —(3++y), v &r positiva. Det
ger oss

—af=al=(B+)+1] =—aB+n)+ar  (5.29)
vilket medfor att

a(f+7) =ay+ap. (5.30)
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I fallen da o < 0 kan vi gora precis samma bevis med skillnaden att vi
byter ut o mot —c, som da dr ett positivt snitt. ]

Anmirkning 5.1.12. Antag att ¢ > 1 &r rationellt. For varje positivt heltal

n giller att
"=(1+@-v)
1

n(qg—1)+
n(qg—1).
Dirfor kan vi for varje rationellt tal p > ¢ hitta ett heltal k sadant att ¢* > p.
Dessutom kan man visa att for ett rationellt tal z med 0 < z < 1 sa finns det,

for varje rationellt tal p med 0 < p < z, ett positivt heltal k sadant att z* < p.
Dessa egenskaper anvénds i beviset fér (M5) ovan.

n(n—1)

5 (q_1)2+'”_’_(q_1)n (531)

_|_
_|_

\V

Efter dessa bevis vet vi att R &r en ordnad kropp. Den sista egenskapen som
vi vill visa dr supremumegenskapen.

Lemma 5.1.13. De reella talen har supremumegenskapen, d.v.s. for varje
A C R sdadan att A # () och A dr uppat begrinsad, existerar det en minsta
dvre begrdnsning v € R till A.

Bewvis. Notera att A dr en méngd av snitt som i sin tur &r méngder av rationella
tal. Ett element i A &r saledes ett snitt. Lat oss definiera en ny méangd av
rationella tal

y= e (5.32)

Med denna beteckning menar vi att v &r unionen av alla méngder i A. Alltsa
bestar v av alla rationella tal i alla snitt som é&r element i A. Vad vi vill visa
ar att v dr den minsta 6vre begrénsningen till A, d.v.s. v = supp A. Forst och
framst maste vi forsidkra oss om att v &r ett snitt. Detta &dr limnat till ldsaren
i Ovning 5.3.

Eftersom v &r unionen av alla o € A sa ar det klart att o < v for alla a € A.
Detta visar att + dr en 6vre begransning till A. Antag att vi har ett § < . Lat
oss visa att det inte kan vara en dvre begriansning. Eftersom § < ~ sa maste
det finnas ett rationellt tal p sadant att p € v och p ¢ §. Fran definitionen
av v maste det finnas ett snitt « € A sadant att p € . Men detta betyder
att 0 < a eftersom p € o och p ¢ ¢, vilket séger att § ej kan vara en ovre

begrinsning till A. Detta visar att v &r den minsta 6vre begrinsningen till
A. O

Vi har saledes visat foljande sats:

Sats 5.1.14. De reella talen R dr en ordnad kropp som har supremumegen-
skapen.
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Vi har slutligen lyckats konstruera en méingd med de egenskaper som anses va-
ra specifika for de reella talen. Skulle man kunna ténka sig att det gar att kon-
struera nagon annan mingd med samma egenskaper? Finns det saledes ”fler”
uppsédttningar av reella tal? Svaret dr nej. Man kan visa att det védsentligen
bara finns en ordnad kropp med supremumegenskapen.

Det &r nu féormodligen inte alldeles uppenbart att vi genom denna konstruktion
har fatt med alla de tal vi ”saknar”, till exempel v/2.

Exempel 5.1.15. Ar /2 ett reellt tal? Vi stéller oss alltsa fragan: Kan vi
hitta ett reellt tal y sadant att y -y = 27 Lat oss sétta

A={zeR: z?<2}. (5.33)

Eftersom méngden helt klart &r uppat begridnsad och icke-tom, sa existerar
supremeum av méngden enligt Lemma 5.1.13. Lat oss sétta

y = sup A. (5.34)
R
Vi skall nu visa att y2 = 2 genom att visa att de bada olikheterna y? < 2 och

y? > 2 dr omojliga. Antag forst att y? < 2 och 13t oss viilja ett h € R sadant
att 0 < h <1 och

2 — y2
5.35
2y +1 ( )
Da giiller det att
(y+h)? =92 +hQ2y+h)<y?>+h2y+1)
<y2+ y(2y—|—1):y2+2—y2:2.

2y +1

Alltsa ar y + h € A och eftersom y + h > y sa motsiger detta att y 4r en ovre
begrinsning till A. Alltsa dr y? < 2 omojligt.

Antag nu att y? > 2 och 14t oss sitta

R =2 (5.37)
2y
D& y? > 2 sa dr k > 0. Lat oss beriikna (y — k)2:
y> —2
(y—k)? =y" +k =29k > y* — 2yk = y* — 2y % (5.38)

=y’ -y -2)=2

Det foljer att y — k &r en 6vre begrinsning till A, och eftersom y — k < y sa
motséger detta att y dr den minsta 6vre begrinsningen till A. Alltsa &r det
inte mojligt att y2 > 2.

Eftersom varken y? < 2 eller y? > 2, och eftersom ordningsrelationen < upp-
fyller ett av pastaendena r < z, x > z och z = z for alla z,2z € R, sa maste
2
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5.2 Decimaltalsutvecklingar

Att anvinda sig av decimaltal kan i manga fall vara praktiskt. Det ger oss ett
enkelt sitt att jimfora storleken pa olika tal. Vad har decimaltal for relation
till de reella talen, d.v.s. de snitt som vi har konstruerat? Det ska vi reda ut.

Decimaltalen anvénder sig av ett positionssystem byggt pa heltalet 10. Vad vi
egentligen menar med beteckningen ag.aiagas ... &r en summa av rationella
tal

as ao ai a2 as

_ a | G2 ._% W& a2 43
@0-a10208 = a0 + 375F 755 T 7500 T 100 T 10T T 102 T 108

(5.39)

Om endast ett dndligt antal av decimalerna ay, dr nollskilda sa blir resultatet
forstas ett rationellt tal.

Exempel 5.2.1.

0 1 2 ) 100+ 20+ 3 125 ) 1
A2 = -+ — + — = = =—=_. A
0-125 1 + 10 + 100 + 1000 1000 1000 40 8 (5:40)

Lite svarare kan det vara att inse att 0.333--- faktiskt &r det rationella talet
1/3. Héar kan vi dock anvéinda oss av ett litet trick. Satt @ = 0.333---. Da &r
10z = 3.333 - - - vilket ger oss att

10z — 2 =3.333---—0.333--- =3 (5.41)

vilket medfor

1
=-. 5.42
r=s (5.42)
I sjalva verket kan man visa att alla periodiska decimalutvecklingar, d.v.s. dar

samma grupp siffror kommer igen efter varandra, &r rationella tal.

Vart mal ar att visa att vi kan representera alla reella tal med decimaltal. For
att astadkomma detta maste vi definiera decimaltal pa ett lite mer abstrakt
vis.

Definition 5.2.2. Lat ag, a1, a9, ... vara heltal sddana att ag > 0 och 0 <
ap <9 for k=1,2,.... Videfinierar decimaltalet ag.aias--- som
ai ak .
ajay- - = e I L k:0,1,2,...} 5.43
ap-a1a2 S%p {ao + 10 + + T0F or ( )

Notera att méngden i hogerledet ovan &4r en méngd av rationella tal eftersom
varje element dr en #ndlig summa av rationella tal. D4 méngden inte &r tom
och uppat begriansad, till exempel av ag+1, sa existerar supremum av méangden
enligt Lemma 5.1.13. Alltsa &r ag.aias - - - ett reellt tal.
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Exempel 5.2.3.

1 12 125 125
125 = e ot il 44
0-125 Sﬁp{o’ 10’100’1000} 1000 (5.44)

Exempel 5.2.4.

0.333--- =sup
R

(5.45)

3 33 333 3333
71071007 1000 10000" """

Omvént sa &r det enkelt att till ett givet snitt o konstruera tal ag, a1, as,. ..
sadana att ag.aijas--- = a. Namligen, lat o > 0 och lat ag vara det storsta
positiva heltalet sadant att ag < «. Lat sedan a; vara det storsta positiva
heltalet sadant att g+ a1/10 < a. Lat ag, for k =0,1,2, ..., vara det storsta
positiva heltalet sadant att

a ak—1 ay
oy — < a. 5.46
T LTI B T (5.46)
Lemma 5.2.5. Lat ag,ay,as,... vara konstruerade fran snittet o, som ovan.
Da dr ag.ajas -+ = «.

Bevis. Lat oss definiera

a a
er=ag+ 7+t

. 08 (5.47)

for k=0,1,2,..., och
E = {60761,62,...}. (548)

Vi vill visa att a &r den minsta 6vre begrdnsningen till méngden E. Att « &r
en ovre begriansning dr klart fran definitionen av talen ay. Fran konstruktionen
av a foljer det att

1

Oé_ekgm

(5.49)

Tag nu ett godtyckligt 8 € R sadant att § < «. Vi vill visa att § inte &r en
Ovre begrinsning till £. Om vi definierar v = a — 3 sa dr v > 0 eftersom
B < a. Tag nu ett heltal N sadant att 10~ < ~. Fran (5.49) far vi att

1
6N204—10—N>04—'y:ﬂ. (5.50)

Alltsa kan inte § vara en ovre begriansning till E. Detta visar att « ar den
minsta 6vre begransningen, d.v.s. supremum, till F. ]
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Vad vi har visat ar att vi till varje snitt kan konstruera ett decimaltal och for
alla val av aj, sa 4r ag.ajas - - - ett snitt. Det dr klart att konstruktionen ovan
ger oss exakt ett decimaltal for ett givet snitt . Fragan dr om tva decimaltal
ap.a1as - -+ och by.b1bs -+ som ar olika, d.v.s. dir det finns ett k sadant att
ap, # by, kan representera samma snitt? Detta besvaras av foljande exempel.

Exempel 5.2.6. Vi ska visa att 0.999--- = 1. Lat ag = 0 och a; = 9 for alla
k > 1. Vi maste visa att ag.ajas--- =1, d.v.s.
9 99
0,—, —,..., =1. 5.51
Sﬁp{ ' 10° 100" } (5.51)

Vi noterar att om vi definierar e; som i beviset ovan sa ar

1

m (5.52)

1—ex =

Vi kan nu for varje reellt tal a sadant att 0 < @ < 1 hitta ett heltal N sadant

att ey > a. Alltsa maste 1 vara supremum av méngden ovan. Detta visar att
0.999---=1. A

Att det finns flera olika decimaltal som representerar samma snitt dr inte sa
farligt da vi kan visa att fallet med aterkommande nior &r det enda exemplet.
Vi séger att ett decimaltal ag.ajas --- innehaller aterkommande nior om det
finns nagot k£ > 0 sadant att a; = 9 for alla | > k. Med andra ord sa finns det
ett k > 0 sadant att

a0-a1G2 -+ = ag.a1az - - - 4999 - - - . (5.53)
Fran Exempel 5.2.6 drar vi slutsatsen om att aj < 8 sa ar
ag.a1a9 - -+ aE999--- = ag.aias - - - (ak + 1)000 SR (5.54)

Exempel 5.2.7.

0.124999--- = 0.125 (5.55)

1.2999 - = 1.3 (5.56)

A

Lemma 5.2.8. Lat ag.aias--- och by.bibs - - - wvara tva decimaltal som ej in-

nehaller aterkommande nior. Antag att det existerar ett k > 0 sadant att
aj 7& bk. Da ar ap.a1ag - - 7& bo.blbg cet

Bevis. Vi infor som tidigare beteckningarna

— T

er=ao+ 15+ + % (5.57)
- b b

Je=bot 5T T 1or (5.58)
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Lat vidare ko vara det minsta heltalet sadant att ajp, # by,. Vi kan ocksa
anta att by, > ay,. Eftersom vi har antagit att ag.ajaz--- ej har nagra
aterkommande nior sa finns det ett heltal m > kg sddant att a,, # 9. Alltsa
ar e < fr, — 1/10™ for alla | > ko vilket betyder att

1

o (5.59)

ap.ajag - - - < fko —
Men da maste ag.aiaz - -+ # bo.biby - - - eftersom bg.biby - -+ = fi,. O

Detta visar att det enda fall d& tva decimaltal med olika siffror representerar
samma reella tal uppkommer genom aterkommande nior.

Ovning 5.1. Lat o och 3 vara tva snitt. Visa att o+ (3 &r ett snitt.
Ovning 5.2. Lat a > 0 och # > 0 vara tva snitt. Visa att « - 3 &r ett snitt.

Ovning 5.3. Lat A vara en delmingd av R sadan att A # () och A &r uppat
begransad. Definiera v som

v = U ! (5.60)

acA
Visa att v ar ett snitt.
Ovning 5.4. Sitt
a={qeQ:¢>00ch¢®*<2}U{geQ: ¢<0}. (5.61)

Visa att « &r ett snitt. Ledning: For att visa egenskap (R3) tag r =p+ (2 —
p*)/(p+1).
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6 Algebraiska och transcendenta tal

6.1 Kardinaliteten av R

Sats 6.1.1. Mdngden R av alla reella tal dr overuppriknelig.

Bevis. Fran foregaende avsnitt vet vi att vi kan fran alla reella tal x konstruera
ett decimaltal sadant att

T = ag.a1a2a;3 . . .. (6.1)
Vi vet ocksa fran konstruktionen att ag.ajas--- inte kommer att innehalla

nagra aterkommande nior.

Vi ska nu konstruera ett motségelsebevis; d.v.s. vi antar att méngden R &r
uppriaknelig och visar att det leder till en motségelse. Detta visar da att R &r
overuppraknelig.

Antag att mingden R dr uppriknelig. Da kan vi rékna upp alla tal i R pa
foljande sétt

R = {z@ 20 22 () 1 (6.2)
dér
20 = ago.ap1a02a03 - - .
2V = ay9.a11a12a15 - . .
7@ = a9.az1a92a93 . . . (6.3)
23 = a39.a31a32a33 . . .

Nu vill vi definiera ett nytt reellt tal y och visa att det inte finns med i listan
ovan. Vi sétter

Y = €0.C1C2C3 . . . (6.4)

dér vi definierar c; som

1 omag, =0
ck = (6.5)
0 om ak €{1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Genom att definiera ¢ pa detta sitt sa har vi sett till att ¢, # agp for alla
k. Detta betyder att det inte finns nagot tal i listan (6.3) som &r lika med
y, eftersom y med sikerhet skiljer sig fran z(®) i den k:te decimalen, och vi
vet att decimaltal med olika siffror och utan aterkommande nior representerar
olika reella tal. Att y inte innehaller nagra aterkommande nior &r klart.

Vi har fran antagandet att alla tal i R kan ridknas upp konstruerat ett reellt
tal som ej finns med i upprikningen. Detta motséiger att R &r uppriknelig och
saledes maste R vara 6veruppriknelig. O
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6.2 Algebraiska tal

Definition 6.2.1. Ett polynom p(x) i variabeln = dr en summa pa formen

n
p(x) = Z arz® = apz™ + aps" L+ -+ a1z + ag (6.6)
k=0
for nagot heltal n > 0 och ap € R. Vi kallar talen ay, for koefficienter i poly-
nomet. Om alla koefficienter i ett polynom &r heltal sa séger vi att polynomet
ar ett heltalspolynom. Vidare &r polynomet nollskilt om aj, # 0 for minst ett

varde pa k. Vi definierar graden av ett nollskilt polynom som det storsta heltal
m sadant att a,, # 0.

Definition 6.2.2. Ett reellt tal y ar algebraiskt om det existerar ett nollskilt
heltalspolynom p(z) sadant att

P(Y) = any” + any™ "+ + a1y +ag = 0. (6.7)
Vi betecknar méngden av algebraiska tal med A.

Exempel 6.2.3. Alla rationella tal dr algebraiska. Tag ett rationellt tal y =

a/b; da uppfyller y en ekvation av typen (6.7) dir n = 1, a1 = b och ag = —a.
Alltsa

aly—l—ao:b%—a:a—a:(). (6.8)

A

Exempel 6.2.4. Talet /2 #r algebraiskt. Tag n = 2, as = 1,a; = 0 och
ag = —2. Detta ger

a2y2+a1y+a0:(\/5)2—2:2—2:0. (6.9)
A

Anméirkning 6.2.5. For ett algebraiskt tal y kan det finnas mer &n ett poly-
nom sadant att p(y) = 0. Tag till exempel p(z) = 22 —2 och g(x) = 2* — 4. Da
kan du latt kontrollera att p(\/§) = q(\/i) = 0. Ordalydelsen ”det existerar”
i definition (6.2.2) betyder att det finns minst ett sadant polynom.

Sats 6.2.6. De algebraiska talen dr upprikneliga.

Bevis. Vi antar att vi kdnner till en grundldggande sats fran algebran: Ett
polynom har endast ett dndligt antal rotter. Kan vi nu visa att méngden av
alla heltalspolynom &r uppréknelig, sa vet vi att méngden av algebraiska tal &r
uppriknelig ty varje algebraiskt tal maste vara en rot till ett heltalspolynom
och en uppriiknelig union av éndliga méngder &r igen uppriknelig (se Sats
3.3.5). Det &ér dock ganska ldtt att inse att médngden av alla heltalspolynom &r
uppriknelig. Definiera rangen N av ett heltalspolynom som

N =n+|ag| + |a1| + -+ |an]- (6.10)
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Vi inser nu att for ett givet N sa finns det bara ett dndligt antal sétt, sig

kn, att vilja ag,...,a, € Z pa, sa att polynomets rang ar N. Vi kan skriva
polynomen som motsvarar dessa val som
Eni,Eng, .. ENjy- (6.11)

P& detta sitt kan vi numrera alla heltalspolynom med heltalen i ordningen
El,la--'7E1,k1aE2,la---7E2,k27'-- (612)

Alltsé dr méngden av alla heltalspolynom uppriknelig, och satsen foljer enligt
resonemanget ovan. O

6.3 Transcendenta tal

Definition 6.3.1. Ett reellt tal x kallas transcendent om det inte &r algebra-
iskt. Vi betecknar méngden av de transcendenta talen med T.

Den forsta fragan vi stéller oss &dr naturligtvis: Finns det nagra transcendenta
tal? Svaret dr en enkel f6ljd av satserna ovan.

Sats 6.3.2. Det existerar ett dverupprikneligt antal transcendenta tal.

Bevis. Eftersom R &r overuppriknelig och A dr uppriknelig s maste det
existera ett Overupprikneligt antal transcendenta tal, eftersom om T vore
uppriknelig sa skulle R = A U T vara uppriknelig enligt Sats 3.3.5. [

Anmirkning 6.3.3. Notera att detta betyder att de allra flesta reella tal &r
transcendenta.

Nér vi har faststéllt att det finns manga transcendenta tal, kan vi hitta nagra
exempel? Tva exempel som du sékert kidnner igen &r talen m och e och vi ska i
nésta avsnitt visa att e verkligen &r transcendent. I sjilva verket &ar det ganska
svart att hitta exempel pa transcendenta tal, vilket kdnns tdmligen olustigt
da de flesta reella tal dr transcendenta.

6.4 Definition av e*

Faktulteten n! av ett heltal n > 0 ar definierad som
nl=nn-1)(n-2)---3-2-1
0l =1.

Exempel 6.4.1. Vi berdknar 5! =5-4-3-2-1=120. A

(6.13)

Fakulteten dr anvéndbar i manga sammanhang; det visar sig till exempel att
vi kan rédkna ut potenser av summan av tva tal som

ro__ . r! r—kpk
=0
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Exempel 6.4.2. Vi utvecklar (z + h)? enligt formeln ovan

31 31 31 3!
h 3h0 th 1h2 el 0h3
(e +1)° = 0!3' 112 ™ T gir” (6.15)

= 2% + 32%h + 3xh? + h3.

Da vi i nésta avsnitt vill visa att e dr transcendent sa maste vi borja med att
definiera exponentialfunktionen. Som definition pa e® tar vi foljande

> gk 1 T x? 23
'1:— —_— —_— —_—
QZOn!o'Jr1'+2'+3'+ (6.16)
n—=

Genom att ta med ett dndligt antal av dessa termer, lat oss sdga 100, kan vi

fa ett nirmevirde for e = el

11 1
ezz = L L gt gy~ 2718281828, (6.17)

For att visa att e dr transcendent dr vi hjélpta av att infora en méngd nya
beteckningar. Pa detta sétt kan vi ldttare strukturera beviset och dela upp
det i ett par mindre delar.
Lat ¢(h) vara ett polynom

n

¢(h) = Zcrhr =co+cth+ch®>+ -+ h™. (6.18)
r=0

Vi definierar en avbildning 7, som ”f{6érskjuter” polynomets variabel med det
reella talet x

n

(Tug) () = ¢(x +h) = cr(z+h)". (6.19)

r=0

Vi ser alltsa pa detta som ett polynom i h (dér x ingar i koefficienterna) och
kan skriva det som

- zn: d,(z)h" (6.20)
r=0

dér vi forstas kan beridkna d,(z) fran c,.

Exempel 6.4.3. Lat ¢(h) = h% — 3, vilket ger co = 1,¢; = 0,c9 = —3. Vi far
da (Ty¢)(h) = (z + h)? — 3 = h? + 2zh + 2% — 3, vilket ger da(z) =1,
di(x) = 2z, dy(z) = 2?2 — 3. A

Vidare definierar vi avbildningen H, som tar ett polynom och skapar det reella
talet

H(¢) =) e, (6.21)
r=0

d.v.s. vi ersétter A" i polynomet med fakulteten pa exponenten r.
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Exempel 6.4.4. Lat ¢(h) vara som i Exempel 6.4.3. Detta ger oss att H(¢) =
2l + el +¢0l=1-2+0-1-3-1=—1. A
Vi kan ocksé avbilda (T,¢)(h) med H

n

H(Tp¢) =Y _ dp(z)r! (6.22)

r=0
Notera att detta &r ett polynom i variabeln x.
Exempel 6.4.5. Lat ¢(h) vara som i Exempel 6.4.3. Da far vi H(Ty¢) =
do(2)2! + dq ()1 + do(z)0! = 2! + 22 - 1! + (22 — 3) - 0l = 2% + 22 — 1 A

Vi infor slutligen ytterligare tva beteckningar, u,(z) och &,(x), genom

= rlgk
up () = ; el (6.23)
er(z) = e Pl (2) (6.24)

forr=0,1,2,....

Ovning 6.1. En avbildning L sigs vara linjir om L(ag+by) = aL(¢)+bL(1)),
dér a,b € R. Denna egenskap leder direkt till att vi har likheten

Z C’I‘¢7‘] = Z CTL(¢T)- (625)
r=0 r=0

Visa att avbildningen H &r linjér.

L

Ovning 6.2. Visa att avbildningen T}, &r linjir.

Ovning 6.3. Visa att

(z + h)?

4 A1

- d—kpk
YRRk, 6.26
2RI — k)" (6.26)

Ovning 6.4. For ett polynom av grad n definierar vi rangen N som
N =n+|ao| + |ai| + -+ + |an]- (6.27)

Hur méanga polynom av grad 2 och rang 4 finns det?
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7 Talet e ar transcendent

7.1 Nagra forberedande lemman

Vi har tidigare definierat ett antal begrepp och symboler som kommer att
hjdlpa oss i vart bevis. Vi ska nu visa ett par lemman som ror dessa objekt.

Lemma 7.1.1. For alla heltal r > 0 dr |e,q(x)| < 1.

Bevis. Lat oss jamfora definitionerna av e® och u,(x)

2

x
F=14at ot (7.1)
2

T N x
r+1 (r+1)(r+2

up(x) = ] +-- (7.2)

Lat oss anta att © > 0, vilket betyder att varje term &r positiv i bada summorna
ovan. Eftersom ndmnaren tillhérande z* i u, (x) alltid &r stérre in motsvarande
ndmnare 1 e”, sa kommer u,(x) < e*. Dock kan vi inte dra denna slutsats
for negativa x eftersom vi da mojligtvis subtraherar mindre tal i w,(x) dn
i e®. Vi kan dérfor i allminhet bara siga att u,(]z|) < el*l. Men eftersom
lup ()] < up(|z]) s& betyder det att |u,(z)| < el®l. Detta ger oss

ler(2)] = e lup(2)] = e u(2)] < el = 1. (7.3)
U

Lemma 7.1.2. Lat ¢(x) = co+ c1x + - - + cpx™ och lat (x) vara

() = een(z)a” (7.4)

r=0
med e,(x) som i (6.24). Da foljer det att
e"H(¢) = H(Typ) + ¢(x)ell. (7.5)

Bevis. Definiera polynomen p,(h) = A" for r = 1,2, ..., vilket ger direkt att
H(p,) = rl. Vi rdknar ut foljande uttryck

r

_ " T! r—k _ 'I"! r—k
H(Txpr)—me k!—me
k=0

k=0
2 r 0 k
T T T
:r![1+x+—+---—|——}:r![e‘”— E —]
| | |
2! r! Mt k! (7.6)
& r+k & 1,k
x rlz
:r!eI—T!E 7:7“!6:”—33”5 —_—
= (r+k)! = (r+k)

=rle® —u,(z)z" = H(p,)e* — up(x)z"
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vilket visar att
e"H(py) = H(Tepy) + up(2)z’. (7.7)

Nu vill vi rdkna ut H(¢) och noterar att eftersom ¢(z) kan skrivas som

n

¢(z) =Y crpp(x) (7.8)

r=0

sa, blir
H(¢) =H [Z chT] = Z CTH(pr) (7.9)
r=0 r=0

(se 6vning 6.1). Men vi har tidigare réknat ut e*H(p,), vilket ger oss

n

e"H(¢) = Z cre®H(py) =) ¢ [H(Txpr) + uT(x):Ur}
r=0 0

N " (7.10)
= Z CTH(TCEpT) + Crur(x)xT
r=0 r=0
Fran ekvation (6.24) vet vi att u,(x) = el*le,(z) vilket ger oss
exH((b) =H|T, ( Z CT‘pT) + Z cremgr(x)xr
r=0 r=0 (711)
= H(T,0) + el (x)
vilket skulle visas. O
Lemma 7.1.3. Lat b(x) vara ett heltalspolynom och m > 1. Definiera
@) = b @=—"b@)  (12)
VT e T = = '
Da dr H(f) och H(g) heltal och
H(f)=0(0) (mod m) H(g)=0 (mod m) (7.13)

Anméirkning 7.1.4. Se Exempel 1.3.7 om du inte kommer ihag hur modu-
lordkning definierades. Har har vi dessutom utdkat definitionsomradet fran de
positiva heltalen till Z. Notera vidare att @ = 0 (mod m) betyder att a &r
delbart med m.

Bewis. Vi antar alltsa att b(z) dr ett heltalspolynom, d.v.s. vi kan skriva det
som

b(x) =) ara” (7.14)
r=0
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dar ag,ai,...,a, € Z. Detta ger oss f(x) som

m—1

f(z) = Ll)!b(x) =3 ﬁwm—l (7.15)

(m o r=0

och vi kan beriikna H(f)

n

ZGT r—l—m—l) :ag—l-Za,{(?%—m—1)(r+m—2)---m

r=1

(7.16)

Vi noterar att alla termer i summan da r > 1 kommer att vara delbara med
m, vilket i termer av modulorelationen betyder att de dr kongruenta med 0
modulo m. Den enda term som kan vara kongruent med med nagonting annat
ar den som motsvarar r = 0 1 summan. Alltsa

H(f)=ao=0b(0) (mod m) (7.17)

Pa samma sétt far vi for g(z) att

Hig) = Y ar (7.18)

Hér inser vi att detta uttryck &dr delbart med m for alla r > 0, vilket betyder
att hela summan &r delbar med m. Alltsa &r H(g) =0 (mod m). O

7.2 Bevis for att e dr transcendent

Nu nérmar vi oss ett bevis for att e dr transcendent. De lemman som vi
visat ovan uppkommer da man forsoker sig pa ett bevis och inser att dessa
ar nyckelingredienserna. Genom att 16sgora dem fran huvudbeviset sa uppnar
vi en klarare och férhoppningsvis mer pedagogisk framstéllning. Beviset vi
kommer att presentera kommer fran ” The Theory of Numbers” av Hardy och
Wright.

Innan vi ger oss in i detaljerna, lat oss forst diskutera strukturen av det kom-
mande beviset. Eftersom definitionen av ett transcendent tal (och den enda
karakteriseringen vi kénner till i detta kompendium) &r att det inte ar alge-
braiskt, s& maste vi konstruera ett bevis dir vi antar att e dr algebraiskt och
visar att det leder till nagot som &r orimligt, d.v.s. ett motségelsebevis. Idén
ar alltsa att vi antar att det finns ett heltalspolynom ¢(z) sadant att

q(e) = Zcre’r = 0. (7.19)

Vi ska sedan visa att g(e) dr proportionellt mot en summa av tva termer, Sp
och S, och istéllet for ekvationen ovan kan vi da studera S;+.52 = 0. Slutligen
visar vi, genom att ingaende studera dessa tva termer, att detta aldrig kan
vara uppfyllt, och vi har fatt var motségelse.
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Sats 7.2.1. Talet e dr transcendent.

Bevis. Lat oss anta att e dr algebraiskt, d.v.s. att det existerar ett nollskilt
heltalspolynom ¢(z) sadant att

qle) = Z cre” =0. (7.20)
r=0

Vi kan alltid anta att co # 0 (annars kan vi dividera hela polynomet med e*,
dér k ar det minsta tal for vilket ¢ # 0, vilket ger oss ett nytt polynom dér
do = ¢ # 0). Lat p beteckna ett primtal som &r stérre &n bade n och |cp|. Lat
oss nu definiera

o(x) = .[(g;— 1)(x—2).-.(g;—n)]p. (7.21)

Vi passar pa att berdkna H(¢) modulo p, eftersom vi kommer att behéva det
lite senare. Anvéander vi nu Lemma 7.1.3 med m = p och

b(x) = {(m —)(x—=2)(z— n)]p (7.22)
sa foljer det att
H(¢) =b(0) = ((-1)(=2) -+~ (—n))" = (=1)"(n!)” (mod p).  (7.23)

Vi har att
H(@)ale) = 3 cre” H() = 0 (7.24)
r=0

eftersom ¢(e) = 0 enligt antagandet om att e dr algebraiskt. Den uppmérksamme
lasaren kidnner nog igen faktorn e” H(¢) och inser kanske att vi dr ute efter att
tillimpa Lemma 7.1.2 som séger att e"H(¢) = H(T»¢) + Y(r)el"l vilket ger
088

H(p)ale) =Y ¢ (H(TT¢) + w(r)e\’”l) (7.25)
r=0
=> H(T¢) + > crtp(r)el” (7.26)
r=0 r=0

Lat oss nu definiera S7 och Sy som

S1=> cH(T:¢) (7.27)
r=0

n

So=> crp(r)el. (7.28)

r=0
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Alltsa maste
S1+ S =0. (7.29)

Det vi nu skall visa dr att |S1| > 1 och [S2| < 1/2 vilket betyder att sum-
man av S; och Sy aldrig kan vara 0. Lyckas vi med detta sa har vi alltsa
fatt en motsédgelse till antagandet att e ar algebraiskt. Saledes maste e vara
transcendent.

Vi borjar med att visa att |S1| > 1. Per definition &r

n

S1 =Y cH(T:¢). (7.30)

r=0

Forsta steget dr att visa att H(Trqﬁ) =0 (modp)dal<r<n.

x4 )Pt p
aP(x 4+ r)P~1 »
=((pfl))![(az+r—1)---(x+1)(x—1)-..(x+r_n)}

Betraktar vi detta som ett polynom i z sa kommer vi alltid kunna bryta ut
en faktor zP da 1 < r < n. Alltsa
xp

(T:0)(z) = m”(gﬁ) (7.31)

dir v(z) &r ett heltalspolynom (som vi forstas kan beridkna fran det langa
uttrycket ovan). Fran Lemma 7.1.3 vet vi foljdakteligen att

H(T,¢) =0 (modp) dal<r<n. (7.32)

Den enda term i summan (7.30) som majligtvis inte dr kongruent med 0 modulo
p dr den som motsvarar 7 = 0. Detta ger oss att

S1=> ¢H(T¢) = coH (Top) = coH(¢) (mod p). (7.33)
r=0

Fran (7.23) far vi da att
S1 = co(=1)P"(n!)”  (mod p). (7.34)

Vi paminner om oss att vi valde p sadant att p &r storre dn bade |co| och n
och déarfér kan varken cg eller n! vara delbara med p och eftersom p &r ett
primtal betyder det att S; # 0 (mod p). Da S; &r ett heltal (eftersom co &r
en koefficient i ett heltalspolynom) har vi saledes visat att |S1| > 1.

Lat oss visa att |Sa| < 1/2. Minns att

n

Sy = Zcr@b(r)em. (7.35)

r=0
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Fran Lemma 7.1.2 paminner vi oss om att

= stgs(r)rs (7.36)
s=0

dar ds &r koefficienterna i polynomet ¢(r)

—1 m

é(r) = . (=) =2) (- n)}p =3 da. (7.37)

s=0

Eftersom |e5(r)| < 1 (enligt Lemma 7.1.1) far vi att (kom ihag att r > 0)

<D Ndslles(r)r® < Y Jdslr. (7.38)
s=0 s=0

Nu vill vi pa nagot sédtt kunna uppskatta denna summa. Vi studerar dérfor
foljande polynom, som #r snarlikt ¢(r)

rp—1 PN,
x(r) = =1 [('r +1)(r+2)---(r+ n)] = g fsr°. (7.39)

Om man ténker efter sa inser man att om vi multiplicerar ut polynomen ¢(r)
och x(r) s& kommer vi fa precis samma koefficienter framfor % s& nir som pa
tecknet. Alltsa (mérk att alla koefficienter i x(r) kommer att vara positiva)

0< fi = %ds k=1,....,m (7.40)

vilket ger att |dg| = fx. Detta visar att

p—1

A< S ldilrt =Y fort = (pr_ il Do+ ) " (141
s=0 s=0 :

Vi har inte diskuterat gransvérden i detta kompendium, men det &r ganska
enkelt att atminstone intuitivt forsikra sig om att vi tar ett (litet) tal ¢ sa kan
vi, oberoende av r och n, hitta ett p sadant att |¢)(r)| < ¢ . Detta beror pa
att p! vixer mycket fortare in r? da p blir tillriickligt stort (se Ovning 7.1).
Av samma anledning kan vi, for ett givet ¢ > 0, hitta ett (férmodligen mycket
storre) p sadant att

1Sa] < lerllip(r)]el < c (7.42)
r=0

Speciellt kan vi vélja ¢ = 1/2, vilket ger oss att [S2| < 1/2. Om vi nu paminnner
oss om att |S1| > 1 sa kan aldrig ekvationen

H(¢)q(e) =S1+S2=0 (7.43)

vara uppfylld. Detta motsidger antagandet om att e ar algebraiskt. Alltsa ar e
transcendent. O
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Ovning 7.1. Studera polynomet

:L‘p

f(f'?)—ﬁ'

Lét forst 2 = 10. Hur stort p maste du vilja for att f(10) < 1075? Vad ir
svaret da x = 100 och = = 10007

Denna 6vning ar till for att utveckla en kinsla for hur snabbt p! vixer med p
i forhallande till P. Man kan intuitivt tycka att om z &r stort sa ar P mycket
storre dn p!. Det visar sig dock att det for alla x finns ett p sddant att p! &r
mycket storre &n aP. I denna 6vning ser vi tre exempel pa detta, dar vi gor p!
cirka en miljon ganger storre an aP.
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8 Losningar till udda 6vningsuppgifter

Ovning 1.1.
1. BUC = A.
2. BNC =0.

3. DNC = {4,36}.

4. {zxeD:zeB}=DNB=1{1,19,101}.

5. {r€ A : xz=y+1 for nagot y € D} = {2,5,20,37,102}.
6. {x+1:z€D}={252037,102}.

Ovning 1.3. Tag z € [z]. Eftersom xRy sa har vi #iven y € [2] och dérmed
visar foregaende uppgift att yRz, vilket betyder att z € [y]. Eftersom z var
godtycklig sa visar detta att [z] C [y].

Omvént, tag z € [y|. Da giller yRz. Vi vet ocksa att xRy och didrmed visar
transitiviteten hos R att xRz vilket betyder att z € [x]. Nu f6ljer [y] C [z].

Vi har alltsa visat att [z] C [y] och att [y] C [z]. Det betyder att [z] = [y].

Ovning 2.1. Tag b € Z med b # 0. Da giller 0-b = 1 -0 vilket betyder att
(0,1)R(0,b), det vill sdiga 0 = 0/1 = [(0,1)] = [(0,b)] = 0/b.

Ovning 3.1. Vi vet att ad = be. Antag att 0 < a/b. Detta betyder att ab > 0
och eftersom d? > 0 s& foljer ad - bd = ab - d*> > 0. Men om vi antar att cd < 0
s& foljer ad - bd = be - bd = b? - cd < 0 eftersom b? > 0. Denna motségelse visar
att det inte kan vara sa att cd < 0. Alltsa géller e¢d > 0, det vill sdga 0 < ¢/d.

Omvént, antag att 0 < ¢/d. Upprepa samma argument som ovan, men dir a
och ¢ respektive b och d bytt plats, och fa att 0 < a/b.

Ovning 3.3. Lat o4, = {B C Z : B innehaller n element} for n = 0,1,2,...
och notera att
o =y Ul U . (8.1)

Om vi nu kan visa att o, dr uppriknelig for varje n sa visar Sats 3.3.5 att o7
ar uppréknelig.

Detta visar vi med induktion. Eftersom oy = {0} sa &r o uppriiknelig.
Antag nu att 7, ar uppriknelig for nagot n € N. Da kan vi skriva 7, =
{Ag, A1, Ag,...}. Lat

B, ={A; U{k} : 7=0,1,2,...} (8.2)
for k=10,1,2,... och

B =%PByUFB1UByU--- . (8.3)
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Alltsé bestar Ay, av alla méngder i 27,, men med elementet k tillagt. Saledes
innehaller méngderna i %, n eller n + 1 element, beroende pa om elementet
k fanns med fran borjan eller inte. Sats 3.3.5 visar att % ar uppriiknelig och
eftersom vi har att o, 1 C % sa dr dven o, 1 uppriknelig.

Vi har alltsa visat:
1. Méngden % ar uppréiknelig.

2. For varje n € N, om vi antar att .7, dr uppriaknelig sa foljer det att
11 ar uppraknelig.

Eftersom 7 &r uppriknelig sa visar punkt 2 att dven .7 dr uppriknelig.
Anviand nu punkt 2 igen och fa att % &r uppriknelig. Fortsdtter man pa
detta sitt visar det sig att o, dr uppriknelig for alla n.

Ovning 4.1. Relationen < for rationella tal definierades genom

% >0 om ab>0, (8.4)
och for p,q € Q sa ar
p>q om p—q>0. (8.5)

Tag nu tva rationella tal pa formen p = a/b och ¢ = ¢/d. Att p > ¢ betyder
da att
ad — be

C
G= >0, (8.6)

_a
P—q= b

Enligt (18) géller detta om
bd(ad — be) > 0. (8.7)

For att visa att < &r en ordning sa maste vi kontrollera att < uppfyller kraven
i Definition 4.1.1. For alla z,y, z € Q skall foljande gélla:

1. Endast en av foljande géller: z < y, y < x eller z = y.

2. Omxz <yochy<zsairz<z.

Séatt

a c e
_ = _ h = —. .
o Y=7 oc z 7 (8.8)

Vi skriver ut vad de tre olika fallen i férsta punkten betyder

r<y: bd(bc — ad) >0 (8.9)
y<a: bd(ad — bc) > 0 (8.10)
rT=y: bd(bc — ad) = 0. (8.11)
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Eftersom b, d # 0 inser vi att endast en av relationerna kan vara uppfylld for
vart och ett av de tre valen bc — ad > 0,ad — bc > 0 och bc — ad = 0.

For att visa den andra egenskapen for ordningar sa antar vi att z < y och
y < z, vilket betyder att y —x > 0 och z —y > 0. Vad vi vill visa &r att detta
leder till att x < z, d.v.s. z — x > 0. Satt

p=y—x och g=z-y. (8.12)

Vi noterar att p+ g = z — x. Detta gor att vi kan formulera problemet som
att givet p,q > 0 sa ska vi visa att p+ ¢ > 0. Tag nu p = s/t och ¢ = u/v och
antag att p,q > 0, d.v.s. st > 0 och wv > 0. Vi berdknar

sv +tu
= . 8.13
p+q - (8.13)
Nu vill vi visa att p+ ¢ > 0, d.v.s. att
to(sv + tu) = stv® + uvt? > 0. (8.14)

Men detta stimmer eftersom st > 0,uv > 0,v2 > 0 och 2 > 0. Alltsa har vi
visat att p+ ¢ > 0, vilket, enligt resonemanget ovan, visar att z < z om = < y
och y < z. Alltsa dr < en ordning.

Ovning 4.3. Eftersom 1/n > 0 for alla n > 1 sa #r helt klart 0 en undre
begransning till . Lat oss visa att det inte finns ndgon undre begrinsning
som &r storre dn 0, alltsa maste 0 vara den storsta undre begridnsningen till
E. Tag z > 0 och lat ng vara ett heltal sadant att ng > 1/z. Da &ar 1/ng < z
och vi far att
1

€ny = - < z. (8.15)

Eftersom e,, € E sa dr z €j en undre begransning till E.

Ovning 5.1. Vi paminner oss om definitionen

a+0B={p+q:peaqep} (8.16)
Vi visar att (R1)-(R3) i Definition 4.3.1 &r uppfyllda.

(R1) Eftersom bade « och 3 &r snitt sa &r de uppat begridnsade, d.v.s. det
finns ett ¢ € Q sadant att p < ¢ for alla p € « eller p € B. Men da vet vi
att 2q ¢ a+ [ vilket betyder att a+ 3 # Q. Mandgen a+ [ r inte heller
den tomma méngden eftersom varken « eller § &r den tomma méngden.

(R2) Tag ett a € o+ [ och ett b € Q sadant att b < a. Vi vill nu konstruera
p € a och g € B sadana att b = p+ ¢q. Vi vet att det finns tva rationella
tal s € a och t € § sadana att a = s + t. Definiera de tva talen

-b -b
p:s—a2 och q:t—a2 . (8.17)
Eftersom p < s och ¢ <t sa &r p € o och ¢ € B ty « och 8 &r snitt. Da
p+qg=s+t—(a—b)=a—a+b=0>b (8.18)

sa har vi visat att b € a + (.
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(R3) Tag ett a € a+ (3. Vi vill visa att det existerar ett r € a + 3 sadant att
r > a. Vi vet att vi kan skriva a = s 4+t dédr s € a och t € 3. Eftersom
« dr ett snitt sa finns det ett w € o sadant att u > s. Sétter vir = u+t
sa har vi visat att r € o+ 3 och r > a.

Ovning 5.3. Vi verifierar egenskaperna (R1)-(R3) i Definition 4.3.1.

(R1) Mingden v # ) eftersom A enligt antagande innehaller minst ett snitt.
Eftersom A &r uppat begriansad s finns det ett snitt G sadant att a <
for alla @ € A. Lat ¢ vara 6vre begrinsning till 5. Da ar q ¢ -, vilket
betyder att v # Q.

(R2) Tag g € v. Da finns det ett o € A sadant att ¢ € a. Om p < ¢ sa ér
p € a vilket ocksa betyder att p € ~.

(R3) Tag q € . Da finns det ett a € A sadant att ¢ € . Da vet vi att det
existerar ett r € a sadant att r > ¢ vilket ocksa betyder att r € .

Ovning 6.1. Lat ¢ och ¢ vara tva polynom

n l
¢(h) => ch”  och  Y(h) =) d.h". (8.19)
r=0 r=0

Lat m vara det storsta talet av n och [, 1at oss sdga n. Vi utvidgar summan i
P (h) till m genom att sétta d, = 0 da r > [. Vi skriver da

¢(h)=> ch”  och  Y(h) =) d.h". (8.20)
r=0 r=0
Summan av de tva polynomen kan vi skriva som
ag(h) + bp(h) = > (ac, + bd,)h". (8.21)
r=0

Nu kan vi tillimpa avbildningen H

H [a¢ -+ bw} = i(acr +bd)rl =a i c,rl + bi d,r!

r=0 r=0 r=0
n l
8.22
:CLZCTTH_Zd”T! ( )
r=0 r=0
=aH(¢) +bH(¢).
Alltsa &r H en linjéar avbildning.
Ovning 6.3. Vi berdknar (z + h)*
z+h)?=(x+h)(z+h)(z+h)(z+h
(@+ W) = @+ B)(o + h)(a + B)(a + ) 523)

= 2% + 423h + 622h% + 4xh3 + h*.
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Vi berdknar summan i hogerledet

4! ackyk A a0 A 5 A 5
2wt o g g
+ gTIYJT]l + ZTﬁfx h
= 2% + 423h + 622h® + 4zh> + B
Detta visar att
4 Al

=Y —— ARk, 8.25
(+h) kz_ok:!(4—k)!x (8:25)

Ovning 7.1. Lat oss forst ta = = 10. Da vill vi hitta ett p sadant att 107 /p! <
1075, Genom att till exempel anvinda miniriknaren kan man testa sig fram
till att

1037
<o ~ 073 1076, (8.26)
Pa samma satt finner vi att
100282
o 075 1076, (8.27)

Att forsoka hitta p da x = 1000 gar kanske 6ver gransen fér vad en miniréiknare
klarar av, men anvinder man sig av ett matematikprogram till datorn sa finner
man att

10002728
- ~045-1079, 2
2728! 0.45-10 (8.28)
Vi sammanstaller resultaten:
z=10: p =37
z =100 : p =282 (8.29)
x = 1000 : p = 2728.
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