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Nagra ord pa vigen

Detta kompendium &r skrivet for att anvindas som litteratur till KTHS MA-
TEMATISKA CIRKEL under lidsaret 2007-2008 och bestar av sju avsnitt. Kom-
pendiet &r inte tdnkt att lisas enbart pa egen hand, utan ska ses som ett
skriftligt komplement till undervisningen pa de sju triffarna.

Som den mesta matematik pa hogre niva dr kompendiet kompakt skrivet.
Detta innebér att man i allménhet inte kan l&sa det som en vanlig bok. Istéllet
bor man prova nya satser och definitioner genom att pa egen hand exemplifiera.
Dérmed uppnar man oftast en mycket béttre forstaelse av vad dessa satser och
deras bevis gar ut pa.

Ovningsuppgifterna ér fordelade i tva kategorier. De med udda nummer har
facit, och syftet med dessa &r att eleverna ska kunna rdkna dem och pa egen
hand kontrollera att de forstatt materialet. De med jdmna nummer saknar
facit och kan anvindas som examination. Det rekommenderas dock att man
forsoker 16sa dven dessa uppgifter &ven om man inte examineras pa dem. Om
man kor fast kan man alltid fraga en kompis, en ldrare pa sin skola eller nagon
av 0ss.

Vi bor ocksa ndmna att fa av uppgifterna dr helt enkla. Kika déarfor inte i
facit efter nagra fa minuter (om du inte 16st uppgiften), utan prata férst med
kompisar eller forsok litet till. Alla uppgifter ska ga att losa med hjilp av
informationen i detta kompendium.

KTHs Matematiska Cirkel finansieras av Marianne och Marcus Wallenbergs
Stiftelse. Vi tackar Dan Laksov och Roy Skjelnes, bada fran Institutionen for
Matematik vid KTH, for deras givande kommentarer om denna skrift.



Nagra ord om Cirkeln

KTHs Matematiska Cirkel, i dagligt tal bendamnd Cirkeln, startade 1999.
Dess ambition &r att sprida kunskap om matematiken och dess anvéndnings-
omraden utover vad eleverna far genom gymnasiekurser, och att etablera
ett ndrmare samarbete mellan gymnasieskolan och hogskolan. Cirkeln skall
sarskilt stimulera elevernas matematikintresse och inspirera dem till fortsat-
ta naturvetenskapliga studier. Lararna pa cirkeln kan vid behov ge eleverna
forslag pa d&mnen till projektarbeten vid gymnasiet.

Till varje kurs skrivs ett kompendium som distribueras gratis till eleverna.
Detta material, liksom 6vriga uppgifter om KTHs Matematiska Cirkel, finns
tillgdngligt pa

http://www.math.kth.se/cirkel

Sedan 2001 godkénns Cirkeln av Stockholms Stad som en 50-poéngskurs eller
som matematisk breddning. Det &r upp till varje skola att godkénna Cirkeln
som en kurs och det dr ldrarna fran varje skola som sitter betyg pa kur-
sen. Lirarna &r sjilvklart ocksa vilkomna till Cirkeln och ménga har kommit
overens med sin egen skola om att fa Cirkeln godkénd som fortbildning eller
som undervisning. Vi vill gérna understryka att foreldsningarna &r 6ppna for
alla gymnasieelever och lérare.

Vi har avsiktligt valt materialet for att ge eleverna en inblick i matematisk
teori och tankesétt och presenterar darfor bade nagra huvudsatser inom varje
omrade och bevisen for dessa resultat. Vi har ocksa som malséittning att bevi-
sa alla satser som anvinds om de inte kan forutséittas bekanta av elever fran
gymnasiet. Detta, och att flera &mnen &r pa universitetsniva, gor att lararna
och eleverna kan uppleva programmet som tungt, och alltfor langt 6ver gym-
nasienivan. Meningen ar emellertid inte att ldrarna och eleverna skall behérska
amnet fullt ut och att lara in det pa samma sétt som gymnasiekurserna. Det
viktigaste &r att eleverna kommer i kontakt med teoretisk matematik och far
en inblick i matematikens visen. Var forhoppning dr att lirarna med denna
utgangspunkt skall ha lédttare att upplysa intresserade elever om KTHs Mate-
matiska Cirkel och 6vertyga skolledarna om vikten av att lata bade elever och
larare delta i programmet.
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Nagra ord om betygssittning

Ett speciellt problem tidigare ar har varit betygssiattningen. Detta borde em-
ellertid bara vara ett problem om ldrarna anvinder sig av samma standard som
de gor néir de sétter betyg pa ordinarie gymnasiekurser. Om utgangspunkten
istallet ar att eleverna skall fa insikt i matematiken genom att ga pa fore-
ldsningarna och att eleven gor sitt bista for att forsta materialet och losa
uppgifterna, blir betygsittningen lattare. Sjéalvklart betyder det mycket vad
eleverna har lart av materialet i kursen, men lidrarna kan bara férvinta sig att
ett fatal elever behérskar dmmnet fullt ut. I det perspektivet blir det litt att
anvédnda de officiella kriterierna:

Godkdnd: Eleven har viss insikt i de moment som ingar i kursen och kan pa ett
godtagbart sétt redovisa valda delar av kursen savil muntligt som skriftligt.
Detta kan ske genom att eleven haller féredrag infor klassen, redovisar eller
lamnar en rapport till sin matematiklérare.

Vil godkind: Eleven har god insikt i flera moment fran kursen. Eleven kan
redovisa dessa moment bade skriftligt och muntligt och dessutom uppvisa
l6sningar pa problem som givits pa kursen. Detta kan ske genom att eleven
haller foredrag infor klassen, redovisar eller ldimnar en rapport till sin mate-
matiklérare.

Muycket vil godkind: Eleven har mycket god insikt i flera moment av kur-
sen och ldmnar skriftliga redovisningar av flera delar av kursen eller ldmnar
16sningar pa problem som givits pa kursen. Detta kan ske genom att eleven
haller foredrag infor klassen, redovisar eller ldimnar en rapport till sin mate-
matiklérare.

Det ar ocksa mojligt att skolorna samarbetar, sa elever fran en skola redovisar
eller lamnar rapport for en lirare i en annan skola.

Forfattarna, september 2007
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1 Mingdliara

1.1 Maéangder

Lat oss borja med att titta pa ett av de mest grundldggande begreppen i
matematiken, ndmligen méngder. En méngd &r en samling matematiska ob-
jekt, som till exempel tal, och dessa objekt kallar vi for element i méngden.
Det enklaste sittet att beskriva en méngd &r att rdkna upp dess element. Ett
sadant exempel Ar

A=1{1,3,a,7}.

Detta betyder att A 4r en mingd som innehéller elementen 1,3,a och 7. Ett
annat sétt att beskriva en méngd dr att skriva {z € D : villkor pa z}. Med
detta menar man méngden av alla element i D som uppfyller de givna villko-
ren. Som exempel tar vi

B={ne€{1,2,3,...} : n &r udda}

och
C={ye{1,2,3,4} : y > 2}.

Maingden B innehaller alla udda positiva heltal, medan C' innehaller alla ele-
ment fran méngden {1,2,3,4} som &r storre dn 2. Alltsa har vi

B=1{1,3,5,7,9,11,...} och C = {3,4}.

Vi bryr oss inte om i vilken ordning eller hur ménga ganger elementen riknas
upp och dirmed géller till exempel

{1,2,3,4} = {3,1,4,2} = {1,3,3,1,2,4,4,1,3,2,4}.

Om A &r en méngd och x dr ett element i méngden A sa skriver vi x € A och
siger att x tillhor A. Exempelvis giller 17 € {n : n dr ett udda heltal} och
b € {a,b,10,3}. Att ett element x inte tillhor méngden A skrivs = ¢ A. Den
tomma mdngden innehaller ingenting och betecknas &.

Exempel 1.1.1. Lat A = {4,5,8,4711,12,18} och B ={x € A : = > 10}.
Da &r B = {12,18,4711} medan {z € A : = < 3} = @. Vidare har vi att
4€ Amen 4 ¢ B. A

Definition 1.1.2. Lat A och B vara méngder. Om alla element i méngden
A ocksa ar element i méngden B sa sigs A vara en delmdingd till B. Detta
betecknas A C B.

Exempel 1.1.3. Méngden {1,a} dr en delméngd till {1,3,a}, eftersom alla
element i {1,a} finns i méngden {1,3,a}. Vi skriver {1,a} C {1,3,a}. A

Definition 1.1.4. Antag att A och B &r méngder. Unionen av A och B
bestar av de element som ligger i ndgon av méangderna och betecknas A U B.

Snittet av A och B bestar av de element som ligger i bada méingderna och
betecknas AN B.



Exempel 1.1.5. Lat A = {1,3,5,6} och B = {5,8,3,4711}. Da har vi AUB =
{1,3,5,6,8,4711} och AN B = {3,5}. A

Det ar dags att titta pa nagra viktiga talméngder. Den méngd vi anvéander for
att ridkna foremal dr de naturliga talen {0,1,2,3,...}. Denna méngd betecknas
N. Tar vi med negativa tal far vi heltalen Z = {...,-3,—-2,-1,0,1,2,3,...}.
Beteckningen kommer fran tyskans zahl som betyder tal. Slutligen beteck-

nar vi med R de reella talen, det vill séiga alla tal pa tallinjen, exempelvis
0,—1,3/2,-527/3,4/2 och 7. Notera att N C Z C R.

Exempel 1.1.6. Vihar att N={n €Z : n > 0}. A

Exempel 1.1.7. Méngden {n € Z : n =2k fér nagot k € Z} &r mingden
av alla jaimna heltal. Denna méngd kan ocksa skrivas som {2-k : k € Z}, eller
som {...,—4,-2,0,2,4,...}. A

Exempel 1.1.8. Lat oss papeka att en méngd dven kan ha andra méangder
bland dess element. Exempelvis sa kan vi lata

A=1{2,3{-1,1},4},

och vi har att {—1,1} € A, det vill sdga méngden {—1,1} dr ett element i
méngden A. A

1.2 Funktioner

Innan vi gér en ordentlig definition av vad en funktion &r kan det vara pa sin
plats att titta pa nagot vilbekant, nimligen en formel som f(z) = 22 + 1.
Detta #r ett exempel pa en funktion. Formeln siger att om vi tar ett tal x € R
s& far vi ett nytt tal f(z) € R genom att gora berdkningen 22 + 1; till exempel
far vi f(2) =22+ 1 =5. Vi séiger att f dr en funktion fran de reella talen till
de reella talen, eftersom bade det vi stoppar in, x, och det vi far ut, f(z), &ar
reella tal. Vi brukar beteckna detta med f: R — R.

Definition 1.2.1. Lat X och Y vara méngder. En funktion f : X — Y ar
ett sitt att till varje element a € X tilldela ett vélbestdmt element b € Y. Vi
skriver f(a) = b. Vi séger att a avbildas pa b och att b ar bilden av a.

Anmirkning 1.2.2. Ofta sdger man att f &r en funktion fran X ftill Y
istéllet for att anvidnda beteckningen f : X — Y. Ett vanligt alternativ till
ordet funktion &r avbildning.

Exempel 1.2.3. Betrakta méngderna A = {1,2,3} och B = {2,4,6}. Ett
exempel pa funktion f: A — B ges av f(n) = 2n for n € A. Vi har alltsa att

F(1) =2, (2) =4 och f(3) 6.
Hér definieras funktionen f av formeln f(n) = 2n, men det dr inte alls
nodvindigt att det finns en formel som beskriver hur funktionen verkar. Om



vi som hér har en funktion fran en dndlig méngd A kan man till exempel
definera funktionen med hjélp av en tabell:

)

=
CRENINI e

w N |3

Till sist, om det vore sa att B = {1,2,3,4,5,6,7} sa skulle f ge en funktion
A — B, eftersom elementen f(1), f(2) och f(3) alla tillhor B. A

Exempel 1.2.4. Lat C = {1,3,b,{a,7,13}} och D = {a,{1,3},2}. Dessa
méngder innehaller alltsa bade tal, bokstéver och méingder. Ett exempel pa
en avbildning g : C' — D ges av

x 9(x)

1 {1,3}

3 a

b 2
{a,7,13} | {1,3}

Exempelvis har vi alltsa att g(b) = 2 och g({a,7,13}) = {1, 3}. A

Exempel 1.2.5. Lat h(x) = \/z — 23/3. D4 &r h en funktion fran mingden
{r € R : x>0} till R. Vi kan inte lata < 0 eftersom / inte &r vildefinerat
i detta fall. Daremot skulle vi kunna definiera en funktion A : R — R genom
att lata

3
- —z >
h(w):{ﬁ T omz >0

—x omz <0

d.v.s. h(z) = —x for negativa x och h(z) = /x — 2%/3 da = > 0. Eftersom
detta &r en funktion R — R sa kan vi symbolisera funktionen med grafen:




1.3 Upprikneliga méangder

Lat X vara en méngd. Om det finns ett heltal n sadant att X innehaller exakt
n element, sa sigs X vara dndlig. 1 annat fall sigs méingden vara odndlig.
Om X é&r en dndlig méngd sa betecknar vi med | X| antalet element i X. En
andlig mingd innehaller alltsa ett dndligt antal element. Storleken pa dndliga
méngder kan vi ldtt jamfora genom att jimfora antalet element.

Kan vi gora motsvarande jamforelse for oindliga méangder? Finns det oéndliga
méngder som i nagon mening dr olika stora? Det finns en hel teori som be-
handlar storleken av oéndliga méngder, men vi ska ndja oss med att definiera
de upprikneliga och 6verupprikneliga méngderna.

Definition 1.3.1. En méngd X ségs vara uppriknelig om man till varje tal
n € N kan ordna ett element x,, € X sa att X = {xg,z1,22,...}. Om X inte
dr uppriknelig sdgs X vara dveruppriknelig.

Exempel 1.3.2. Givetvis dr N uppréknelig. Lat z,, = n och fa {xg,z1,...} =
{0,1,...} = N. For att visa att &ven Z dr uppriknelig, tag n € N och lat

0 omn =20
Tn =14 (n+1)/2 om n ir udda
—n/2 om n ir jamn.
Darmed géller xg = 0,27 = 1,20 = —1,23 = 2,24 = —2,25 = 3,14 = —3
0.8.v. sa Z = {xg, 21, %2, ...} A

Exempel 1.3.3. Lat A vara en &ndlig méngd med n+1 element; vi kan skriva
méngden som A = {ag,a1,...,a,}. Lat z; = a; for i =0,1,...,n och z; = a,
for ¢ > n. Detta ger oss att

A ={xg,z1,29,...} = {ag,a1,a2,...,an,an,an,...}

eftersom det inte spelar nagon roll hur manga ganger vi rdknar upp samma
element. Alltsa ar alla dndliga méngder upprikneliga. A

Tva oéindliga mingder som &r uppréikneliga betraktar vi som lika stora. I denna
mening &dr de naturliga talen lika manga som heltalen, trots att de naturliga
talen dr en delméingd till heltalen. Man kan visa att de reella talen inte &r
upprékneliga - de utgor med andra ord en Gveruppriknelig méngd. Alltsa dr
de reella talen visentligen fler &n heltalen.



Ovningar

I Appendix A finns det fler 6vningar som handlar om méngdléra.

Ovning 1.1. Lat A = {1,2,3,4,...}, B={1,3,5,7,...}, C = {2,4,6,8,...}
och D ={1,4,19,36,101}. Bestim méngderna

1. BUC,

2. BncC,

3. DnC,

4. {x € D : z € B},

5. {x € A: x=y+1 for nagot y € D},
6. {x+1:2zeD}

Ovning 1.2. Definiera funktionen f : R — R genom f(z) = 2z. Visa att det
finns en funktion g : R — R sadan att g(f(a:)) = z for alla z € R. Vi kallar ¢
for den inversa funktionen till f.

Ovning 1.3. Lat X = {1,3,5,7,...} vara mingden av alla udda positiva
heltal. Visa att X &r uppréknelig.

Ovning 1.4. Lat X vara en uppriiknelig mingd och 1at Y vara en delméngd
till X. Visa att Y &r uppriknelig.



2 Sannolikhetsrum

2.1 Utfall och hindelser

Sannolikhetsteori handlar om att skapa en teoretisk modell fér slump och san-
nolikhet. Nagot av det mest grundliggande i teorin dr slumpmaéssiga hdndelser.
Héandelser bestar av slumpmaéssiga utfall som &r sannolikhetsteoring minsta
byggstenar. Dessa begrepp kommer att definieras pa ett noggrant séitt om en
stund, men lat oss forst illustrera dem med nagra exempel:

Exempel 2.1.1. Sig att vi har en réd, en gul och en bla tédrning. Nér vi
kastar dem far vi ett slumpméssigt utfall. Ett utfall kan alltsa se ut sa hér:

R6d térning: 2
Gul térning: 6
Bla térning: 1

En hindelse dr nagot som:

Hiéndelse 1: Summan av vad tdrningarna visar &r jamn.

Hindelse 2: Den gula térningen visar siffran 3.

Héndelse 3: Summan av vad den réda och gula térningen
visar dr mindre #&n vad den bla tdrningen visar.

Utfallen séger exakt vad de olika térningarna visar, medan en héndelse kan
intréffa for flera olika utfall. Sa snart vi kastat térningarna, det vill sdga fatt
ett utfall, vet vi om en héndelse intréffat eller inte. Betrakta foljande utfall:

Utfall A Utfall B Utfall C
Rod térning: 1 Rod tarning: 3 Rod tarning: 4
Gul térning: 2 Gul tarning: 3 Gul térning: 3
Bla térning: 5 Bla téarning: 5 Bla tarning: 5

Bade utfall A och C ingar i héndelse 1, medan det bara ar ett av de tre
utfallen ovan, ndmlingen utfall A, som ingar i hidndelse 3. Givetvis finns det
andra utfall &n dessa tre, och i sjélva verket técker de tre héindelserna in ett
antal utfall férutom de tre ovanstaende. Exempelvis ingar dven utfallet

R6d térning: 2
Gul térning: 3
Bla térning: 6

1 handelse 3. A

Exempel 2.1.2. Pokervarianten Texas Hold’em inleds med att varje spelare
far tva kort var. Om vi antar att det dr fyra spelare sa ar foljande ett exempel
pa utfall av denna slumpmaéssiga utdelning av kort:



Spelare 1: &2 QK
Spelare 2: $10 OE
Spelare 3: OKn &7
Spelare 4: &8 &4

En héndelse dr ett pastaende om hur korten blivit utdelade, och sa snart vi fatt
ett utfall vet vi om héndelserna #r uppfyllda eller ej. Exempel pa héndelser
ar:

Héndelse 1: Nagon spelare har tva ruter.
Héndelse 2: Spelare 3 har tva spader.
Héndelse 3: Alla kungar dr utdelade.
Héndelse 4: Spelare 3 eller 4 har klover atta.
Héndelse 5: Spelare 4 har tva ess.

Riktigt intressant kan det forstas inte bli forréan vi kan bestdmma sannolikheten
for dessa héndelser, och det &r dit vi kommer i néista avsnitt. A

Efter dessa exempel har det blivit dags att géra en matematisk definition av
utfall och hindelser. Med hjilp av méngdlaran som introducerades i Kapitel 1
blir detta en ldtt match.

Definition 2.1.3. Ett utfallsrum &r en uppriknelig icke-tom méngd. Elemen-
ten i utfallsrummet kallas uwifall. En hdndelse dr en delméngd till utfallsrum-
met, det vill séiga en méngd av utfall.

Fragan dr nu hur man kan formulera vardagliga exempel pa utfall och héndelser
i den méngdteoretiska definitionen ovan. Har kommer ett par exempel pa det:

Exempel 2.1.4. Betrakta méngden
Q = {000,001, 010,011, 100, 101,110, 111}.

Eftersom ) dr en uppriknelig méngd sa ar den ett utfallsrum. Elementen
000, 001,010,011, 100,101,110, 111 &r vara utfall och hindelser dr exempelvis

A={011,101,110} och B = {111}.

Ett exempel som detta verkar vid férsta anblicken inte ha nagot med verklig-
hetens slumpmaéssiga héndelser att gora, men i detta fall finns det ett sdtt att
tolka utfallsrummet och héndelserna som néagot ur verkligheten.

Antag att vi singlar slant tre ganger. Detta ger oss ett slumpméssigt utfall
som motsvarar nagot av elementen i ). Exempelvis kan vi tdnka pa utfallet
011 som att vi forsta gangen fick klave, andra gangen krona, och tredje gangen
krona.

Pa detta séitt kan vi &ven tolka in en innebérd i hindelserna A och B. Héndelsen
A motsvarar att fa krona exakt tva ganger, och hindelsen B motsvarar att fa
krona pa alla tre slantsinglingarna. Notera att det &r skillnad pa wtfallet 111
och hindelsen {111}, &ven om den senare hindelsen bara innehaller ett enda
utfall. A



Exempel 2.1.5. Lat oss aterga till tdrningarna i Exempel 2.1.1. Féljande &r
ett satt att definiera ett utfallsrum som motsvarar denna situation. Betrakta
foljande matematiska objekt:

w1 = (17 17 1)
W = (17 172)
w3 = (1, 1,3)
w16 = (6,6,6).

Vi ser det exempelvis som att objektet wg motsvarar utfallet

R6d tarning: 1
Gul térning: 1
Bla térning: 3.

Att det finns just 216 olika tdrningskast med tre térningar beror pa att varje
tarning kan landa pa 6 olika sétt och det totala antalet blir da 6 -6 - 6 = 216.
Hela listan med utfall finns i Appendix B.

Vilater nu Q = {w1,we, ws, ..., wse} vara vart utfallsrum. Elementen i méngden
Q, det vill sdga w1,ws . ..,wa1s, kallas utfall. Hindelser ar alltsa méngder som
bestar av ett antal av utfallen w,,. Exempelvis ar

A = {wi, was, w7, w130, W173, W216

en héndelse, ndmligen den slumpmaéssiga héndelsen att alla tre tarningar visar
samma siffra, eftersom w; = (1,1,1), way = (2,2,2), wsr = (3,3,3), wizg =
(4,4,4), wirs = (5,5,5) och wa16 = (6,6,6) (se Appendix B). A

2.2 Sannolikhet

Alla har nog en intuitiv uppfattning av vad sannolikhet &r. Men vi ndjer oss
inte med detta, utan vill géra en ordentlig, matematisk definition av sannolik-
hetsbegreppet. Fragan dr vad man kan bestdmma sannolikheten for.

Genom att formulera nagra vardagliga meningar som innehéaller ordet sanno-
likhet kan vi besvara denna fraga. ”Vad &r sannolikheten for att summan av
tre tdrningskast dr jamn?” ”Vad &r sannolikheten for att fa Royal Straight
Flush i poker?” Bada dessa fragor har formen ”Vad &r sannolikheten for en
hindelse?”, och alltsa dr det for hdndelser man bestdmmer sannolikheten.
Sannolikheten for en héndelse later vi vara ett tal mellan 0 och 1.

Innan vi kommer till sjélva definitionen behoéver vi inféra ett nytt begrepp.
Infor foljande definition, kan det vara bra att minnas att en m#ingd inte bara
behover innehalla saker som tal, utan dven kan innehalla andra méangder.

Definition 2.2.1. Lat X vara en méngd. Da ar potensmdingden till X mingden
som bestar av alla delméngder till X. Vi betecknar potensméngden till X med

P(X).



Exempel 2.2.2. Betrakta méngden X = {1,2,3}. Da é&r

2(X) = {2, {1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}.

Notera att bade @ € Z(X) och X € #(X). Detta beror pa att bade @ och
X &r delméngder till X. A

Exempel 2.2.3. Om Q ir ett utfallsrum sa dr Z2(Q) helt enkelt méngden av
alla héandelser, eftersom en héndelse ér en delméngd till utfallsrummet. A

Definition 2.2.4. Lat 2 vara ett utfallsrum. Ett sannolikhetsmatt pa € ar en
funktion P : Z(£2) — R som uppfyller:

1. For varje hindelse A C Q giiller 0 < P(A) < 1.
2. Vi har att P(@) = 0 och P(Q2) = 1.

3. Antag att Ay, Ao, As,... dr hindelser som uppfyller A, N A,, = @ for
varje n,m > 1 med n # m. Da géller

P(A1UA2UA3U):]P)(Al)—{—P(Ag)—l-]P(Ag)—{— .

Villkoret i punkt 3 ovan, att A, N A,, = @ da n # m, &r viktigt att uppmérk-
samma. Detta innebér att hdndelserna Aq, Ao, ... inte har nagra gemensamma
utfall, det vill sdga att méngderna Aj, As,... inte har nagra gemensamma
element. Néar detta dr uppfyllt brukar man siga att héndelserna ar parvis
oforenliga, eller, om man sa vill, att mingderna ar parvis disjunkta.

Definition 2.2.5. Om Q &r ett utfallsrum och P ett sannolikhetsmatt pa €
sdger vi att (2,P) &r ett sannolikhetsrum.

Ska vi vara nogriknade sa sdger Definition 2.2.4 bara nagot om vad som hénder
da vi tar unionen av odndligt manga parvis oférenliga méngder, sa foljande
kan vara pa sin plats att poédngtera:

Sats 2.2.6. Lat (Q,P) vara ett sannolikhetsrum och A och B parvis ofdrenliga
hindelser. Da gdller

P(AU B) = P(A) + B(B). (2.1)

Bevis. Lat Ay = A, Ay = B och A3 = Ay = A5 = --- = . Eftersom
AN B = o sa giller A, N A, = @ nérhelst n # m. Per definition géller nu

]P’(AlLJAQUAgU”‘):P(A1)+P(A2)+P(A3)+'”

och eftersom A; UAsUAs3U--- = AUB och P(A,) =P(@) =0 for allan > 3
sa foljer (2.1). O



Ovanstaende definitioner stimmer med var intuitiva uppfattning om sanno-
likhet satillvida att det ar for hiandelser, det vill siga for delméngder till ut-
fallsrummet, man kan bestdmma sannolikheten.

Det som kanske kan vara forvirrande for ldsaren dr att man pratar om ett
sannolikhetsmatt. Finns det flera olika sannolikheter? Ja, med ovanstaende
definition &r det sa. Vi bryr oss inte om att peka ut ett sannolikhetsméatt som
det "verkliga” i det hér ldget utan ndjer oss med att sannolikhetsmatten har
egenskaperna 1-3. Ett bra sitt att se det pa &r att olika sannolikhetsmatt
motsvarar olika modeller av verkligheten.

Exempel 2.2.7. Lat Q = {a,b,c}. Da &r

2(Q) = {2,{a},{b},{c}, {a,b},{a, ¢}, {b,c}, {a, b, c}}.

Betrakta funktionerna Py,Py : £2(Q2) — R definierad av féljande tabell:

I [P [BA)
1%} 0 0
{a} 1/3 | 1/2
{b} 1/3 | 1/4
{c} 1/3 | 1/4
{a,b} | 2/3 | 3/4
{a,c} | 2/3 3/4
{bc} | 2/3 | 1/2

{a,b,c} 1 1

Att bade P; och Py dr sannolikhetsmatt pa €2, inser man genom att kontrollera
de tre villkoren i Definition 2.2.4.

Fragan &r nu om det finns nagot vettigt sétt att tolka sannolihetsrummen
(©,P1) och (Q,Py) pa. Ett sitt &r foljande:

Téank dig att du drar en kula ur en pase med tre kulor i. Kulorna &dr mérkta
med a, b, och c. Nér vi drar en kula kan vi tolka det som ett utfall ur €.

En tankbar situation &r att det &r lika sannolikt att vi drar vilken som helst
av de tre kulorna. Detta betyder att vi betraktar sannolikhetsmattet P; pa €2,
eftersom detta sannolikhetsmatt tilldelar sannolikheten 1/3 till var och en av
héndelserna {a}, {b} och {c}, det vill sdga héndelserna att man drar kula a, b
respektive ¢ ur pasen. Vidare kan exempelvis héndelsen {a,b} tolkas som att
vi drar nagon av kulorna a och b. Héndelsen {a, b, c}, det vill séiga att vi drar
nagon kula 6ver huvud taget far naturligtvis sannolikhet 1.

En annan tédnkbar situation &r att kula a dr mycket ldttare &n de andra och
dérmed ofta hamnar Gverst i pasen sa att den i snitt blir dragen varannan
gang, medan de andra kulorna blir dragna i snitt en fjdrdedel av gangerna
vardera. Denna situation motsvarar sannolikhetsmattet Ps.

Héar ser vi alltsa att det &r helt rimligt att kunna betrakta olika sannolik-
hetsmatt pa samma utfallsrum.
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Betrakta till sist funktionen P5 : Z(€2) — R given av:

A | P3(4)
1%} 0
{a} 1/3
{o} | 1/3
{c} 1/3
{a,b} | 1/2
{a,c¢} | 2/3
{b,c} | 2/3
{a,b,c} 1

Detta #r inte ett sannolikhetsmatt pa 2 eftersom om vi later A = {a} och
B = {b} sa gilller AN B = @, det vill siga att A och B &r parvis oférenliga,
men

Py(AUB) = Ps({a,}) = 3 # 2 = Pa({a}) + B({b}) = Bs(4) + Bs(B).

Alltsa géller inte resultatet i Sats 2.2.6 och ddrmed kan inte (2,IP3) vara ett
sannolikhetsrum. A

Exempel 2.2.8. Sig att vi har ett #ndligt utfallsrum Q = {wy,wo,ws, ..., wy}
som bestar av n element. Ett naturligt sitt att definiera ett sannolikhetsmatt
pa denna mingd ir att lata

for alla handelser A C Q. Detta betyder alltsa att sannolikheten for en héndelse
A ar antalet utfall i méangden A, dividerat med det totala antalet utfall, n.
Sannolikhetsmattet P kallas i detta fall for likformig sannolikhet eller for det
likformiga sannolikhetsmattet. I synnerhet géller

P({wr}) = P ({ws}) = P(fws}) =+ = .

n

Att P verkligen &r ett sannolikhetsmatt &ar latt att visa, men vi gor det inte
har. A

I ovanstaende exempel beskrevs sannolikhetsméatten P och Py genom att ange
sannolikheten for varje hiandelse, det vill siga for varje mingd i Z(2). Det
siger sig sjilv att detta inte dr en praktisk metod om €2 innehaller manga,
eller odndligt manga, element. Dérfor kan foljande vara intressant:

Sats 2.2.9. Lat Q2 vara ett odndligt utfallsrum. Skriv Q = {w1,we,ws, ...} ddir
Wn # Wy omn £ m. Lat py, p2, ps, ... = 0 vara sadana att p1+po+ps+--- = 1.
Da finns ett unikt sannolikhetsmatt P pa Q sadant att

P({wi}) =p1, P({{w2}) =p2, P({ws}) = ps,

Beviset for denna sats bygger pa material ur Kapitel 5 och déarfor vantar vi
med beviset tills dess.
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I fortsattningen behover vi alltsa inte ange sannolikheten for
varje hindelse nir vi beskriver sannolikhetsmatt, utan det
ricker att ange sannolikheterna fér héndelserna {w1 }, {w2},
{ws}, ..., eftersom sannolikheten fér exempelvis héndelsen
{wi,wa} = {w1 }U{wa} fas genom att addera sannolikheterna
for hindelserna {w;} och {ws}.

Satsen ovan uttalar sig bara om o#dndliga utfallsrum, men att visa samma sak
for andliga utfallsrum gors pa liknande sétt och lamnas till lasaren:

Sats 2.2.10. Lat Q = {wi,ws,...,wN} vara ett dndligt utfallsrum och antag
att wy, # wpy, ndrhelst n = m. Lat de rella talen p1,p2,...,pn = 0 uppfylla
p1+p2+ -+ py =1. Da finns ett unikt sannolikhetsmatt pa Q0 sadant att

P({wn}) =pn forn=1,2,... N.

I alla exempel hittils har utfallsrummet varit dndligt. Lat oss avsluta med ett
exempel med oéndligt utfallsrum.

Exempel 2.2.11. Lat Q = {1,2,3,...}. Definiera ett sannolikhetsmatt P pa
Q) som uppfyller

1 1 1
(1) =5 E{2)=7 P{3)=g
med hjilp av Sats 2.2.9. Detta fungerar eftersom

111 _,
sratytooTh

Sannolikhetsrummet (€2, P) illustrerar det som kallas den geometriska sanno-
likhetsfordelningen. Ett sdtt att tolka situationen pa dr att vi singlar slant tills
vi far krona. Utfallen 1,2, 3, ... visar hur manga slantsinglingar som beh&vdes,
och anledningen till att vi viljer sannolikheterna sa som vi gor ar att sanolikhe-
ten for att fa krona pa ett givet kast dr 1/2. Om vi far krona pa andra kastet sa
maste vi fatt klave pa det forsta, och sannolikheten for detta ar 1/2-1/2 = 1/4.
Att fa krona forst pa tredje forsoket ar att fa klave de tva forsta gangerna och
sedan krona, och sannolikheten for detta &r 1/2-1/2-1/2 = 1/8, och sa vidare.
Exempel pa hindelser ar

A=1{2,4,6,8,...} och B=1{1,234}

dir A motsvarar att det tar ett jimnt antal slantsinglingar tills vi far kro-
na och B motsvarar att det tar hogst fyra slantsinglingar tills vi far krona.
Sannolikheterna for dessa héindelser ges av

1 1 15

1 11
PA) =g+ttt =3 obh PB) =5+ +c+6= 16

2
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Det &r alltsa inte sa som manga tror att sannolikheten for att fa krona efter ett
jamnt antal slantsinglingar #r 1/2. Detta kan forklaras med att det exempelvis
dr mer sannolikt att fa en krona efter ett kast &n efter tva, och mer sannolikt
efter tre kast &n efter fyra. Alltsa dr det mer sannolikt att fa krona efter ett
udda antal kast &n efter ett jamnt antal. A

2.3 Anmirkningar om dessa definitioner

Det kan vara bra att papeka att definitionerna ovan dr nagot forenklade. Vi
har inskrinkt oss till uppriakneliga utfallsrum, vilket inte &r standard. Anled-
ningen ir att man pa detta sitt kan ga igenom grunderna for den intressanta
sannolikhetsteorin pa ett rigordst sétt, utan att behodva dgna lang tid at mer
omfattande teori.

Ovningar

Ovning 2.1. Antag att du kastar tre térningar dir alla utfall av tirningarna
ar lika sannolika. Vad &r sannolikheten att de tre tdrningarna visar samma
siffra?

Ovning 2.2. Antag att du kastar tre térningar dir alla utfall av tarningarna
ar lika sannolika. Vad &r sannolikheten for att summan av de tre siffrorna, som
tdrningarna visar, dr 47

Ovning 2.3. Lat (Q,P) vara ett sannolikhetsrum och lat A C Q vara en
héndelse. Komplementet A¢ definierar vi som méngden

A={weN:w¢ A},
det vill séiga alla element i 2 som inte ligger i A. Visa att P(A°) =1 —P(A).

Ovning 2.4. Lat (Q,P) vara ett sannolikhetsrum och 1at A vara en hindelse.
Lat dven B vara en héndelse och antag att B C A. Visa att P(B) < P(A).
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3 Oberoende hindelser och betingad sannolikhet

3.1 Oberoende hindelser

Oberoende héndelser ér ett viktigt begrepp inom sannolikhetsteorin och for-
maliserar det vi menar néar vi till vardags sédger att héndelser d&r oberoende
av varandra. Om tva personer singlar slant, sa rdknar vi normalt inte med
att den ena personens resultat har nagon inverkan pa det andra resultatet; de
tva héndelserna ar oberoende. Hur ser det sannolikhetsrum ut som beskriver
denna situation?

Vi later + beteckna krona och — beteckna klave. Med dessa beteckningar
sétter vi

Q= {(+7 +)7 (+7 _)7 (_7 +)7 (_7 _)}

dar till exemepel elementet (4, —) beskriver att person 1 har fatt krona och
person 2 har fatt klave. Om vi vill att dessa fyra handelser ska vara lika sanno-
lika, vilket verkar hogst rimligt om vi anser att utfallen av de tva hindelserna
inte har med varandra att gora, sa sétter vi P({w}) = 1/4 for alla w € Q. Fran
Sats 2.2.10 vet vi att detta definierar ett sannolikhetsrum (2, P).

Sannolikheten att person 1 far krona &r alltsa

PH(+,4), (£, -)D) =P{(+ )} + PU(+, -)}) = /4 +1/4 = 1/2.

Sannolikheten att person 2 far krona &r

PA(++): (=)D =P{(+, H)}) + PU(=H)}) = 1/4+1/4 = 1/2.

Sannolikheten att bade person 1 och 2 far krona dr P({(+,+)}) = 1/4. Vi
noterar att i detta exempel far vi sannolikheten for att bade person 1 och 2
far krona genom att multiplicera sannolikheten att person 1 far krona, med
sannolikheten att person 2 far krona. I sjilva verket tar vi detta som definition
pa att tva hindelser dr oberoende.

Definition 3.1.1. Lat (2,P) vara ett sannolikhetsrum. De tva héndelserna
A och B ségs vara oberoende om

P(AN B) = P(A)P(B).

Detta stdimmer vil med var uppfattning om hur vi ser pa sannolikheten att tva
helt oberoende hindelser intraffar; vi multiplicerar helt enkelt sannolikheterna
for de tva héndelserna. Utfall av upprepade tiarningskast och slantsinglingar
ar typiska exempel pa oberoende hindelser som vi anvander oss flitigt av.

Exempel 3.1.2. Kalle och Lisa kastar varsin tédrning och vi antar att sanno-
likheten &r 1/6 att Kalle far en sexa, och att sannolikheten &r 1/6 att dven Lisa
far en sexa. Om vi antar att hindelserna &r oberoende, sa &r sannolikheten
1/36 att bade Kalle och Lisa far sexor. A
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Exempel 3.1.3. Antag att du drar tva kort efter varandra ur en kortlek, utan
att lagga tillbaka det forsta kortet i leken. Utfallen av dessa tva dragningar ar
inte oberoende. Exempelvis kan du fa hjirter kung i forsta dragningen, vilket
gor att du inte kan fa hjarter kung i den andra dragningen. Alltsa paverkas
resultatet av den andra dragningen av resultatet av den forsta dragningen. A

3.2 Betingad sannolikhet

Antag att vi har 10 kulor och 15 kuber blandade i en svart pase. Av de 10
kulorna sa ar 2 bla och 8 réda, och av de 15 kuberna &ar 5 bla och 10 réda.

Bla | Rod
Kula 2 8
Kub 5 10

Vi skapar ett sannolikhetsrum genom att lata € vara méngden av de 25 ob-
jekten. Sedan definierar vi P({w}) = 1/25 for alla w € Q. Att detta verkligen
ar ett sannolikhetsrum vet vi aterigen fran Sats 2.2.10. Sannolikheten att fa
upp en bla kula da vi sticker ned handen i pasen ar alltsa 2/25.

Antag nu att vi kdnner att det dr en kula vi har i handen, hur stor sannolikhet
ar det att den ar bla? Léasaren kan sidkert snabbt svara pa fragan; eftersom det
finns 10 kulor varav 2 ar bla, sa dr sannolikheten 2/10. Vad vi i sjélva verket
har gjort i och med detta resonemang ar att skapa ett nytt sannolikhetsrum,
némligen ' bestaende av alla 10 kulor med P'({w}) = 1/10 for alla w €
Q. 1 detta exempel dr det bade enkelt och naturligt att skapa sig ett nytt
sannolikhetsrum, men i mer komplicerade fall dr det onskvért att svara pa
liknande fragor utan att gora detta. Vi infor darfor betingad sannolikhet.

Definition 3.2.1. Lat (£2,P) vara ett sannolikhetsrum, och lat A och B vara
tva héndelser. Vi definierar P(B|A), den betingade sannolikheten for B givet
att A har intraffat, som

P(AN B)
P(B|A) = —————.
Med andra ord beskriver P(B|A) sannolikheten att B intréffar, givet att A
redan har intréffat.

Anmirkning 3.2.2. Vad som egentligen hénder i definitionen ovan &r att
vi fran utfallsrummet 0 begriansar oss till ett mindre utfallsrum — méngden
A. Eftersom vi vill att sannolikheten for A skall vara 1 i det nya utfallsrum-
met och samtidigt behalla de relativa sannolikheterna, sa multiplicerar vi alla
sannolikheter med 1/P(A).

Anmirkning 3.2.3. Om vi antar att A och B dr oberoende héndelser, sa far
vi att (kom ihag Definition 3.1.1)
ANB) P(AP(B)

]P’(B\A):P(P(A) =SS = BB,
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det vill sdga att sannolikheten for att B intréffar beror inte pa om A har
intréffat eller ej.

Lat oss tillampa betingad sannolikhet pa vart exempel med kul- och kubpéasen.
Vi vill alltsa beridkna sannolikheten att vi far upp ett blatt objekt, givet att
vi haller i en kula. Vi later A vara méngden av alla element som &r kulor,
och later B vara méngden av alla blad objekt. Sannolikheten vi stker ges av
P(B|A). Vi berdknar

P(ANB) = 2/25

P(A) =10/25
2/25 2
P(B|A) = M = 10

vilket sammanfaller med vart tidigare resultat.

3.3 Har kungen en syster?

En vacker dag traffar du pa Kungen i Ingenmansland. Han sédger att han har
precis ett syskon; hur stor sannolikhet dr det att han har en syster?

Vi later utfallsrummet Q besta av alla ordnade par av barn som en kvinna
kan foda, det vill séiga

Q={(pp), (@ f),(f,p),(f, )},

dar f star for flicka och p star for pojke. Vi antar vidare att det &r lika
sannolikt att det fods en pojke som en flicka och sétter dérfor P({w}) = 1/4
for alla w € Q. Fran Sats 2.2.10 vet vi att (Q2,P) dr ett sannolikhetsrum.

Anméirkning 3.3.1. Liasaren undrar kanske varfor vi véljer alla ordnade par
av barn? Varfor kan inte Q besta av de tre oordnade paren {p, p},{p, f},{f, f}?
Det kan vi forvisso goéra, men om vi vill ha en rimlig 6verensstimmelse med
verkligheten sa kan vi inte vilja P({w}) = 1/3 for alla w € Q, eftersom det
skulle ge en 6vervikt av familjer dir bada barnen har samma koén. Det finns
bara ett séitt att foda tva pojkar pa (forst en pojke, och sedan en pojke),
medan det finns tva sétt att foda en flicka och pojke pa (forst en flicka och
sedan en pojke, eller forst en pojke och sedan en flicka).

Nu berdaknar vi den betingade sannolikheten att ett av syskonen &r en flicka,
givet att ett av syskonen &dr en pojke. Vi later A vara méngden av alla par dér
ett av syskonen ir en pojke, och later B vara méangden av alla par dar ett av
syskonen #r en flicka.

A={(p.p),(f,p). (. 1)} B=A1),(f,p),(p, )}
ANB={(fp)(p, )}
P(ANB) 2-

POBIA) == = 3

==
|



Det &r alltsa 2/3 chans att Kungen har en syster!

Med all riitt &r det nog en del som protesterar lite mot vara antaganden. Ar
det inte sa att Kungen maste vara den forstfodde i familjen, eller atminstone
den forstfodde pojken? Vi lamnar det som en &vning att visa att om vi antar
att Kungen dr den forstfodde sa sjunker ovan ndmnda sannolikhet till 1/2.

3.4 Bilen och getterna

Du &ér med i en TV-show, dir mojligheten finns att vinna en bil. Programle-
daren presenterar dramatiskt tre dorrar, och talar om att bakom en av dem
finns bilen, och bakom de andra tva finner du en get. Han ber dig att peka
pa den dorr diar du tror att bilen finns. Du pekar pa en av dorrarna och i
nésta sekund oppnar programledaren, inte den dorr du pekar pa, utan en av
de andra doérrarna déar det doljer sig en get. Kvar finns alltsa tva odppnade
dorrar - den du pekar pa och en till. Programledaren ler och fragar dig om du
fortfarande star fast vid ditt val, eller om du mojligtvis vill byta till den andra
ooppnade dorren? Om du vill maximera sannolikheten att du vinner bilen, ska
du da byta dorr eller halla fast vid den du forst valde?

Denna fraga kan man besvara pa manga sitt, men lat oss forsoka anvinda
den teori vi just har byggt upp. Numrera dérrarna med 1, 2 och 3, sa att
bilen befinner sig bakom doérr 1. Vi later utfallsrummet 2 besta av triplar
av tal (n,m,l), dir n star for dorren du forst valde, m star for dérren som
programledaren 6ppnar, och [ star for dorren du slutligen bestdmmer dig for.
Till exempel sa betyder (1,2,1) att du forst pekar pa dorr 1, sedan Sppnar
programledaren dorr 2, och du bestdmmer dig for att sta fast vid ditt val och
slutligen viélja dorr 1. Vi kan skriva {2 som

Q = {wl,wg,... ,U.)g}
déar

w1 = (1727 1)7 w2 = (17273)a w3 = (1337 1), Wy = (17372)7

ws = (2,3,2),  ws=(2,31), wr=(323), ws=(321).

Anmirkning 3.4.1. Varfor finns det fyra element dér forsta siffran &r 1,
men bara tva element dir den forsta siffran dr 27 Eftersom vi antar att bilen
finns bakom dérr 1, sa aterstar det tva dorrar med getter bakom om vi pekar
pa dorr 1. Programledaren kan alltsa vilja att 6ppna dorr 2 eller 3. Pekar vi
déremot pa dorr 2, sa finns det bara ett val for programledaren - han maste
O6ppna dorr 3 for att finna en get.

Nu aterstar det att definiera P sa att sannolikhetsrummet (€2,P) reflekterar

det problem vi vill 16sa. Ett naturligt antagande &r att det &r lika sannolikt
att fran borjan vilja nagon av de tre dorrarna; alltsa vill vi sétta

P({wl,wg,wg,w4}) = P({wg,,w(;}) = ]P’({w7,w8}) = 1/3.
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Inom dessa tre grupper antar vi vidare att alla héndelser ar lika sannolika, det
vill sdga

P({1}) = Blfw}) = B({ws}) = B(fws}) = 3/4 = 1/12
P({us)) = P({ws)) = /2= 1/6
P({wr) = P({ws)) = /2= 1/6

Lat oss nu berikna sannolikheten for vinst givet att vi byter dorr. Vi later A
vara méngden av element dér vi har bytt dorr, och B méngden av element
som representerar en vinst av bilen. Alltsa har vi

A = {ws,wy, we, ws } och B = {w1,ws,ws,ws },
fran vilket det foljer att AN B = {wg,wsg} och

P(AN B) + 2
B =5 ~Z 7L 14173

=
[N

Sannolikheten for vinst givet att vi byter dorr dr alltsa 2/3! Lat oss berikna
sannolikheten for vinst givet att vi inte byter dorr; vi sétter C' till méngden
av element dér vi inte byter dorr. Alltsa har vi

O — {W1,W3,W5,W7},
fran vilket det foljer att C N B = {w1,ws}

) = PENB) _ wtm 1
- -1 1 1 1 7 9
P(C) Ttz TsTs 3

En annan analys, som kanske pa ett béttre sitt ”forklarar” resultatet &r
foljande: Nir du fran borjan pekar pa en dérr har du 1/3 chans att peka pa
dorren med bilen. Detta betyder att i 2/3 av fallen sa kommer du att ha pekat
pa fel dorr, och vinner saledes pa att byta dorr. Problemet med resonemang
av detta slag ar att det ar latt att ténka fel da komplexiteten okar.
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Ovningar

Ovning 3.1. Du triffar p4 en man som siiger: ”Jag dr den forstfodde i en
familj med tva barn”. Hur stor sannolikhet &r det att han har en syster?

Ovning 3.2. Antag att sannolikheten att en elev ldser tyska &r 1/10 och
sannolikheten att en elev ldser bade spanska och tyska &r 5/1000. En dag
traffar du pa Lisa i korridoren, och det visar sig att hon ldser tyska. Vad &r
sannolikheten att hon ocksa laser spanska?

Ovning 3.3. Du spelar ett térningsspel med tva térningar, dér du satsar 1000
kr och vinner 40 000 kr om du slar en dubbel-sexa. Spanningen &r stor, och du
rullar bada tarningarna. En av dem stannar pa bordet och visar en sexa, men
den andra rullar av och hamnar pa golvet under din stol. Berikna, med hjilp
av betingad sannolikhet, sannolikheten att dven den andra tdrningen visar en
sexa.

Ovning 3.4. Du singlar slant tre ganger efter varandra. Hur stor ér sannolik-
heten att du far tva kronor? Hur stor &r sannolikheten att du far tva kronor
om du rakar se att en av slantarna ger klave?
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4 Stokastiska variabler

4.1 Introduktion

Hittills har vi studerat sannolikheten for att en viss hindelse skall intréffa, och
detta &r naturligtvis fundamentet i sannolikhetsteorin. Det visar sig dock vara
mycket anvindbart att inféra begreppet stokastisk variabel, for att beskriva en
storhet som &r beroende av en viss héindelse. Antag att du kastar tva tdrningar
efter varandra, och dr intresserad av summan av siffrorna de tva térningarna
visar. Till exempel, om térningarna visar 4 och 1 s4 kommer summan att anta
vérdet 5; om tarningarna visar 6 och 5, s kommer summan att anta virdet 11.
Alltsa, vid varje kast kommer vi fa ett tal som beror av vad térningarna visar.
Vi kan pa detta sitt betrakta summan som ett slumpméssigt tal. ”Summan
av tidrningskasten” ir ett exempel pa en stokastisk variabel X — ett tal som
beror av utfallen i utfallsrummet.

Lat oss vilja utfallsrummet 2 till att besta av alla ménniskor som &r svenska
medborgare. Exempel pa stokastiska variabler dr: en persons lidngd, hur manga
ganger personen har varit gift, arsinkomst, antal sldktingar, och sa vidare.

I termer av sannolikhetsteori sa dr en stokastisk helt enkelt ett satt att tilldela
ett tal till varje utfall i ett sannolikhetsrum.

4.2 Definition och sannolikhetsfunktion

Definition 4.2.1. Lat (€2, P) vara ett sannolikhetsrum. En stokastisk variabel
X pa (Q,P) dr en funktion
X:Q0—R

Exempel 4.2.2. Antag att du kastar en tdrning tva ganger och vi vill studera
summan av de tva tdrningskasten med hjilp av en stokastisk variabel. Utfalls-
rummet {2 bestar saledes av ordnade talpar w = (a,b) dér a,b € {1,2,3,4,5,6}.
Vi later den stokastiska variabeln X vara summan av de tva tédrningskasten,
det vill séiga vi definierar X genom X (w) =a + b for alla w = (a,b) € Q. A

Exempel 4.2.3. Du spelar ett spel genom att singla en slant fem ganger dér
du vinner en krona om krona kommer upp da du kastar myntet. Vi later en
stokastisk variabel X vara det antal kronor som du har vunnit da spelet &r
slut. A

Exempel 4.2.4. Ett trivialt, men dock anvindbart, exempel pa en stokastisk
variabel X far vi genom definitionen X (w) = a for alla w € Q. Den stokastiska
variabeln X ger alltsé det reella talet a for alla element i ). Vi séger att X &r
en konstant stokastisk variabel. A

Fran givna stokastiska variabler dr det anviandbart att kunna prata om deras
summa och produkt. Vi gor darfor foljande definition:
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Definition 4.2.5. Om X och Y &r stokastiska variabler pa ett sannolikhetrum
(©,P) sa definierar vi de stokastiska variablerna Z = X +Y och W = XY
genom

Z(w)=Xw)+Yw) och Ww)=Xw)Y(w) (4.1)

for varje w € Q.

En naturlig fraga géillande stokastiska variabler &r: Vad &r sannolikheten att
den stokastiska variabeln X antar virdet 7 Till exempel: Vad &r sannolikheten
att summan blir 5, vid kast av tva tdrningar? Vad &r sannolikheten att jag
vinner 3 kronor da jag singlar en slant fem ganger?

Definition 4.2.6. Lat X vara en stokastisk variabel pa ett sannolikhetsrum
(Q,P). For varje = € R séitter vi

px(x) = P({w € X(w)= x})

Detta definerar en funktion px : R — R som vi kallar sannolikhetsfunktio-
nen for den stokastiska variabeln X. Vérdet px(z) &r sannolikheten att X
antar viardet z. Om tva stokastiska variabler X och Y har samma sannolik-
hetsfunktion, det vill sdga px(z) = py (z) for alla x € R, sa séger vi att de &r
likafordelade.

Anmérkning 4.2.7. Méngden {w € Q : X(w) = z} bestar av de element i
for vilka X antar virdet z. Detta betyder att méngden {w € Q : X(w) = z}
dr héndelsen att den stokastiska variabeln X antar vérdet x.

Exempel 4.2.8. Vi later X, som i Exempel 4.2.2, vara summan av siffrorna
som ett kast med tva térningar ger. Lat A vara hindelsen att summan antar
vardet 4. Vi far att

A={weQ: X(w)=4}={(1,3),(3,1),(2,2)},
eftersom X ((1,3)) = X((3,1)) = X((2,3)) =4. A

Exempel 4.2.9. I Exempel 4.2.2 definierade vi en stokastisk variabel X till att
vara summan av tva térningskast. Lat oss nu berdkna sannolikhetsfunktionen
for X, det vill sédga sannolikheten att summan antar ett visst véirde. Forst och
frimst noterar vi att {w € Q : X(w) =z} =2 daxz ¢ {2,3,...,12} eftersom
summan av tva térningskast maste ligga i denna méngd. Fran Definition 2.2.4
(punkt 2) foljer det att px(z) = 0 da = inte &r nagot talen 2,3,...,12. Vidare
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berdknar vi

px(2) =P({(1,1)}) =1/36
px(3) =P({(1,2),(2,1)}) = 2/36
px(4) =P({(1,3),(3,1),(2,2)}) = 3/36
px(5) =P({(1,4),(4,1),(2,3),(3,2)}) = 4/36
px(6) =P({(1,5),(5,1),(4,2),(2,4),(3,3)}) =5/36
px(7) =P({(1,6),(6,1),(2,5),(5,2), (3,4), (4,3)}) = 6/36
px(8) =P({(2,6),(6,2),(3,5),(5,3), (4,4)}) = 5/36
px(9) =P({(6,3),(3,6),(4,5),(5,4)}) = 4/36
px(10) =P({(6,4),(4,6),(5,5)}) = 3/36
px(11) =P({(5,6),(6,5)}) = 2/36
px(12) =P({(6,6)}) = 1/36.
Vi noterar att det ar storst sannolikhet att summan blir 7. A

Exempel 4.2.10. Den konstanta stokastiska variabeln X, definierad som
X(w) = a i Exempel 4.2.4, har en sannolikhetsfunktion som ges av px(a) =1
och px(z) =0da x # a. A

Det &ar praktiskt att utvidga definitionen av sannolikhetsfunktion till &ndliga
delméngder av R genom

px (V) = px(v1) + px(v2) +--- + px(vn),

diar V = {vy,v9,...,0,} C R med v, # v, da m # n. Detta talar om hur stor
sannolikheten &r att den stokastiska variabeln X antar ndgot av viardena i V.

Exempel 4.2.11. Lat A = {2,5} och lat X vara definierad som i Exempel
4.2.9. Vi far att

px(A) = px(2) + px(5) = 1/36 4+ 4/36 = 5/36,

vilket séger att sannolikheten &r 5/36 att summan blir antingen 2 eller 5. A

4.3 Oberoende stokastiska variabler

Precis som tva hindelser kan vara oberoende av varandra, kan ocksa tva sto-
kastiska variabler vara oberoende av varandra.

Definition 4.3.1. Lat X,Y vara tva stokastiska variabler pa sannolikhets-
rummet (2, P). Vi séiger att X och Y dr oberoende om de tva héndelserna

Ay ={w e : X(w) =z}
By={we:Y(w)=y}
ar oberoende for alla x,y € R, det vill séiga om

P(A, N By) = P(A,)P(By).

Att tva stokastiska variabler dr oberoende av varandra betyder saledes att
utfallet av den ena inte paverkas av utfallet av den andra stokastiska variabeln.
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4.4 Exempel pa fordelning: For-forsta-gangen-fordelning

Som namnet antyder sa upptriader en stokastisk variabel med denna férdelning
nir man vintar pa att nagot skall hinda for forsta gangen. Antag att vi kastar
en tarning ett upprepat antal ganger tills vi far en sexa. Vad &r sannolikheten
att vi behover kasta tarningen precis k ganger? Denna sannolikhet rédknar vi
ut pa foljande sétt: Lat p vara sannolikheten for att den ¢nskade héndelsen
intréffar - i fallet med térningen &r p = 1/6. Sannolikheten att héndelsen inte
intraffar dr saledes 1—p. Detta betyder att sannolikheten for att handelsen inte
intréffar pa k — 1 forsok ér (1 —p)F~! (da vi antar att forséken &r oberoende).
Detta maste vi sedan multiplicera med sannolikheten att hindelsen faktiskt
intraffar i det k:te forsoket, det vill sdga p. Alltsa, sannolikheten att hindelsen
intréffar efter precis k forsck #r (1 —p)¥~!p. En stokastisk variabel X som har
sannolikhetsfunktionen

px(k)=(1—-p)F1p for k=1,2,... (4.2)
kallar vi for-forsta-gangen-fordelad.

Exempel 4.4.1. Lat oss definera ett sannolikhetsrum och en stokastisk va-
riabel X som &r relaterade till for-forsta-gangen-fordelningen. Antag att vi
kastar en térning n ganger. Vi later (2 vara méngden av alla ordnade foljder
av lingd n, bestaende av heltal mellan 1 och 6. Till exempel tillhor f6ljden
(1,1,2,6,4,...,2) mingden Q. Vidare definierar vi X (w) att vara den position
i foljden dér den forsta sexan finns; exempelvis sa ar

P((1,1,2,6,4,...,2)) = 4.

Vi sétter &ven X (w) = 0 om det inte férekommer nagon sexa i foljden. Den
stokastiska variabeln X kommer enligt tidigare resonemang att ha foljande
sannolikhetsfunktion

1

5k—1
pX(k):<1—6> _:6—k om ]{76{1,2,...,7’1},

px(0) = (1-1/6)",
px(z)=0 om x¢{0,1,2,...,n}.

Vi noterar att for £k = 1,2, ...,n sammanfaller denna funktion med sannolik-
hetsfunktionen for en for-forsta-gangen-fordelad stokastisk variabel. A

Exempel 4.4.2. Antag att vi singlar en slant, diar sannolikheten for att fa
krona eller klave &r 1/2. Sannolikheten att fa den forsta kronan i det k:te
kastet ar
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Anmirkning 4.4.3. Det &r nu litt att missleda sig sjidlv med foljande tan-
kegang: Om jag har fatt 10 klavar pa en rad da jag singlar en slant sa maste
sannolikheten vara stor, det vill séiga mycket storre dn 1/2, att det blir en kro-
na i nésta kast. Darfor ar det fordelaktigt att satsa ett storre belopp pa denna
héndelse. Detta resonemang leder en tyvéirr direkt till fattighuset, eftersom vi
antar att de olika kasten &r oberoende. Detta betyder per definition att nista
kast med myntet inte beror pa de tidigare — alltsa &r sannolikheten fortfarande
1/2 att vi far en krona i nésta kast! Vad vi har réknat ut i Exempel 4.4.2 r
sannolikheten att vi far ett givet antal klavar och sedan en krona.

Ovningar

Ovning 4.1. Vad ir sannolikheten att du far tva ettor forst i 7:e forsdket vid
kast med tva térningar?

Ovning 4.2. Antag att du kastar tre tirningar samtidigt, och definierar den
stokastiska variabeln X till att vara antalet ettor som kommer upp. Berdkna
sannolikhetsfunktionen for X.

Ovning 4.3. Lat X och Y vara tva oberoende stokastiska variabler pa san-
nolikhetsrummet (€2, P). Visa att

PHweQ: X(w)=kochY(w)=1})
=P{H{weQ: X(w)=k}HP{we :Y(w)=1}).
Ovning 4.4. Lat X vara antalet sexor som kommer upp, och lat Y vara

antalet femmor som kommer upp, vid kast med tva térningar. Visa att X och
Y inte dr tva oberoende stokastiska variabler.
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5 Konvergens och summor

5.1 Konvergens av talféljder

Betrakta foljden 1/2,1/3,1/4,.... Man ser att denna foljd av tal langsamt
nérmar sig 0, &ven om alla tal i foljden &r strikt storre dn 0. Vi séger att
foljden konvergerar mot 0. I detta avsnitt ska vi goéra en exakt definition av
konvergens, och se att den stdmmer 6verens med ovanstaende intuition.

Definition 5.1.1. En upprikning av oéndligt manga (inte nédvindigtvis oli-
ka) reella tal aj,az,as, ... kallas for en talféljd och betecknas {a,}52 ;.

Definition 5.1.2. Lat {a,}°; vara en talf6ljd, och a € R. Vi séger att
talfoljden {a,}>2, konvergerar mot a om det for varje e > 0 finns ett positivt
heltal N sadant att

a—e<ap<a-te

for varje heltal n > N. I detta fall séger vi att talfoljden {a,, }>2, &r konvergent,
skriver

lim a, = a,
n—oo

och kallar a for ett grinsvdrde till {a,}°2 . En f6ljd som inte dr konvergent
ségs vara divergent.

Exempel 5.1.3. Lat a, =1+ 1/n. Vi har alltsa att

3 4

2’ e

Tag € > 0. Da finns det ett positivt heltal N sadant att N > 1/¢, det vill sdga
sadant att € > 1/N. For varje n > N giller 1/n < 1/N < € och ddrmed

ar =2, as=

1
1+4—<1+e
n

Dessutom giller
1
l—e<l<l+4—.
n

Alltsa har vi visat att lim, . a, = 1, det vill séga att talféljden {a,}5,
konvergerar mot 1. A

Exempel 5.1.4. Lat ¢; = 0,c2 = 1,¢3 = 0,¢c4 = 1,.... Talf6ljden {c, }>2, &r
divergent. Detta kan bevisas med hjilp av foljande motsigelseargument.
Antag att foljden {c,}22, &r konvergent och att ¢ € R &r ett gransvirde till
foljden. Lat e = 1/4. Enligt antagandet finns det ett positivt heltal N sadant
att ¢ — e < ¢, < ¢+ € for varje n > N. Vilj nu ett jimnt heltal m > N. Da ar
¢m = 1 och ¢ = 0. Men vi vet ocksa att ¢, < ¢+ € och att ¢ — € < ¢py1.
Eftersom € = 1/4 sa betyder detta att

1 1 1
c:(c—e)—l——<cm+1+—:Z och att Z:cm—1<(c—l—e)——:c,

4 4 4
det vill siga att ¢ < 1/4 och ¢ > 3/4. Detta #r en omojlighet. Alltsa kan det
inte finnas ¢ € R sadant att lim,,_,~, ¢, = c. A
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Exempel 5.1.5. Lat a; = 1,a2 = 2,a3 = 3, .... Denna foljd vixer obegrinsat
och kan darfor inte konvergera mot nagot reellt tal. A

Foljande sats dr mycket viktig, och har diskuterats i [1], och vi uteldmnar
dérfor beviset for den. Satsen visar pa en av de mest grundliggande egenska-
perna hos de reella talen.

Sats 5.1.6. Lat {a,}22, vara en talfoljd. Antag att {an}32, dr vixande,
det vill siga att a1 < az < az < ---, och att talféljden {a,}>2, dr uppat
begransad, det vill sdga att det finns ett C' € R sadant att a,, < C for varje
n=1,2,3,.... Da finns ett tal a € R sadant att

lim a, = a.
n—oo

5.2 Summor
Detta avsnitt kommer att dgnas at odndliga summor av typen
a;+azx+az+---.

Vi har tidigare stott pa en sadan summa i Definition 2.2.4 och i Sats 2.2.9,
men om man ska vara nogrann sa har vi aldrig definierat vad som menas med
detta.

Vi borjar med att introducera en mycket vanlig notation. Lat N < M vara

heltal och an,an+1,ant2,...,ay vara reella tal. Vi infér notationen
M
E ap =aN +tany+1 Fany2- -+ an.
n=N

Det kan vara virt att papeka att denna summa bara innehaller ett dndligt
antal, M — N + 1 stycken, termer och hur man adderar ett dndligt antal tal
till varandra behover vi inte definiera. Summasymbolen ¥ &r bara ett kortare
sétt att skriva detta pa.

Exempel 5.2.1. Lat a1 =1, ag = 3, a3 = 1/2, ay = —1 och a5 = —1/3. Da

ar
3 5 4
Zan:7/2, Zan:19/6 och Zan:—l.
n=2 n=1 n=4
A
Definition 5.2.2. Lat a1, a9, as, ... vara reella tal och lat

Sy=a1+ay+---+ayn

for varje heltal N > 1. Alltsa har vi att Sy = a1, So = a1+as, S3 = a1 +as+as
och sa vidare. Om talféljden {Sn}37_; &r konvergent med grénsvirde S sa
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séger vi att den oéndliga summan ay + as + ag + --- konvergerar till S och

skriver

o0
S=a;+ay+ag+--- och Zan:S.
n=1

En oéndlig summa som konvergerar till nagot reellt tal sigs vara konvergent.

En oédndlig summa som inte &r konvergent sigs vara divergent.

Exempel 5.2.3. Lat oss betrakta den oéndliga summan 1/2+1/4+1/84---.

Denna summa #r konvergent och uppfyller:
o
1
=1
n=1

Lat oss visa detta. Skriv

Sy—spiylo 1
N=9717T3g N

for N =1,2,.... Observera att
1 11 1 1 1

2 4 8 16

Genom att jamfora (5.1) och (5.2) ser vi att

1 1

1 1
RN =N TSN =5 T o

Dérmed géller

1 1 1
Sv=2 (g gvm) =l aw

och vi ser att limy_o0 Sy = 1 eftersom limpy_ o0 1/2N =0.

(5.1)

(5.2)

A

Det finns ett mycket kraftfullt kriterium for nér oédndliga summor &r kon-
vergenta. Satsen séiger lite ledigt uttryckt att om summans svans kan goras
godtyckligt liten sa konvergerar summan. Detta kommer att anvindas flera
ganger framover. Beviset for denna sats finns i de flesta grundlédggande bocker

i matematisk analys, exempelvis i [7], men ingar inte i denna kurs.

Sats 5.2.4 (Cauchys konvergenskriterium). Betrakta en odndlig summa ay +
as + az + ---. Denna summa dr konvergent om och endast om det for varje

€ > 0 finns ett heltal J > 1 sadant att

M
—€< > an<ce
n=N
for alla heltal N, M som uppfyller J < N < M.
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5.3 Absolutkonvergens

Ség att vi har en oéndlig konvergent summa, och dndrar om ordningen pa
termerna. Far vi da en ny konvergent summa med samma grinsvirde? En
miérklig fraga kan tyckas, och &nnu mérkligare kanske man kan uppfatta svaret.
Nej, generellt sett far vi inte det, vilket foljande exempel visar:

Exempel 5.3.1. Betrakta talfcljden som ges av

_q _ 1 1 1 1 1
ap =1, Gy = ’ a3_27 a4 = 27 CL4—3, a5 = 37
Man visar enkelt att -
Zan =0.
n=1
Ett sitt att kasta om termerna aq,as, as,... pa ir att skriva
1 1 1 1
bi=1, by==, by3=-1, by==, bg=-, bg=—=, ...
1 ) 2 27 3 ) 4 37 5 47 6 27 3

men nir man understker denna talfoljd ndrmare visar det sig att den oéndliga
summan by + by + b3 + - -+ konvergerar och att

o0
Z b, ~ 0.6931.
n=1

Alltsa har vi ett exempel pa en summa som konvergerar till 0, men om man
kastar om termerna konvergerar till ett annat tal. A

For att ta reda pa vilka summor som inte beter sig sa hér infér vi begreppet
absolutkonvergens. 1 denna definition behover vi dra begreppet absolutbelopp
till minnes. Absolutbeloppet av ett reellt tal a betecknas med |a| och definieras
som —a om a dr negativt och som a om a inte &r negativt. Exempelvis har
vi att | — 47| = 47, |3/2] = 3/2 och | — 1.25| = 1.25. En viktig egenskap for
absolutbeloppet dr att |a £ b| < |a| + |b] for alla reella tal a och b.

Anmirkning 5.3.2. Med hjilp av absolutbelopp kan vi formulera om Defi-
nition 5.1.2 pa foljande sétt: En talfoljd {a,}52, sdgs konvergera mot ett tal
a om det for varje € > 0 finns ett heltal NV > 1 sadant att

lan, —al <€
for varje n > N.

Definition 5.3.3. En odndlig summa a1 + as 4+ ag+ - - - ségs vara absolutkon-
vergent om den odndliga summan |a| + |az| + |ag| + - - - &r konvergent.

Héar finns det en liten teknikalitet att poangtera. Lat den oédndliga summan
ai1+as—+as—+-- - vara absolutkonvergent. I Definition 5.3.3 séiger vi inget om att
den oéndliga summan a4+ as+as+- - - maste vara konvergent i vanlig mening.
D& kan man ju fraga sig om en o#indlig summa kan vara absolutkonvergent
men inte konvergent. Sa &r det naturligtvis inte, och vi boérjar med att visa
det.
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Sats 5.3.4. Lat a1 +as +as+--- vara en absolutkonvergent odndlig summa.
Da dr summan ocksa konvergent.

Bevis. Tag € > 0 Per definition &r summan |a1| + |ag| + |as| + - - - konvergent.
Enligt Cauchys konvergenskriterium (Sats 5.2.4) finns da ett heltal J > 1

sadant att
M
D Jan| <
n=N

for alla heltal M > N > J. Eftersom

M
> an
n=N

M

< Z |an|

n=N

sa foljer
<e€

M
> an
n=N

for alla heltal M > N > J. Det senare dr bara ett annat sitt att skriva

M
—e< Zan<e
n=N

och dédrmed uppfyller den odndliga summan a; + ag + as + --- Cauchys kon-
vergenskriterium, vilket betyder att den ar konvergent. O

Nu &r det dags for den huvudsakliga anvindningen av begreppet absolutkon-
vergens:

Sats 5.3.5. Antag att den odndliga summan ay+ as+az—+--- dar absolutkon-
vergent. Lat by, ba, b3, ... vara en omkastning av termerna a1, as,as, . ... Da dr
dven den odndliga summan by + by + bg + - -+ konvergent och

0o 00
E an, = E by,
n=1 n=1

Bevis. Lat S = a1 4+as+ag+--- ochtage > 0. For N =1,2,3,..., lat
Sy=ai1+as+---+ay OCth:b1+b2+"'+bN.
Att den oédndliga summan a; + az + a3+ - - - dr absolutkonvergent betyder att

den o#ndliga summan |a1| + |az| + |as| + - -+ &r konvergent och enligt Cauchys
konvergenskriterium finns ett heltal J > 1 sadant att

M €
> an| < 5 (5.3)
n=N
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for alla heltal N, M med J < N < M. Eftersom foljden {Sy}3_; konvergerar
mot S s kan vi dessutom enligt Anmérkning 5.3.2 vilja J sa stort att

€
Sr—98 <.
157 =51 <35
Att by, b9, bs,... dr en omkastning av termerna aq,as,as,... betyder att det
finns en f6ljd av heltal ni,ns, ns, ... i vilken varje heltal 1,2, 3, ... féorekommer

precis en gang och sadan att
bl = Qny, b2 = Qngy, b3 = Qng,

Om vi nu véljer K > J tillrackligt stort sa kommer alla talen 1,2,3,...,J att
férekomma bland n1,ns,n3,...,nK. Lat my, ma,...,m vara en uppriakning
av de tal bland ny,no,...,ng som &r storre &n J. Nu giller
SK=b1+b2+b3+"'+bK
=ap, t Qpy + Apg + -+ Gpp
=ar+ax+...+aj+ amy +amy + -+ Ay,
=S5+ am;, + Qmy + 0 F Gy -

(5.4)

Lat M vara det storsta talet bland mq,mo,ms3,...,my och N = J + 1. Ef-
tersom my, ma,ms, ..., mr, alla dr storre dn J sa &r M > N. Alltsa har vi att
J < N < M och dérmed visar (5.3) att

€
laji1| + lajpe| + -+ lan]| < 2

vilket far till f6ljd att
€
|amy |+ lamo| + -+ lam, | < lagal +lagpe] +-- +lan| < 5. (5.5)
Kombinera nu (5.4) och (5.5) med det faktum att
lcr +eatez 4 Fa| < el + ea| + ez 4+ 4 e
for alla reella tal ¢, ¢o,c3,...,c, och fa
‘SK_SJ‘ = |am1 + am, +"'+amL|
< am, | + [@m, [+ + [am, |
€
< —.
2
Nu foljer
‘SK—S‘ = ‘SK—SJ+SJ—S‘
< |8k = sy +15s -8
<€ n €
2 2
=€
Detta betyder att lim,_.o Sn = S, det vill siga att den odndliga summan

b1 + bs + b3 + - - - ar konvergent och konvergerar mot S. [l
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Lat A vara nagon uppriknelig odndlig méngd och rdkna upp elementen som
A = {a1,a9,as3,...} dir a, # a,, om n # m. Lat nu f vara en funktion
A — R. Om vi antar att den oéndliga summan f(aq) + f(as) + f(a3) +--- &r
absolutkonvergent sa séiger den ovanstaende satsen att summan konvergerar,
och att varje annat sétt att rdkna upp méngden A pa ger upphov till samma
virde pa summan. Detta betyder alltsa att summan av funktionens f vérden
pa upprikneliga méingden A dr oberoende av hur man riknar upp elementen
i A, och darfor anvéander vi notationen

> fla) (5.6)

acA

for detta viarde. Det ar viktigt att forsta att denna notation bara fungerar om
summan #r absolutkonvergent. Eftersom vi i summan (5.6) inte anger i vilken
ordning elementen i méangden A ska ridknas upp, sd maste summan vara sadan
att vi far samma virde oavsett ordning och det &r just det absolutkonvergensen
garanterar, enligt Sats 5.3.5.

Om méngden A dr dndlig och f : A — R anvinder vi samma beteckning for
den dndliga summan f(a1) + f(a2) + - + f(an) dir A = {a1,a2,...,an}.
Eftersom den &r dndlig sa ar &ven denna summa oberoende av i vilken ordning
man summerar termerna.

Exempel 5.3.6. Lat A ={-2,1,7,3/2}. Da giller

3
;(z@ﬂ):(2-(—2)+1)+(2-1+1)+(2-7+1)+(2-§+1> =17

och
3\ 2 205
2 — 2 — — 2 = —
E T = E xr° = <2> + 7 i
ze{ycA :y>1} z€{3/2,7}

A

Att en oédndlig summa dr absolutkonvergent betyder alltsa att vi kan summera
termerna, pa vilket séitt som helst och dnda fa samma svar, och dessutom utan
att fa nagra konvergensproblem. Lat oss utan bevis skriva upp fyra viktiga
tillampningar av detta:

1. Lat A vara en uppriknelig, oindlig méngd och A = BUC déar B och C
dr odndliga méngder som uppfyller B N C' = @. Antag att den odndliga
summan ), f(x) dr absolutkonvergent. Da &r de oéndliga summorna
Y wep f(@) och >~ .~ f(x) absolutkonvergenta och

S ) =) f@)+ > f@). (5.7)

z€A z€EB zeC
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2. Allmént géller att om en odndlig summa ) ., f(z) dr absolutkonver-
gent sa dr dven ) _p f(x) absolutkonvergent for varje oéndligt B C A.
Om }° 4 f(z) dr absolutkonvergent sa géller dessutom

Yo If@I< Y 1f (@) (5.8)

zeB T€EA

for varje B C A.

3. Lat A= AjUA3UA3U- - - vara en uppriknelig méngd, dar Ay, As, As, ...
ar parvis disjunkta. Antag att den oéndliga summan ) __, f(x) dr ab-
solutkonvergent. Lat S, = > ., f(v) for n = 1,2,3,.... Da dr den
oandliga summan S + So + S3 + - - - absolutkonvergent, och

D f@)=Si+ S+ =D fl@)+ Y f@)+-.  (59)

TEA z€A €A

4. Antag att de oéndliga summorna S1 = a;+ag+--- och So = by +by+---
ar absolutkonvergenta och lat (i1, j1), (i2, j2), ... vara en uppréikning av
elementen i méngden {(7,7) : 4,7 = 1,2,...}. Om vi sétter ¢ = a;,bj,
sa giller det att

c1+c+teg+--+=5195. (5.10)

Det som hénder hir dr alltsa att vi tar en term ur summan S; och en
term ur summan Sy och multiplicerar dessa. Alla sddana kombinationer
rdknas upp som ci,co,C3,..., och produkten S1S2 &r helt enkelt den
odndliga summan ¢y +co +c¢c3+ - -.

Detta kan jamforas med vad som hénder i det dndliga fallet. Lat S; =
aj + as 4+ ag och S = by + by. Da har vi ju att

5152 = a1b1 + a1bs + asby + asby + agzby + agbo,

det vill sdga att produkten S1S2 &r summan av alla produkter a;b; dér
a; kommer fran summan S; och b; kommer fran summan Ss.

Bevis av Sats 2.2.9. Vi paminner om att = {wq,ws,ws ...} Lat f(w,) = pn
forn =1,2,3,.... Eftersom py+pa+ps3+--- = 1loch |p,| = p, forn=1,2,3,...
sa dr den odndliga summan pi + ps + p3 + - - - absolutkonvergent, och dédrmed
ar ocksa den oéndliga summan ), f(w) absolutkonvergent for varje A C €2

Definiera nu

P(A) =) fw)

weN

for varje A C Q. Vi siitter ocksa P(@) = 0. Att punkt 1 och 2 i Definition 2.2.4
dr uppfyllda ar klart. For att visa att dven punkt 3 &r uppfylld, tag parvis
oférenliga handelser Ay, As, As, ... och notera att om

A=A 1UAUA3U---

32



sa géller enligt (5.9)

P(A) = fw)

wEA

=D f@+ D f@+ Y] fw)

weAL w€eAs wEA3
=P(A;) +P(Ag) +P(A3z) +--- . |

Ovningar

Ovning 5.1. Lat {a,}%, vara en konvergent talféljd. Visa att {a,}%; har
ett unikt gransvirde, det vill séga visa att om det finns a € R och a € R sddana
att bade

lim a, =a och lim a, = a
n—oo n—oo
sa maste a = a.
Ovning 5.2. Visa att 1/4+1/16 +1/64 + --- = 1/3, det vill séiga att
N3
=4 3

Observera att detta anvindes utan bevis i Exempel 2.2.11. Ledning: Jamfor
med Exempel 5.2.3.

Ovning 5.3. Antag att den oéindliga summan a; 4+as+as+- - - ir konvergent

och uppfyller
S = a.
n=1

Lat ¢ > 0 och visa att den oédndliga summan cai+cas+cas—+--- ar konvergent

och uppfyller
o0
Z can = ca.
n=1

Ovning 5.4. Det ir vilként att

TS P S
49 16 6
Anvind detta for att visa att de oéndliga summorna

1 1 1

— 14+ 4 = = ...
Si=l+g5+5+5+
och
[ S
271716 " 36

ar konvergenta. Bestdm ocksa S7 + Ss.
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6 Vantevirden

Sédg att du singlar slant fyra ganger. Som vi sett tidigare kan ett utfall w i
denna situation tolkas som exempelvis:

Slant 1: krona
Slant 2: krona
Slant 3: klave

Slant 4: krona.

En hdndelse A bestar av ett antal utfall och skulle kunna exempelvis kunna
vara:

A: Vi far ett udda antal kronor.

I Kapitel 4 métte vi stokastiska variabler som var ett tal som bestémdes av
det slumpmaissiga utfall vi just fatt. En typisk stokastisk variabel i detta fall
ar den som beskriver:

X: Antalet kronor bland de fyra slantsinglingarna.

Den stokastiska variabeln X far alltsa ett virde som beror pa utfallet. I utfallet
w ovan far denna stokastiska variabel virdet 3, vilket betyder att X (w) = 3.
Vi ser en stokastiskt variabel som ett slumpmaéssigt tal.

Fragan i detta kapitel 4r hur vi ska hantera forvantningar pa dessa stokastiska
variabler. Om vi singlar slant fyra ganger, hur manga kronor kan vi i genom-
snitt forvianta oss att fa? Det kdnns naturligt att svaret skulle vara 2, men
i den terminologi som introduceras i detta kapitel formulerar vi fragan som:
Vad dr vintevdirdet for den stokastiska variabeln X7

6.1 Definitioner och exempel
Definition 6.1.1. Lat (2,P) vara ett sannolikhetsrum och X en stokastisk

variabel pa Q. Antag att Q dr dndlig och skriv Q = {wi,ws,...,wn} dér
Wp 7# Wy om 1 # m. Vi skriver

E(X) = X(w)P({w1}) + X(w2)P({w2}) + -+ + X(wn)P({wn})
och kallar talet E(X) for vintevirdet for X.

Exempel 6.1.2. Lat 2 = {000,001, 010,011,100, 101,110,111} och definiera
ett sannolikhetsmatt P och en stokastisk variabel X pa €2 genom tabellen:
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w | PHw}) | X(w)
000 | 1/8 0
001 | 1/8 1
010 | 1/8 1
011 | 1/8 2
100 | 1/8 1
101 | 1/8 2
110 | 1/8 2
11| 1/8 3

Vi far att

E(X) = X (000)P(000) + X (001)P(001) + - - - + X (111)P(111)
1 1 1 1 1 1 1 1

41241242 2412492 2492.243.=2
8+ 8+ 8+ 8+ 8+ 8+ 8+ 8

Det finns ett naturligt sétt att tolka 2, P, och X i detta fall. Tolkningen &r att
vi singlar slant tre ganger, dér sannolikheten for krona och klave ér lika stora.
Exempelvis motsvarar utfallet 001 att vi far klave de tva forsta gangerna men
krona den tredje. Den stokastiska variabeln X motsvarar antalet ganger man
far krona, och véntevirdet for detta dr naturligtvis 1.5. A

For odndliga utfallsrum blir definitionen nagot mer komplicerad eftersom vi
maste hantera en oidndlig summa.

Definition 6.1.3. Lat (2,P) vara ett odndligt sannolikhetsrum och X en
stokastisk variabel pa . Om det finns en upprikning av utfallen som ) =
{wi,wa,ws, ...} dir wy, # wy, om n # m for vilken den oéndliga summan

X(w)P({wr}) + X(w2)P({w2}) + X (ws)P({ws}) + - (6.1)

ar absolutkonvergent sa séager vi att X ar integrerbar. Om X &r integrerbar sa
skriver vi

E(X) = 3 X(w)B({w}). (6.2)

we
Talet E(X) kallas for vintevdrdet for X.

Varfor blandar vi in absolutkonvergens héar? Jo, vi vill ju inte att vi ska fa olika
vantevirden om vi réknar upp elementen i ) pa olika sétt. Detta blir dock inget
problem om vi kraver att den odndliga summan ska vara absolutkonvergent,
fér som Sats 5.3.5 visar sa blir viardet detsamma oavsett ordning pa termerna
i detta fall.

Anmirkning 6.1.4. For enkelhetens skull séiger vi dven att en stokastisk
variabel X pa ett dndligt utfallsrum &r integrerbar, sa hédanefter betyder
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alltsa att X &r en integrerbar stokastisk variabel antingen att utfallsrummet
ar dndligt, eller att utfallsrummet &r oédndligt och att den odndliga summan
(6.1) &r absolutkonvergent. Observera att den dndliga summan i Definition
6.1.1 faktiskt kan skrivas just som (6.2). Alltsa géller for alla integrerbara
stokastiska variabler X pa ett sannolikhetsrum (€2, P), oavsett om € &r dndligt

eller ej, att
=D X(@)P({w}).
we

Exempel 6.1.5. Lat Q = {1,2,3,...}. Definiera ett sannolikhetsmatt P pa
2 som uppfyller P({n}) = 1/2™ for n = 1,2,3,.... Vi vet sedan tidigare
att >.>°,1/2" = 1 sa denna definition ger verkligen ett sannolikhetsmatt.
Definiera vidare en stokastisk variabel X pa €2 genom

w| X(w)
1 0
21 -1
3 1
4| =2
5 2
6|—-3
Det gar att rikna ut att
1 1 1 1 1 2
0-§+1-Z+1-§+2-E+2 3—2+3 a—g
Darmed dr summan
1 1 1
——1--4+1- ——2 2. — —
0- 2 4+ 8 16+ 32 3 64+

absolutkonvergent. Det betyder alltsa att X &r integrerbar, och att vi kan
bestimma véntevirdet for X. Vintevirdet visar sig efter lite rdkningar vara

E(X) = X(DP({1}) + X(2)P({2}) + XB)P({3}) +
1 1 1

1
gttt 64

Ett sitt att tolka detta exempel pa &r foljande: Ténk dig att du och en kompis
spelar ett spel dér ni singlar slant. Du bérjar och ni singlar slant tills nagon
far krona. For varje slantsingling maste man ldgga ett guldmynt i potten, och
den som forst far krona vinner potten. Utfallen 1,2,3,... tolkas som antalet
slantsinglingar som krévs innan nagon far krona, och den stokastiska variabeln
X beskriver hur mycket du vinner pa spelet, enligt tabellen ovan. Exempelvis
vinner du ju tva guldmynt om krona kommer upp efter fem slantsinglingar,
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da har du singlat slant tre ganger, och din kompis tva ganger. Det &r ocksa
du som far krona forst i detta fall, och ddrmed vinner. Detta skrivs X (5) = 2.
Men om krona kommer upp forst efter sex slantsinglingar sa dr det ju din
kompis som vinner, och du forlorar da de tre guldmynt du lagt i potten. Det
senare betyder att X (6) = —3.

Det visar sig alltsa att E(X) = —2/9, vilket betyder att detta inte #r nagot
bra spel for dig; du kan ndmligen forvinta dig att i snitt forlora 2/9 guldmynt
pa spelet. Men spelet &r desto béttre for din kamrat. A

6.2 Grundliggande egenskaper

Sats 6.2.1. Lat (2, P) vara ett sannolikhetsrum och X en integrerbar stokas-
tisk variabel pa . Lat

V={zeR: X(w) =2z for nagot w € Q}.

Da dr mangden V' upprdknelig och

:Zx'PX(l‘)

eV

Bevis. Lat oss forst visa att méngden V ar uppriknelig. Eftersom €2 ar uppriknelig
kan vi skriva Q = {wp, w1, ...}, vilket ger att V = {X(wp), X (w1),...}. Vi de-
finierar z; = X (w;) for i = 0,1,2, ..., vilket ger en upprikning av V' som

V ={xg,z1,...,}.

Kom ihag att det inte spelar nagon roll hur manga ganger vi upprepar oss néar
vi réknar upp elementen i méngden. Lat oss nu definiera

Qp, ={weQ: X(w) =1z},

det vill sdga méngden av alla element i € for vilka den stokastiska variabeln
X antar vardet x;. Notera att

Q=0 UQy UQy, U+

och att
Qp, NQy, = sd snart i # j.

Vi paminner oss om definitionen av vintevirde:

E(X) = X(w)P({w1}) + X (w2)P({wa}) + -+ = > X(w)P({w}).

we

Eftersom X ir integrerbar sa far vi summera termerna i vintevirdet i vilken
ordning vi vill. Vi viljer att gruppera termerna i grupper av w, for vilka X
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antar samma virde; med andra ord grupperar vi termerna efter méngderna
Quos Qgyy - ... Alltsa

=Y XWP{wh = Y XWP{wh) + Y XwP({w}) +
weN wEon wEQzl

Att vi far dela upp en absolutkontinuerlig summa pa detta sétt foljer fran
ekvation (5.9). Vi vet, fran definitionen av Q,, att X (w) = z; for allaw € Q.
Vi kan dérfor skriva

E(X)=z Y PHwh+z1 Y PHw})+

W€z wEQg,
Notera att
> P{{w}) =P(Q,) =P{w € Q : X(w) = z}) = px (),
WEQy,;

vilket slutligen ger oss att

E(X) = zo - px(z0) + 21 - px (1) Z:E px(z 0
zeV

Poingen med denna sats dr att det ricker att kidnna till sannolikhetsfunktionen
px for en stokastisk variabel X for att kunna beréikna véntevirdet E(X).

Exempel 6.2.2. Lat X vara en for-forsta-gangen-fordelad stokastisk variabel
med parameter p = 1/2 pa ett sannolikhetsrum (2, P). Vi vet da fran Avsnitt

4.4 att

1 k
px(k) = <§> for k=1,2,3,...

och ddrmed kan vi med hjélp av Sats 6.2.1 bestimma vantevirdet till

- —k 1 1 1
(X)=> k-px(k)=> =3 t1Tgt 2
k=1 k=1
eftersom {z € R : X(w) = x for nagot w € 0} ={1,2,3,...}. A

Sats 6.2.3. Lat (2, P) vara ett sannolikhetsrum och X och 'Y wvara integrerbara
stokastiska variabler pa Q. Om X och Y dr likafordelade sa gdller

Bevis. Att X och Y ér likaférdelade betyder enligt Definition 4.2.6 att px (z) =
py (z) for alla x € R. Lat

Vx ={x € R : X(w) =z for nagot w € Q}

och
VW ={z€R: Y(w) =2x for nagot w € Q}.
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Enligt Sats 6.2.1 géller

E(X) = Z z-px(z) och E(Y)= Z x - py (z).

zeVx zeVy
Lat
Wx ={x€Vx : px(z) #0} och Nx={zeVy :px(z)=0}.

Notera att Vx = Wx U Nx och att Wx N Nx = @. Alltsa har vi att

E(X)= Y =z-px(z)

zeVyx

= Z z-px(x) + Z z - px(x)

zeWx ze€Nx

= Z x-px(x)+0

zeWx

= 3 apxla),

zeWx

och pa samma sétt att
EY) = Z x - py ()
zeWy
dér
Wy ={z € W : py(x) # 0}.

Lat oss visa att Wx = Wy Till att borja med, tag x € Wx. Da giller x € Vx
och px(x) # 0. Men eftersom px(z) = py(z) sa maste dven py(x) # 0. Det
senare betyder per definition att P({w € Q : Y(w) =x}) # 0, och dédrmed
foljer {w € Q : Y(w) = x} # @. Alltsa finns w € Q sadant att Y (w) = z.
Detta visar att « € Vy-, vilket tillsammans med py (z) # 0 ger oss att z € Wy-.
Eftersom x € Wx var godtyckligt betyder detta att Wx C Wy. Att visa att
Wy C Wx gors pa samma sétt, och darmed foljer Wx = Wy-.

Nu far vi att

E(X)= Y z-px(x)

zeWx

= Z x - py(x)

zeWx
— Z z - py(2)
zeWy
= E(Y). O

Sats 6.2.4. Lat (2, P) vara ett sannolikhetsrum och X och'Y vara integrerbara
oberoende stokastiska variabler pa ). Da dr den stokastiska variabeln XY
integrerbar och

E(XY)=E(X)E(Y).
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Bevis. Vi infor foljande notation for vardeméngderna for de tre stokastiska
variablerna X, Y och Z = XY

Vx ={X(w) : weQ}

W ={Y(w) :weQ}

Vy ={X(w)Y(w) : we}
och later x1, xs,. .. vara en uppriakning av Vx och 1, yo, ... en uppriakning av
V4. Vi ska nu visa att

z21pz(21) + zopz(22) + - = E(X)E(Y)

for varje upprikning 21, zo,... av Vz. Detta visar att XY &r integrerbar och
att E(XY) = E(X)E(Y). Fran Sats 6.2.1 far vi att

EXEY)=| Y apx(@) | | D wpr(v)

reVx yeVy
Eftersom bada summorna &r absolutkonvergenta, sa kan vi enligt (5.10) skriva
produkten pa foljande sétt:
E(X)E(Y) = Z ziy;px (z:)py (¥5),
(1.4)el

dir I = {(4,7) : 4,7 =1,2,...}. Om vi later I = {(i,j) € I : z;y; = 2} for
k=1,2,...,safar vien uppdelning I = UL U--- dar [ N[ =@ dak # 1.
Fran (5.9) far vi

E(X)EY)= > zypx(@)py(y)+ Y wypx(@)py (y;) + -

(,5)€h (i,4)€12
=21 Z px (zi)py (y;) + 22 Z px(zi)py (y;) + - -
(1,5)en (i,)€l2

D& X och Y antas vara oberoende, sa foljer det fran Ovning 4.3 att
px(zi)py (yj) =P({w € 2 : X(w) =2:})P({w e @ : Y(w) = y;})
=P({w e Q: X(w)=ug; och Y(w) =y,}).
Lat (i1,71), (i2,72), ... vara en upprékning av elementen i I,. Da géller det att
{we : X(w) = ochY(w) =y, }
Uf{fwe: X(w) =4, ochY(w)=yj,}U---
={weQ: X(wY(w) =2}

eftersom méangden I, bestar av just de (4, j) sadana att x;y; = zj. Dérav foljer
det att

3 P{weQ: X(w) = och Y(w) =y;})
(6,9)€l,
= ]P({w €N X(wY(w) = Zk})

= pz (k).
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Alltsa har vi visat att
E(X)E(Y) = z1pz(21) + 22pz(22) + -+,
for varje upprikning zi, zo,... av V. ]

Det &r viktigt att notera att de stokastiska variablerna X och Y maste vara
oberoende for att satsen ska gélla.

Ovningar

Ovning 6.1. Lat X och Y vara integrerbara stokastiska variabler pa ett san-
nolikhetrum (2,P). Antag att X + Y &r integrerbar och visa att

E(X +Y) =E(X) + E(Y).

Har kraver vi alltsa inte att de stokastiska variablerna 4r oberoende.
Overkurs: Visa att X + Y alltid ar integrerbar da X och Y &r integrerbara.

Ovning 6.2. Lat X vara en stokastisk variabel pa (Q,P) och definiera X
genom X (w) = a for alla w € Q. Visa att X &r integrerbar.

Ovning 6.3. Lat X vara en stokastisk variabel pa (Q,P) och definiera X
genom X (w) = a for alla w € Q. Berédkna E(X).

Ovning 6.4. Antag att du kastar en tiirning 10 ganger. Vi definierar, precis
som i Exempel 4.4.1, den stokastiska variabeln X till att vara den forsta gangen
en sexa kommer upp. Om ingen sexa har kommit upp efter 10 kast, definierar
vi X till att vara 0. Berékna vantevirdet for X.
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7 Stora talens lag

7.1 Introduktion och formulering av satsen

Da vi forsoker skapa oss en sannolikhetsmodell av ett verkligt forlopp sa maste
vi ha nagon vigledning nér det giller att vilja sannolikhetsmattet. Hur gor
vi detta? Antingen upprepar vi forsoket och noterar de relativa frekvenser-
na av utfallen, varefter vi definierar sannolikhetsmattet efter dessa, eller sa
argumenterar vi for att nagot annat sannolikhetsmatt dn det valda skulle fa
absurda konsekvenser. Lat oss argumentera for att vi ska vilja sannolikheten
1/2 for hindelsen att krona kommer upp da vi singlar en slant. Enligt den
forsta metoden sa singlar vi slanten 1000 ganger och antecknar hur manga
kronor som kommer upp. Dérefter delar vi detta antal med 1000 och defini-
erar sannolikheten for krona till att vara detta tal. Av manga sadana forsck
genom tiderna sa vet vi att ju langre vi fortséitter, desto ndrmare 1/2 kommer
vi. Istéllet for att genomfora dessa tidskrdvande (men ytterligt réttvisande)
experiment, sa kan vi argumentera pa foljande sitt: Om vi singlar en slant
som dr helt symmetrisk sa borde det vara lika stor sannolikhet att den ena
sidan kommer upp som den andra. I annat fall sa finns det nagon ”mekanism”
i naturen som gor att en av sidorna pa det helt symmetriska myntet foredras.
Detta gar tvirs emot var intuition om hur vérlden fungerar och vi utesluter
detta fall, om vi inte tror att vi &r ett nytt naturfenomen pa sparet.

Lat oss nu vinda pa problemet. Lat utfallsrummet  besta av elementen
w1 ="krona” och wy ="klave”, och definiera P({w1}) = P({ws2}) = 1/2. Vi si-
mulerar n forsok genom att definiera de stokastiska variablerna X1, Xs,..., X,
med X;(wi) = 1 och X;(we) = —1 for i = 1,2,...,n. Det foljer direkt att
E(X;) = 0 for alla 4. Vi definierar slutligen den stokastiska variabeln Y, till
att vara medelvardet av de 6vriga variablerna

1
Vo= (K14 Xot oo+ X))

Var intuition sédger oss att det borde vara storst sannolikhet att Y, antar
vardet 0, vilket motsvarar att vi far lika manga kronor som klavar; det var ju
trots allt pa detta sétt vi kom fram till sannolikheten 1/2 for krona och klave.
Vore det inte pa detta vis, sa skulle vi férmodligen tycka att det &r nagot fel pa
var teori. Detta dr dock inte uppenbart och Stora talens lag uttrycker denna
formodan pa ett mer precist sétt.

Sats 7.1.1. Lat (Q,P) vara ett sannolikhetsrum och lat X1, Xs, ..., X, vara
oberoende och lika fordelade stokastiska variabler, ddar E(X;) = p for alla i.
Satt

|
Y, = ;(X1+X2+---+Xn>.
Da gdller det att

lim PflweQ: p—e<Yy(w)<p+e})=1,

n—o0
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for alla € > 0.

I fallet da vi singlar en slant kan vi uttrycka det sahér: Oavsett hur litet inter-
vall kring 0 vi viljer, till exempel [107?,107Y], s& kan vi, genom att upprepa
forsoket tillrdckligt manga ganger, se till att medelvirdet hamnar i detta in-
tervall med stor sannolikhet. Eller, uttryckt med ord: Ju fler oberoende forsok
vi gor, desto nidrmare kommer vi fallet da (relativt sett) hélften av forsoken
ger krona och héilften klave.

7.2 Bevis av Stora talens lag

For att visa Stora talens lag, sa anvinder vi oss av tva olikheter: Markovs
olikhet och Tjebysjovs olikhet. Vi bevisar forst Markovs olikhet och anvinder
oss sedan av den for att bevisa Tjebysjovs olikhet. Slutligen anvénder vi Tje-
bysjovs olikhet for att bevisa Stora talens lag.

Sats 7.2.1 (Markovs olikhet). Lat (Q2,P) vara ett sannolikhetsrum och lat' Y
vara en integrerbar stokastisk variabel pa (Q,P) sadan att Y (w) = 0 for alla
w € Q. Da gdller det att

P{weQ: Y(w)>a}) < %E(Y)

for alla a > 0.

Bevis. Lat oss definiera méngden V', av reella tal, som
V={Y(w) : we N},

det vill sdga V bestar av alla mojliga virden som Y kan anta. Fran Sats 6.2.1
och Sats 5.3.5 far vi att

E(Y) = Z xpy (x) = Z xpy (x) + Z zpy (z),
zeV ze{yeV y<a} ze{yeV:y=a}

dér Sats 5.3.5 garanterar att vi far dela upp summan i tva delar. D& vi har
antagit att Y (w) &r positiv sa dr > 0 for alla z € V, och av detta foljer att
bada termerna i summan ovan #r positiva. Darfor kan vi ta med endast den
andra termen och fa olikheten

EY) > Z xpy ()
ze{yeV :y=a}

Eftersom x > a i denna summa sa kan vi byta ut z mot a i olikheten, vilket
ger oss

EY)>a Z py(z) = aP({w : Y(w) > a}).
ze{yeV :y=a}
Dividerar vi med a, som vi har antagit &r skild fran 0, sa erhéaller vi
1

P{w : Y(w) >a}) < EIE(Y). O
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Sats 7.2.2 (Tjebysjovs olikhet). Lat (2,P) vara ett sannolikhetsrum och lat
X wara en integrerbar stokastisk variabel pa (Q2,P) med E(X) = u. Definiera

o= /E((X — p)?). For alla k > 0 gdller det att

P(lweQ: |Xw) - ul > ko)) < %

Bewvis. Vi noterar forst identiteten
{weQ: | X(Ww)—p|l=kot={weQ: (X(w)—p?=k0o%},

vilken géller eftersom bade k och o &r positiva. Nu anvéinder vi oss av Markovs
olikhet med Y = (X — u)? och a = k?02.

P{weQ: [X(w)—p| = ko)) =P({weQ: (X(w) —p)? = k0?})

Nu paminner vi oss om definitionen av ¢ och far att
E(Y) = E((X - p)2) = o2,
vilket ger oss

P({weQ: |Xw)—ul > ko)) < %

Detta avslutar beviset av Tjebysjovs olikhet. O

Anmirkning 7.2.3. Tjebysjovs olikhet &r intressant i sig, och inte bara ett
hjalpmedel for att bevisa Stora talens lag. Olikheten sdger att sannolikheten
att den stokastiska variabeln X antar ett védrde x, blir mindre ju lingre bort
fran véintevardet x ligger. Avstandet méits i enheter av o, vilket vanligen kallas
for standardavvikelsen for X . Detta stimmer bra med var intuitiva uppfattning
om vintevirdet som det virde man forvantar sig att den stokastiska variabeln
antar.

Med hjalp av Tjebysjovs olikhet kan vi relativt enkelt bevisa Stora talens lag.
Bevis av Sats 7.1.1. Vi definierar

0 = VE((X — p)?)
fori=1,2,...,n och

7= VE (Yo —1)?).

Eftersom X; ar likaférdelade sa géller det, fran Sats 6.2.3, att o; = o; for alla
i och j. Vi kallar detta gemensamma vérde for o. Vi visar, i Sats 7.2.4, att vi
kan uttrycka 7 med hjilp av o; ndmligen, 7 = o/y/n.
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Nu bevisar vi satsen genom att anvédnda Tjebysjovs olikhet, dér vi véljer den

stokastiska variabeln X till att vara Y,,. Eftersom /E((Y, — p)?) = o/y/n,

far vi fran Tjebysjovs olikhet att
1
P({we: Vaw) —pl > ko/Vi}) < 5.
Eftersom detta giller for godtyckligt k£ > 0, sa kan vi viillja k = ey/n /o, vilket

ger oss

o2

]P’({weQ DY (w) — pf 25}) < ol

Da P(A) alltid &r icke negativ (se Definition 2.2.4) erhaller vi, genom att ta
gransvirdet da n — oo pa bada sidor, att

Tim P({w €0 |Valw) — >5}> =0,
vilket ger att

lim P({weQ L [Yo(w) — g <g}> =1

n—oo

Detta kan vi skriva om pa formen

lim ]P’({wEQ : M—E<Yn(w)<u+€}> =1,

n—oo
som &r Stora talens lag. O
Sats 7.2.4. Lat X1,...,X, vara lika fordelade oberoende stokastiska variabler

med BE(X;) = p fori = 1,...,n och definiera Y,, = (X1 + -+ + X,,)/n. Da
gdller det att

fori=1,2,...,n.

Bevis. Lat oss boérja med att utveckla IEJ((XZ — ,u)2). Vi far, med hjilp av
resultatet i Ovning 6.1, att

E((Xi — u)2> =E(X? + ¢ = 2X;p) = B(X7) + i — 2uE(X,)

(7.1)
=E(X?) + p? — 20 = E(X7?) — 12

Nu utvecklar vi E((Yn — u)z) pa samma sétt:
E((Yn - u)z) =E(Y,?) + 1® — 2uE(Yy)
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Vi beréknar vidare E(Y},)

Det kvarstar nu att berikna E(Y,?)

E(Y?) =E (EZX’“> =5 E(XR) + 5> > E(XiX).
k=1 k=11

k=1 =k+1

Eftersom vi har antagit att X och X; &r oberoende, sa far vi fran Sats 6.2.3
att BE(X X)) = E(X,)E(X;) = u?, vilket ger att

1 < 2 — — 1< 2u®n(n—1)
EOR) =2 2 B0+ 2 D = ) B+ T
k=1 k=11=k+1 k=1

1 « 1
— EZE(XIE) — EMQ + u?.
k=1

Att det dr precis n(n — 1)/2 termer i summan ldmnas som en 6vning. Da
IE(X,%) = E(Xf) for alla k, enligt Sats 6.2.3, sa kan vi byta ut alla termer i
den kvarvarande summan mot E(X?):

1 1 1
E(Y?) = —nE(X?) = i + 1 = — (E(X?) = 1) + 12

Fran (7.1) far vi saledes
oy _ 1 2 2
E(Y?) = ;E((XZ w)?) + i,
Slutligen erhaller vi fran (7.2) att
1
E((V - w?) = B(v2) — 2 = —EB((X; - p)?),

vilket visar pastaendet i satsen. O
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Ovningar

Ovning 7.1. Lat oss atervinda till den stokastiska variabeln i Exempel 4.2.9.
Dér kastades tva tdrningar och den stokastiska variabeln X gav summan av de

virden som tédrningarna visade. Definiera en ny stokastisk variabel Y genom
Y (w) = X (w)? for alla w € Q. Beréikna E(Y).

Ovning 7.2. Definiera den stokastiska variabeln X som i Ovning 7.1. Beriikna
standardavvikelsen for X, d.v.s. berdkna

o= /E((X —p)?),
dar p = E(X).

Ovning 7.3. Antag att du kastar en sexsidig tirning dir sannolikheten &r
lika stor for nagon av sidorna att komma upp. Lat oss vidare tdnka oss att du
kastar tdrningen manga ganger och riknar ut medelvirdet fran de sidor som
kommer upp. Vad hénder med medelvirdet da du kastar tirningen ett stort
antal ganger?

Ovning 7.4. Du befinner dig pa en loppmarknad dér du helt pltsligt hittar
ett bord dér det finns 20 exemplar av en skiva som du linge har letat efter.
Forséljaren papekar dock att hilften av skivorna &r defekta, men han vet inte
vilka. Hur manga maste du minst kopa for att sannolikheten att du ska fa tag
1 minst en fungerande skiva ska vara storre dn 90%?
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A Extra traning i mangdlara och bevisforing

Hér kommer fyra tips pa hur man visar saker om méngder:

1. Visa att z € A.

Hér ska man alltsa visa att x uppfyller de villkor som definierar vilka
element som tillhor méngd A. Om exempelvis A = {1,2,3} &r det up-
penbart att 2 € A, men om A = {z : villkor pa z} sa maste man visa
att x uppfyller de ndmnda villkoren. Om A = BN (' sa maste man visa
att x € B och x € C, medan om A = B U C sa ricker det att visa att
x € Beller z € C (eller bada).

2. Visa att A C B.

Tag ett godtyckligt element x € A. Anvind nu definitionen for méangden
A for att skriva ner vilka villkor som finns pa x. Visa sedan att z € B.
Eftersom x var godtyckligt sa betyder detta att alla x € A uppfyller
x € B, det vill siga A C B.

3. Visa att A = B.

Vi visar forst A C B och sedan B C A. Da har vi visat att alla element 1
A ligger i B och att alla element i B ligger i A. Det foljer da naturligtvis
att A = B.

4. Visa att A = 0.

Minns att () betecknar denna tomma méngden, det vill siga en méngd
som inte innehaller nagra element alls. Det som ska visas &r alltsa att
det inte kan finnas nagra element i A.

Antag till att borja med att x € A. Anvind definitionen av A for att
skriva ner vilka villkor som da stélls pa x. Visa att dessa villkor &ar
omdjliga (att de leder till en motséigelse). Alltsa kan det inte vara sa att
x € A, oavsett vilket z vi viljer. Alltsa innehaller inte A nagra element.

Lat © vara en godtycklig méngd. Vi kommer att antaga att alla méngder
A, B,C,... ar delméngder till Q. Lat oss gora foljande definitioner:

1. AA\B={z€A:x¢B}

2. A=Q\A={zecQ:a¢g A}

3. AAB ={z € Q : z tillhor en av A och B men inte bada}
Ovning A.1. Visa att A\ B C AAB.
Ovning A.2. Visa att AAB = (A\ B)U (B \ A).

Ovning A.3. Tva mingder B och C siigs vara disjunkta om de inte har
nagra gemensamma element. Visa att B och C &r disjunkta om och endast
om BNC =10.
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Ovning A.4. Visa att A och A€ #ir disjunkta.
Ovning A.5. Visa att Q = AU A°.

Ovning A.6. Symbolen n! definieras som n! = 1-2-3---n och kallas n-
fakultet. Exempelvis har vi att 1! = 1, 21 = 2, 3! = 6 och 5! = 120. Lat
A, ={kn : k=1,2,3,...}. Visa att nl € Ay N AyN---N A,, for varje heltal
n>1,menatt AyNAsNAz3N--- = 0.

Ovning A.7. Lat N={0,1,2,...} och B,, = {1,2,...,n} forn =1,2,3,....
Visa att N\ {0} = By UByUBgU---.

Ovning A.8. Visa att (ANC)U (BN C%))° = (A°NC)U (B°NCe).

Loésningar

Ovning A.1. Tag 2 € A\ B. Det betyder att z € A och att = ¢ B. Alltsa
tillhor z en av A och B, men inte bada, och darmed géller x € AAB. Eftersom
x var godtycklig betyder detta att x € AAB for alla x € A\ B, det vill siga
att A\ B C AAB.

Ovning A.2. Tag © € AAB. Det betyder att z tillhér en av A och B men
inte bada. Vi har tva fall:

Till att borja med kan x € A och x ¢ B. Da géller per definition x € A\ B.
Eftersom A\ B dr en delméngd till (A\ B) U (B \ A) sa giller dven z €
(A\B)U(B\ A).

Det andra fallet &r att © € B och x ¢ A, det vill sidga att x € B\ A C
(A\B)U(B\ A).

I bada fallen far vi alltsa att z € (A\ B)U(B\A), och eftersom x var godtycklig
sa betyder detta att AAB C (A\ B)U (B\ A).

Omvént, tag z € (A\ B)U (B \ A). Det betyder att = € A\ B eller x € B\ A.
I bada fallen tillhor z en av A och B men inte bada. Alltsa géller x € AAB.
Eftersom z var godtycklig sa foljer det att (A\ B) U (B\ A) C AAB.

Nu har vi visat att AAB C (A\B)U(B\ A) och att (A\B)U(B\A) C AAB.
Det betyder att AAB = (A\ B)U(B\ A).

Ovning A.3. Antag att B och C ir disjunkta. Antag att z € BN C, det
vill séga att * € B och x € C. Men detta betyder att B och C' har x som
gemensamt element, vilket motséager att B och C &r disjunkta. Alltsa maste

BNnC =0.

Omvént, antag att BN C = (). Det betyder att det inte finns nagot element
som tillhoér bade B och C. Alltsa har B och C' inga gemensamma element, det
vill sdga att B och C &r disjunkta.

Nu har vi alltsa visat tva saker, dels att om B och C' dr disjunkta sa giller
BNC =0, dels att om BNC = () sa #r B och C disjunkta. Tillsammans
betyder detta att B och C &r disjunkta om och endast om BN C = {.
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Ovning A.4. Enligt foregaende uppgift &r det vi ska visa att A N A¢ = 0.
Antag att z € ANA°. Det betyder att © € A och att x € A°. Det senare betyder
per definition att x ¢ A, vilket #r en motségelse. Alltsa maste AN A¢ = ().

Ovning A.5. Tag 2 € Q. Vi har tva fall: z € A och = ¢ A. I det forst
fallet géller naturligtvis x € AU A€. I det andra fallet har vi per definition att
x € A°, och darmed att x € AU A°. I bada fallen géller alltsa x € AU A€ och
eftersom x var godtycklig sa foljer Q@ C AU A°.

Omvint, antag att x € AU A°. Vi vet att A C Q och att A¢ C Q. Alltsa maste
x € Q. Detta visar att AU A° C , och tillsammans med ovanstaende far vi
Q=AU A“

évning A.6. Lat n vara ett heltal med n > 1. Tag ett heltal i med 1 < ¢ < n.
Notera att n! = kidark=1-2---(1—2)-(i—1)-(i+1)-(i+1)--- (n—1)-n > 1.
Alltsa géller n! € A;, och eftersom ¢ var godyckligt sa géller n! € A; for alla
i =1,2,...,n, det vill siga n! € A3y N AsN---N A,. Nu, eftersom n var
godtyckligt sa galler n! € Ay N---NA,, for alla heltal n > 1.

Vidare, antag att x € A1 N Ay N ---. Det betyder att x € A, for alla heltal
n > 1. I synnerhet géller x € A7 = {1,2,3,...}, det vill siiga x &r ett positivt

heltal. Lat m = x + 1. Da géller z < m < 2m < 3m < ---, och i synnerhet
x # km for k=1,2,...,sa x ¢ A,,. Men detta motséger ju att € A, for
alla heltal n > 1. Alltsa géller Ay N AsN--- = 0.

Ovning A.7. Tag z € N\ {0}. Det betyder att z € N = {0,1,2,...} och
att « ¢ {0}, det vill séiga att = dr nagot av talen 1,2,3,.... I synnerhet géller
x€{1,2,...,2} = B, och ddrmed = € ByUByU- - -. Eftersom z var godtycklig
visar detta att N\ {0} C BiUByU---.

Omvént, antag att * € By U By U ---. Det betyder att det finns ett heltal
n > 1saatt z € B, = {1,2,...,n}. I synnerhet gilller x € {0,1,2,...} =N
och z ¢ {0}, det vill sdga x € N\ {0}. Detta visar att B; UBsU--- C N\ {0}.
Ovning A.8. Tag 2 € (ANC)U(BNC®))°. Det betyder att z € Q och

x ¢ (ANC)U(BNC*). Alltsa har vi att ¢ ANC och x ¢ BN C®. Det finns
nu tva mojligheter: = € C och = ¢ C.

I det forsta fallet, det vill siiga x € C, maste x ¢ A eftersom om z € A sa skulle
x € AN C vilket ar falskt. Alltsa giiller x € A€, vilket tillsammans med z €
C ger att x € A°NC i detta fall. I synnerhet har vi att x € (A°NC)U(BNC°).

I det andra fallet géller x € C° och da maste x € B¢ eftersom om x € B sa
skulle z € BN C° vilket ar falskt. Alltsa géller x € B¢ N C* och i synnerhet
x € (A°NC)U (B NCe).

I bada fallen géller alltsa x € (A°NC)U(B°NC®), och eftersom x var godtycklig
sa visar detta att (ANC)U(BNC))° C (A°NC)U (B NC).

Omviént, tag x € (A°NC)U(B°NCC). Da géller x € A°NC eller x € B°NC*
(eller bada). Vi har alltsa dessa tva fall.

I det forsta fallet, det vill sdga x € A°N C, har vi att © ¢ A och x ¢ C°.
I synnerhet har vi att « ¢ AN C (eftersom =z ¢ A) och att = ¢ BN C*
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(eftersom z ¢ C°¢). Alltsa tillhor = varken AN C eller BN C¢, vilket betyder
att z € (ANC)U (BNCY))".

I det andra fallet, det vill siga x € B°NC® har vi att « ¢ B och att z ¢ C. Det
foljer att x ¢ ANC och att x ¢ BN C°. Alltsa géller x ¢ (ANC)U (BN C°),
vilket betyder att z € (AN C)U (BN C®))".

I bada fallen har det alltsa visats att z € (AN C) U (BN C))°, och eftersom

x var godtycklig visar detta att (A°NC)U(B°NC) C (ANC)U(BNCY))".

Vi har alltsa visat att (AN C)U (BN C*))° C (A°NC)U(BNC*) och att (AN

C)U(BNC®) C (ANC)U (BNC))° och dirmed att (ANC)U(BNC)) =
(A°NC)U (BN C*).
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B Upprikning av utfall som motsvarar kast med tre

tarningar
w1 =(1,1,1) wss = (2,4,1) w109 = (4,1,1) wies = (5,4,1)
w2 = (1,1,2) wse = (2,4,2) wiio = (4,1,2) wies = (5,4,2)
w3 =(1,1,3) ws7 = (2,4,3) wiir = (4,1,3) wies = (5,4,3)
we = (1,1,4) wss = (2,4,4) wiie = (4,1,4) wiee = (5,4,4)
ws = (1,1,5) ws9 = (2,4,5) w113 = (4,1,5) wier = (5,4,5)
we = (1,1,6) weo = (2,4,6) w114 = (4,1,6) wies = (5,4, 6)
wr =(1,2,1) we1 = (2,5,1) wi1s = (4,2,1) wieo = (5,5,1)
ws = (1,2,2) we2 = (2,5,2) wiie = (4,2,2) w170 = (5,5,2)
wo = (1,2,3) wez = (2,5,3) wiir = (4,2,3) w11 = (5,5,3)
wio = (1,2,4) wea = (2,5,4) wiis = (4,2,4) wir2 = (5,5,4)
wi = (1,2,5) wes = (2,5,5) w119 = (4,2,5) wirs = (5,5,5)
w1z = (1,2,6) wee = (2,5,6) w120 = (4,2,6) w174 = (5,5,6)
w1z = (1,3,1) wer = (2,6,1) wi21 = (4,3,1) wirs = (5,6, 1)
wia = (1,3,2) wes = (2,6,2) w122 = (4,3,2) wi7e = (5,6,2)
wis = (1,3,3) weg = (2,6,3) wi2s = (4,3,3) wirr = (5,6, 3)
wie = (1,3,4) wro = (2,6,4) w124 = (4,3,4) wirs = (5,6,4)
wir = (1,3,5) wr1 = (2,6,5) wi2s = (4,3,5) w179 = (5,6,5)
wig = (1, 3,6) wr2 = (2,6,6) w126 = (4,3,6) wigo = (5,6,6)
wig = (1,4,1) wrz = (3,1,1) w127 = (4,4,1) wis1 = (6,1,1)
w20 = (1,4,2) wra = (3,1,2) wizs = (4,4,2) wis2 = (6,1,2)
wo1 = (1,4,3) wrs = (3,1,3) w120 = (4,4,3) w1s3 = (6,1,3)
waz = (1,4,4) wre = (3,1,4) wizo = (4,4,4) wise = (6,1,4)
wa3 = (1,4,5) wrr = (3,1,5) w131 = (4,4,5) wiss = (6,1,5)
waq = (1,4,6) wrs = (3,1,6) w132 = (4,4,6) wise = (6,1,6)
was = (1,5,1) wre = (3,2,1) wiss = (4,5,1) wisr = (6,2,1)
wae = (1,5,2) wso = (3,2,2) w13s = (4,5,2) wiss = (6,2,2)
war = (1,5,3) ws1 = (3,2,3) wiss = (4,5,3) wisg = (6,2,3)
wosg = (1,5,4) ws2 = (3,2,4) w13e = (4,5,4) w190 = (6,2,4)
wag = (1,5,5) ws3 = (3,2,5) wisr = (4,5,5) w191 = (6,2,5)
w30 = (1,5,6) wsa = (3,2,6) w13s = (4,5,6) w192 = (6,2,6)
w31 = (1,6,1) wss = (3,3,1) w13e = (4,6,1) w193 = (6,3,1)
w32 = (1,6,2) wse = (3,3,2) w140 = (4,6,2) w194 = (6,3,2)
w3z = (1,6,3) wsr = (3,3,3) w141 = (4,6,3) w195 = (6,3,3)
w3a = (1,6,4) wss = (3,3,4) w142 = (4,6,4) w196 = (6,3,4)
w3s = (1,6,5) wsg = (3,3,5) w143 = (4,6,5) wio7 = (6,3,5)
w36 = (1,6,6) woo = (3,3,6) w144 = (4,6,6) w19s = (6,3, 6)
w3t = (2,1,1) w1 = (3,4,1) wias = (5,1,1) w199 = (6,4,1)
wss = (2,1,2) wo2 = (3,4,2) w16 = (5,1,2) w200 = (6,4,2)
w39 = (2,1,3) wo3z = (3,4,3) wiar = (5,1,3) w201 = (6,4,3)
wao = (2,1,4) wos = (3,4,4) wias = (5,1,4) wa02 = (6,4,4)
wa1 = (2,1,5) wos = (3,4,5) w149 = (5,1,5) w203 = (6,4,5)
waz = (2,1,6) woe = (3,4,6) wis0 = (5,1,6) w204 = (6,4,6)
waz = (2,2,1) wor = (3,5,1) wis1 = (5,2,1) w205 = (6,5,1)
was = (2,2,2) wos = (3,5,2) wis2 = (5,2,2) w206 = (6,5,2)
was = (2,2,3) wog = (3,5,3) wis3 = (5,2,3) wao7 = (6,5,3)
wae = (2,2,4) w100 = (3,5,4) wiss = (5,2,4) w208 = (6,5,4)
war = (2,2,5) wio1 = (3,5,5) wiss = (5,2,5) w209 = (6,5,5)
wys = (2,2,6) w102 = (3,5,6) wis6 = (5,2,6) w210 = (6,5, 6)
wae = (2,3,1) w103 = (3,6,1) wis7 = (5,3,1) wo11 = (6,6,1)
wso = (2,3,2) w104 = (3,6,2) wiss = (5,3,2) wo12 = (6,6,2)
ws1 = (2,3,3) w105 = (3,6,3) wise = (5,3,3) w213 = (6,6,3)
ws2 = (2,3,4) w106 = (3,6,4) w160 = (5,3,4) wo14 = (6,6,4)
ws3 = (2,3,5) w107 = (3,6,5) wie1 = (5,3,5) wa15 = (6,6,5)
wsa = (2,3,6) w108 = (3,6,6) wie2 = (5,3,6) w216 = (6,6, 6)
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Losningar till udda 6vningsuppgifter
Ovning 1.1.

1. BUC = A.

2. BNC =0.

3. DNC = {4,36}.

4. {zxeD:z€B}=DnNB=1{1,19,101}.

5. {x € A: x=y+1for nagot y € D} = {2,5,20,37,102}.
6. {z+1:zeD}=1{252037,102}.

Ovning 1.3. Vi siitter z,, = 2n 4+ 1 for n = 0,1,2,.... Detta ger oss att
X ={xp,x1,...}. Enligt Definition 1.3.1 & X uppriknelig.

Ovning 2.1. Vi paminner oss om Exempel 2.1.5, dér vi beskriver utfalls-
rummet som alla triplar (a,b,c¢) med 1 < a,b,c < 6, vilka representerar
vad de tre tirningarna visar. Utfallsrummet Q bestar alltsa av 63 = 216 ele-
ment. Enligt uppgiftslydelsen &r alla dessa utfall lika sannolika; alltsa sétter
vi P{w}) = 1/216 for alla w € Q, vilket, enligt Sats 2.2.10, definierar ett
sannolikhetsmatt.

Lat A vara hindelsen att alla tdrningarna visar samma siffra. Vi finner att
A = {(17 17 1)? (27 2’ 2)7 (3? 37 3)’ (4’ 4’ 4)7 (5’ 57 5)’ (67 67 6)}

Fran detta berdknar vi P(A) som

P(A) =P{(1,1,1)}) +P({(2,2,2)}) + P({(3,3,3)})
+P({(4,4,4)}) +P({(5,5,5)}) + P({(6,6,6)})
1
~ 77216 36°

Ovning 2.3. Forst noterar vi att A°U A = Q, eftersom A€ bestar av alla
element i 2 forutom de som ligger i A. Da (Q,P) dr ett sannolikhetsrum och
AN A = @, sa foljer det fran Sats 2.2.6 att

P(A° U A) = P(A°) + P(A).

Eftersom P(£2) = 1, enligt definitionen av sannolikhetsrum, och AU A = Q
sa foljer det att

1 = P(Q) = P(A° U A) = P(A°) + P(A),

vilket visar att P(A¢) =1 —P(A).
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Ovning 3.1. Vi anvinder oss av samma beteckningar som i exemplet ”Har
kungen en syster?”. Vi sitter utfallsrummet Q = {(p,p), (p, f), (f,p), ([, f)}
och viljer P({w}) = 1/4 for alla w € Q. Vi later A vara méngden av par dér
det forsta barnet dr en pojke, och vi later B vara méngden av par dér det
andra barnet dr en flicka. Alltsa

A={pp), (@ )} B={f),(f. )}

vilket ger AN B = {(p, f)}. Vi soker sannolikheten att det andra barnet &r en
flicka, givet att det forsta barnet &r en pojke, det vill siga P(B|A). Vi berédknar
P(AN B) 1 1

POBIA) = 5z ~T1T ™7

Ovning 3.3. Vi later utfallsrummet besta av alla 36 majliga utfall. Till ex-
empel dr (2,6) ett utfall som betyder att térningen pa bordet visar 2 och
tdrningen under stolen visar 6. Vi antar vidare att alla utfall &r lika sannolika,
det vill séga vi sitter P({w}) = 1/36 for alla w € 2. Vi later A vara méngden
av kast dér tdrningen pa bordet visar 6, och vi later B vara méngden av kast
dér tdrningen pa golvet visar 6. Alltsa

A= {(67 1)7 (67 2)7 (67 3)7 (674)7 (67 5)7 (676)}
B = {(176)7 (276)7 (376)7 (47 6)7 (576)7 (676)}

vilket ger AN B = {(6,6)}. Vi berdknar sannolikheten att B intréffar givet
att A intraffar, alltsa

_P(ANB) g% 1
P(B|A) = BA) 6L 6

Detta resultat kan erhallas utan att anvinda sig av betingad sannolikhet,
genom att notera att tdrningskasten antas vara oberoende. Detta betyder att
resultatet av den ena tirningen inte paverkar resultatet av den andra. Alltsa
dr sannolikheten 1/6 att térningen under bordet visar en sexa.

Ovning 4.1. Sannolikheten p for att fa tva ettor ar 1/36. Den stokastiska
variabeln X som definieras till att vara det antal kast fram till dess da tva
ettor uppkommer, &r for-forsta-gangen-fordelad. Vi berdknar

px(™) = (1 - 17361 L = 52

36 = W ~ 0-023.

Ovning 4.3. Vi infoér beteckningarna

A ={we: X(w)=k}
B ={we:Y(w) =1},

vilket ger oss att

ArNB ={weQ: X(w)=kochY(w)=1}.
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Da vi har antagit att X och Y &r oberoende sa vet vi att
]P’(Ak N Bl) = ]P)(Ak)]P’(Bl)
d.v.s. att

PHwe: X(w)=FkochY(w)=1})
=PH{we: X(w)=k}HP{weQ :Y(w)=1}).

Ovning 5.1. Antag att det finns a,a@ € R sadana att lim,_. a, = a och
lim,, o ay, = @. Tag € > 0. Da finns ett heltal N > 1 sadant att

a—e<ap<a-te
for alla n > N och dessutom ett heltal N > 1 sadant att
a—e<a, <a+e

for alla n > N. Lat M vara det storsta av N och N. For n > M far vi da att
a—€<a, <a+ e, vilket medfor

a—2¢e < a,
och pa samma sitt att
a < a-+2e.
Tillsammans ger detta att
a—2e<a<a+2e (1)

Antag nu att a # a. Da géller antingen a < a eller @ < a. Antag till att borja
med att ¢ < a. Da kan vi lata 6 = @ — a och fa § > 0. Men om vi da later
e=0/2>0sa far vi

a+2c=a+0=a,

vilket motséger (f). Pa samma séitt far vi en motségelse i fallet att @ < a.
Alltsa kan inte a # a. Vi har alltsa visat att a = a.

Ovning 5.3. Tag € > 0 och lat SN = caj+cag+---+cay for N =1,2.3, .. ..
Att den oéndliga summan a1 4+ as + a3z + - - - konvergerar till a medfor att det
finns ett heltal M > 1 sadant att
a—S< Sy <a-+ £
c c

for varje N > M, dar Sy = a1 + as +as + - - - + an. Notera att Sy = ¢Sy for
varje N. Nu foljer

ca—ezc-(a—%) <C-SN:§N

och . .
SN:c-SN<c~<a~I——> =ca—+e€
c
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vilket sammantaget betyder att
ca—e<§N <ca-+e
for varje N > M. Detta betyder att

lim Sy = ca
Neoo N ’

vilket skulle visas.
Ovning 6.1. Lat oss visa att E(X +Y) = E(X) + E(Y) givet att X och Y
ar integrerbara. Vi har att
EX+Y)= (X(wl) + Y(wl))]P’({wl}) + (X(wg) + Y(wg))]P’({wg}) +
= X(w1)P({w1}) + Y(w1)P({wr} + X (w2)P({wa} + Y(wo)P{wa} + -+ .
Eftersom summan &r absolutkonvergent, sa kan vi kasta om termerna for att
erhalla
E(X+Y)=X(w)P{wi})+ - +Y(w)P{wi}) +---
=E(X)+E(Y).

Lat oss nu ga vidare till 6verkursen. For att visa att Z = X 4+ Y &r integrerbar
maste vi finna en uppréikning {wq,ws, ...} av Q sadan att

|1Z(w)P({wi})| + [Z(w2)P({wa})| + - - (%)

ar konvergent. Da vi har antagit att X &r integrerbar sa finns det en upprikning
{wi,ws,...} sadan att

Sx = |X(w)P({wr})] + [ X (w2)P({w2})] + - -

ar konvergent. Eftersom dven Y &r integrerbar, vilket innebér att vi kan sum-
mera elementen i den ordning som ¢nskas, sa vet vi att

Sy = [Y(w)P({wi )| + [V (w2)P({w2})[ + - -

dr konvergent. Vi paminner oss om att for tva reella tal a och b sa géller det
alltid att |a + b| < |a| + |b|. Detta kan vi anvéinda oss av i summan (x) for att
erhalla

|Z(w)P({wr D] + [Z(w2)P({w2})| + -+ -

= |(X(w1) + Y (w1)P({wr D] + [(X (w2) + Y (wa) P{w2})] + - --

= [(X(w1) + Y (w1)[[P{w1 D] + [(X (w2) + Y (w2) [[P({w2})] + - --

< (| X (1) + Y (w)]) [PHwr D]+ (X (w2) + [V (w2)]) [P({w2})] + - --

= [X(w)P({wr1 D] + [V (w)PHwr D] + [ X (w2)P({w1 D] + [V (w1)P({w2})
= Sx + Sy.

Eftersom alla termer i (x) &r positiva och, enligt ovanstaende berdkning, sum-
man dr mindre eller lika med ett &ndligt tal, Sx + Sy, s& 4r summan konver-
gent. Detta visar att den stokastiska variabeln X + Y &r integrerbar.
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Ovning 6.3. Lat {w1,ws,...} vara en upprikning av elementen i . Fran
Definition 6.1.1 har vi att

E(X) = X(w)P({w1}) + X (w2)P({wa}) + - -+ + X (wn)P({wn })-

Eftersom X (w) = a for alla w sa far vi
E(X) = a(]P’({wl}) 4o P({wN})) =a-P(Q)=a-1=a.

Ovning 7.1. Vi borjar med att beriikna py (z). Eftersom X endast kan anta
vérdena i méngden {2, 3,...,12}, sa betyder det att Y endast kan anta virdena
i mingden A = {4,9,16,25, 36,49, 64, 81,100,121, 144}, d.v.s. kvadraten pa
talen i den foregaende méngden. Vidare &r, till exempel, sannolikheten for att
Y antar vardet 49 lika med sannolikheten att X antar vardet 7. I allménhet
har vi alltsa att

py (k) = px (V)

for alla k € A. Naturligtvis har vi att py (k) = 0 da k ¢ A. Nu beréknar vi
vantevardet for Y pa vanligt sitt

E(Y)=4-py(4)+9-py(9) +--- + 144 - py(144)
=4-px(2)+9-px(3) +---+ 144 - px(12).

I Exempel 4.2.9 har vi riknat ut dessa sannolikheter och vi far

E(Y) — —2010 = @
36 6
Ovning 7.3. Lat X,..., X, vara de stokastiska variabler som representerar

n oberoende tdrningskast och lat Y, = (X1 + --- + X,,)/n vara medelvérdet
av dessa kast. Vanteviardet for X; beraknar vi som

1 1 1 7
:E 5 :1-— 2-_ .. - = -,
1 (Xi) ct2 gt +6 =3

Stora talens lag séiger att da antalet kast blir stort sa &r det hogst sannolikt
att medelvirdet ligger mycket néra 7/2.
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