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Nagra ord pa vigen

Detta kompendium &r skrivet for att anvindas som litteratur till KTHS MA-
TEMATISKA CIRKEL under lidsaret 2008-2009 och bestar av sju avsnitt samt
ett inledande avsnitt om méngdlara. Kompendiet ar inte tdnkt att lidsas enbart
pa egen hand, utan ska ses som ett skriftligt komplement till undervisningen
pa de sju traffarna.

Som den mesta matematik pa hogre niva &dr kompendiet kompakt skrivet.
Detta innebér att man i allménhet inte kan ldsa det som en vanlig bok. Istéllet
bor man prova nya satser och definitioner genom att pa egen hand exemplifiera.
Déarmed uppnar man oftast en mycket battre forstaelse av vad dessa satser och
deras bevis gar ut pa.

Ovningsuppgifterna #r fordelade i tva kategorier. De med udda nummer har
facit, och syftet med dessa &r att eleverna ska kunna riakna dem och pa egen
hand kontrollera att de forstatt materialet. De med jimna nummer saknar
facit och kan anvindas som examination. Det rekommenderas dock att man
forsoker 16sa dven dessa uppgifter &ven om man inte examineras pa dem. Om
man kor fast kan man alltid fraga en kompis, en larare pa sin skola eller nagon
av forfattarna.

Vi bor ocksa ndmna att fa av uppgifterna dr helt enkla. Kika déarfor inte i
facit efter nagra fa minuter, om du inte 16st uppgiften, utan prata férst med
kompisar eller forsok litet till. Alla uppgifter ska ga att 1osa med hjilp av
informationen i detta kompendium.

KTHs Matematiska Cirkel finansieras av Marianne och Marcus Wallenbergs
Stiftelse. Vi tackar Dan Laksov och Roy Skjelnes, bada fran Institutionen for
Matematik vid KTH, for deras givande kommentarer om denna skrift.



Nagra ord om Cirkeln

KTHs Matematiska Cirkel, i dagligt tal bendmnd Cirkeln, startade 1999.
Dess ambition &r att sprida kunskap om matematiken och dess anvéndnings-
omraden utover vad eleverna far genom gymnasiekurser, och att etablera
ett ndrmare samarbete mellan gymnasieskolan och hégskolan. Cirkeln skall
sirskilt stimulera elevernas matematikintresse och inspirera dem till fortsat-
ta naturvetenskapliga studier. Lirarna pa cirkeln kan vid behov ge eleverna
forslag pa d&mnen till projektarbeten vid gymnasiet.

Till varje kurs skrivs ett kompendium som distribueras gratis till eleverna.
Detta material, liksom 6vriga uppgifter om KTHs Matematiska Cirkel, finns
tillgdngligt pa

http://www.math.kth.se/cirkel

Cirkeln godkénns ofta som en gymmnasiekurs eller som matematisk breddning
pa gymnasieskolorna. Det &r upp till varje skola att godkénna Cirkeln som en
kurs och det &r lararna fran varje skola som sétter betyg pa kursen. Lirarna dr
sjalvklart ocksa vilkomna till Cirkeln och manga har kommit 6verens med sin
egen skola om att fa Cirkeln godkénd som fortbildning eller som undervisning.
Vi vill gdrna understryka att féreldsningarna &r dppna for alla gymnasieelever
och ldrare.

Vi har avsiktligt valt materialet for att ge eleverna en inblick i matematisk
teori och tankesétt och presenterar darfor bade nagra huvudsatser inom varje
omrade och bevisen for dessa resultat. Vi har ocksa som malsiattning att bevi-
sa alla satser som anvinds om de inte kan forutsidttas bekanta av elever fran
gymnasiet. Detta, och att flera &mnen &r pa universitetsniva, gor att lararna
och eleverna kan uppleva programmet som tungt, och alltfor langt Gver gym-
nasienivan. Meningen dr emellertid inte att ldrarna och eleverna skall behérska
amnet fullt ut och att ldra in det pad samma sétt som gymnasiekurserna. Det
viktigaste ar att eleverna kommer i kontakt med teoretisk matematik och far
en inblick i matematikens visen. Var forhoppning &r att ldrarna med denna
utgangspunkt skall ha lattare att upplysa intresserade elever om KTHs Mate-
matiska Cirkel och 6vertyga skolledarna om vikten av att lata bade elever och
ldrare delta i programmet.
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Nagra ord om betygssittning

Ett speciellt problem tidigare ar har varit betygssidttningen. Detta borde em-
ellertid bara vara ett problem om ldrarna anvénder sig av samma standard som
de gor nar de sétter betyg pa ordinarie gymnasiekurser. Om utgangspunkten
istillet &r att eleverna skall fa insikt i matematiken genom att ga pa fore-
ldsningarna och att eleven gor sitt bésta for att forsta materialet och 16sa
uppgifterna, blir betygséttningen lédttare. Sjalvklart betyder det mycket vad
eleverna har lart av materialet i kursen, men ldrarna kan bara férvinta sig att
ett fatal elever behérskar &mnet fullt ut. I det perspektivet blir det litt att
anvinda de officiella kriterierna:

Godkdnd: Eleven har viss insikt i de moment som ingar i kursen och kan pa ett
godtagbart sétt redovisa valda delar av kursen saval muntligt som skriftligt.
Detta kan ske genom att eleven haller foredrag infor klassen, redovisar eller
lamnar en rapport till sin matematiklérare.

Vil godkind: Eleven har god insikt i flera moment fran kursen. Eleven kan
redovisa dessa moment bade skriftligt och muntligt och dessutom uppvisa
l6sningar pa problem som givits pa kursen. Detta kan ske genom att eleven
haller féredrag infor klassen, redovisar eller lamnar en rapport till sin mate-
matiklarare.

Muycket wvil godkind: Eleven har mycket god insikt i flera moment av kur-
sen och ldmnar skriftliga redovisningar av flera delar av kursen eller lamnar
l6sningar pa problem som givits pa kursen. Detta kan ske genom att eleven
haller foredrag infor klassen, redovisar eller ldmnar en rapport till sin mate-
matiklarare.

Det &r ocksa mojligt att skolorna samarbetar, sa elever fran en skola redovisar
eller lamnar rapport for en ldrare i en annan skola.

Forfattarna, september 2008
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0 Mangdlara

0.1 Mangder

Lat oss borja med att titta pa ett av de mest grundliggande begreppen i
matematiken, ndmligen méngder. En méngd &r en samling matematiska ob-
jekt, som till exempel tal, och dessa objekt kallar vi for element i méngden.
Det enklaste séttet att beskriva en méngd &r att rdkna upp dess element. Ett
sadant exempel ar

A={1,3,a,7}.

Detta betyder att A dr en méngd som innehaller elementen 1,3,a och 7. Ett
annat sétt att beskriva en méngd dr att skriva {z € D : villkor pa z}. Med
detta menar man méngden av alla element i D som uppfyller de givna villko-
ren. Som exempel tar vi

B={ne{1,2,3,...} : nér udda}

och
C={ye{1,2,3,4} : y > 2}.

Méngden B innehaller alla udda positiva heltal, medan C' innehaller alla ele-
ment fran méngden {1,2,3,4} som &r storre dn 2. Alltsa har vi

B=1{1,3,5,7,9,11,...} och C = {3,4}.

Vi bryr oss inte om i vilken ordning eller hur manga ganger elementen riknas
upp och dédrmed géller till exempel

{1,2,3,4} = {3,1,4,2} = {1,3,3,1,2,4,4,1,3,2,4}.

Om A ar en méngd och x dr ett element i méangden A sa skriver vi x € A och
sager att x tillhor A. Exempelvis giller 17 € {n : n ir ett udda heltal} och
b € {a,b,10,3}. Att ett element x inte tillhor méngden A skrivs z ¢ A. Den
tomma mdngden innehaller ingenting och betecknas &.

Exempel 0.1.1. Lat A = {4,5,8,4711,12,18} och B = {x € A : = > 10}.
Da &r B = {12,18,4711} medan {z € A : = < 3} = @. Vidare har vi att
4€ Amen 4 ¢ B. A

Definition 0.1.2. Lat A och B vara méngder. Om alla element i méngden
A ocksa dr element i méngden B sa ségs A vara en delmdngd till B. Detta
betecknas A C B.

Exempel 0.1.3. Méngden {1,a} dr en delméngd till {1, 3,a}, eftersom alla
element i {1,a} finns i méngden {1,3, a}. Vi skriver {1,a} C {1,3,a}. A

Definition 0.1.4. Antag att A och B &r méngder. Unionen av A och B
bestar av de element som ligger i nagon av mangderna och betecknas A U B.
Snittet av A och B bestar av de element som ligger i bada méngderna och
betecknas AN B.



Exempel 0.1.5. Lat A = {1,3,5,6} och B = {5,8,3,4711}. Da har vi AUB =
{1,3,5,6,8,4711} och AN B = {3,5}. A

Det ar dags att titta pa nagra viktiga talméngder. Den méngd vi anvéander for
att rikna foremal dr de naturliga talen {0,1,2,3,...}. Denna méngd betecknas
N. Tar vi med negativa tal far vi heltalen Z = {...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}.
Beteckningen kommer fran tyskans zahl som betyder tal. Slutligen beteck-
nar vi med R de reella talen, det vill sdga alla tal pa tallinjen, exempelvis
0,—1,3/2,-527/3,/2 och ©. Notera att N C Z C R.

Exempel 0.1.6. Vi har att N={ne€Z : n>0}. A

Exempel 0.1.7. Méngden {n € Z : n = 2k for nagot k € Z} dr mingden
av alla jaimna heltal. Denna méngd kan ocksa skrivas som {2 -k : k € Z}, eller
som {...,—4,-2,0,2,4,...}. A

Exempel 0.1.8. Lat oss papeka att en méngd dven kan ha andra méngder
bland dess element. Exempelvis kan vi lata

A=1{2,3{-1,1},4},

och vi har att {—1,1} € A, det vill siga méngden {—1,1} &r ett element i
méngden A. A

0.2 Funktioner

Innan vi gor en allmén definition av vad en funktion &r kan det vara pa sin
plats att titta pa nagot vilbekant, nimligen en formel som f(z) = 22 + 1.
Detta &r ett exempel pa en funktion. Formeln séger att om vi tar ett tal x € R
s& far vi ett nytt tal f(z) € R genom att gora berdkningen 22 + 1; till exempel
far vi f(2) =22 +1 = 5. Vi séiger att f &r en funktion fran de reella talen till
de reella talen, eftersom bade det vi stoppar in, z, och det vi far ut, f(z), &ar
reella tal. Vi brukar beteckna detta med f: R — R.

Definition 0.2.1. Lat X och Y vara méngder. En funktion f : X — Y ar
ett sitt att till varje element a € X tilldela ett vélbestdmt element b € Y. Vi
skriver f(a) = b. Vi séger att a avbildas pa b och att b &r bilden av a.

Anmirkning 0.2.2. Ofta sdger man att f &r en funktion fran X till Y
istdllet for att anvinda beteckningen f : X — Y. Ett vanligt alternativ till
ordet funktion &r avbildning.

Exempel 0.2.3. Betrakta méngderna A = {1,2,3} och B = {1,2,...,100}.
Ett exempel pa funktion f: A — B ges av f(n) = 2n for n € A. Vi har alltsa
att f(1) =2, f(2) =4 och f(3) = 6. Per definition maste vi ha f(z) € B for
alla x € A, och detta giller ju hir eftersom

f)=1€eB, f(2)=4€B, och f(3)=6¢cB.



I detta exempel definieras funktionen f av formeln f(n) = 2n, men det r inte
alls nodvéndigt att det finns en formel som beskriver hur funktionen verkar.
Om vi som hér har en funktion fran en den dndliga mingden A = {1,2,3}
kan man till exempel definera funktionen med hjalp av en tabell:

)

=
o B g

W N 3

A

Exempel 0.2.4. Lat h(z) = 3/2-2? — 23. Detta definierar en funktion A fran
R till R. Vi har exempelvis att

1
h(1) = 2 och h(—-2) =14. A

0.3 Traning i méngdlara och bevisforing

Hér kommer fyra tips pa hur man visar saker om méngder:

1. Visa att xz € A.

Héar ska man alltsa visa att z uppfyller de villkor som definierar vilka
element som tillhér méngd A. Om exempelvis A = {1,2,3} ar det up-
penbart att 2 € A, men om A = {z : villkor pa z} sa maste man visa
att x uppfyller de namnda villkoren. Om A = B N C sa maste man visa
att x € B och ¢ € C, medan om A = B U C sa riacker det att visa att
x € Beller z € C (eller bada).

2. Visa att A C B.

Tag ett godtyckligt element x € A. Anvéind nu definitionen for méngden
A for att skriva ner vilka villkor som finns pa z. Visa sedan att x € B.
Eftersom x var godtyckligt sa betyder detta att alla x € A uppfyller
x € B, det vill sdga A C B.

3. Visa att A = B.

Vi visar forst A C B och sedan B C A. Da har vi visat att alla element i
A ligger i B och att alla element i B ligger i A. Det foljer da naturligtvis
att A = B.

4. Visa att A = @.

Minns att @ betecknar denna tomma méngden, det vill séga en méangd
som inte innehaller nagra element alls. Det som ska visas dr alltsa att
det inte kan finnas nagra element i A.

Antag till att borja med att x € A. Anvand definitionen av A for att
skriva ner vilka villkor som da stills pa x. Visa att dessa villkor &r



omojliga, det vill siga de leder till en motséigelse. Alltsa kan det inte
vara sd att x € A, oavsett vilket x vi véljer. Alltsa innehaller inte A
nagra element.

Lat Q vara en godtycklig méngd. Vi kommer i foljande exempel antaga att alla
méngder A, B, C,... dr delméngder till Q. Lat oss gora foljande definitioner:

1. AA\B={zx€ A:x¢B}
2. A=Q\A={zreQ: ¢ A}

3. AAB = {x € Q : z tillhor en av A och B men inte bada}

Foljande atta exempel har 16sningar, men ldsaren bor forsoka gora bevisen
utan att titta pa losningarna forst.

Exempel 0.3.1. Visa att A\ B C AAB.

Losning. Tag x € A\ B. Det betyder att © € A och att ¢ B. Alltsa tillhor
z en av A och B, men inte bada, och ddrmed giller z € AAB. Eftersom z
var godtycklig betyder detta att x € AAB for alla z € A\ B, det vill séiga att
A\ B C AAB. A

Exempel 0.3.2. Visa att AAB = (A\ B)U (B\ A).

Losning. Tag x € AAB. Det betyder att z tillhér en av A och B men inte
bada. Vi har tva fall:

Till att borja med kan € A och = ¢ B. Da giller per definition x € A\ B.
Eftersom A\ B &r en delméngd till (A\ B) U (B \ A) sa giller dven z €
(A\B)U(B\ A).

Det andra fallet &r att € B och « ¢ A, det vill sidga att x € B\ A C
(A\ B)U(B\ A).

I bada fallen far vi alltsa att x € (A\ B)U(B\A), och eftersom x var godtycklig
sa betyder detta att AAB C (A\ B)U (B \ A).

Omvént, tag € (A\ B)U (B \ A). Det betyder att z € A\ B eller x € B\ A.
I bada fallen tillhor z en av A och B men inte bada. Alltsa giller x € AAB.
Eftersom x var godtycklig sa foljer det att (A\ B)U (B \ A) C AAB.

Nu har vi visat att AAB C (A\B)U(B\ A) och att (A\B)U(B\A) C AAB.
Det betyder att AAB = (A\ B)U(B\ A). A

Exempel 0.3.3. Tva méngder B och C ségs vara disjunkta om de inte har
nagra gemensamma element. Visa att B och C &r disjunkta om och endast
om BNC =g.

Lésning. Antag att B och C &r disjunkta. Antag att x € BN C, det vill séga
att x € B och « € C. Men detta betyder att B och C' har z som gemensamt
element, vilket motséager att B och C' ar disjunkta. Alltsa maste BN C = &.



Omviént, antag att BN C = @. Det betyder att det inte finns nagot element
som tillhor bade B och C'. Alltsa har B och C inga gemensamma element, det
vill sdga att B och C &r disjunkta.

Nu har vi alltsa visat tva saker, dels att om B och C #r disjunkta sa géller
BNC =@, dels att om BNC = & sa ar B och C disjunkta. Tillsammans
betyder detta att B och C' dr disjunkta om och endast om BN C = &. A

Exempel 0.3.4. Visa att A och A¢ &r disjunkta.

Lésning. Enligt foregdende exempel &r det vi ska visa att AN A° = @. Antag
att x € AN A°. Det betyder att € A och att x € A°. Det senare betyder per
definition att x ¢ A, vilket dr en motséigelse. Alltsa maste AN A = . A

Exempel 0.3.5. Symbolen n! definieras som n! = 1-2-3---n och kallas
n-fakultet. Exempelvis har vi att 1! = 1, 2! = 2, 3! = 6 och 5! = 120. Lat
A, ={kn : k=1,2,3,...}. Visaatt nl € A;NAyN---N A,, for varje heltal
n>1, menatt AiNAsNAsN--- = .

Losning. Lat n vara ett heltal med n > 1. Tag ett heltal i med 1 < i < n.
Notera att n! = ki ddirk=1-2---(1—2)-(i—1)-(i+1)-(i+2)--- (n—1)-n > 1.
Alltsa giller n! € A;, och eftersom ¢ var godyckligt sa géller n! € A; for alla
i = 1,2,...,n, det vill sdga n! € A1 N AsN---N A,. Nu, eftersom n var
godtyckligt sa géller n! € Ay N ---N A, for alla heltal n > 1.

Vidare, antag att x € A1 N As N ---. Det betyder att x € A,, for alla heltal
n > 1. I synnerhet géller x € A; = {1,2,3,...}, det vill séga x &r ett positivt

heltal. Lat m = x + 1. Da géller z < m < 2m < 3m < ---, och i synnerhet
x # kmfor k =1,2,...,sa x ¢ Ap,. Men detta motséiger ju att © € A, for
alla heltal n > 1. Alltsa géller Ay NAxsN--- = @. A
Ovningar

Ovning 0.1. Lat A = {1,2,3,4,...}, B={1,3,5,7,...}, C = {2,4,6,8,...}
och D ={1,4,19,36,101}. Bestdm méngderna

1. BUC,

2. BnC,

3. DNC,

4. {zr e D : z € B},

5. {r€ A : x=y+1 for nagot y € D},
6. {x+1:2zeD}.

Ovning 0.2. Lat N = {0,1,2,...} och B, = {1,2,...,n} for n = 1,2,3,....
Visa att N\{O}:BlUBQUBgLJ"'.



Ovning 0.3. Lat Q vara en miingd och A, B,C C Q. Visa att
(ANC)U(BNC9) = (A°NC)U(B°NC°).

Ovning 0.4. Lat Q vara en méngd och A C Q. Visa att Q = AU A°,



1 Heltal

1.1 Grundliggande egenskaper for heltalen

Heltal ar tal som 1, 0, —17 och 4712. Vi kommer som tidigare ndmnts att
anvinda beteckningen Z for heltalen. Detta dr alltsd den méngd som bestar
av alla heltal:

Z={.,-2,-1,0,1,2,.. .}

Nér man beskriver matematisk teori, maste man alltid utgéd fran nagonting.
Inom talteorin utgar man fran heltalen tillsammans med rdknesétten addi-
tion (+) och multiplikation (-), samt jaémforelserelationerna <, = och >. Vi
bestdmmer oss alltsa for att ta existensen av heltal, samt addition, multipli-
kation och jamforelse av dessa, for givna. Det kan papekas att dessa saker
faktiskt kan bevisas, om man utgar fran dnnu enklare forutsattningar.

I fortsdttningen anses lasaren kénna till heltalen Z samt hur
man adderar, multiplicerar och jamfér dem.

Det kan vara pa sin plats att kommentera réiknesétten subtraktion och division.
Subtraktion &r bara ett specialfall av addition, givet att man vet hur man
utifran ett tal ¢ € Z bildar talet —a. Vi har ju att

3-8=3+(-9)

sa for att kunna utfora subtraktionen med 8 récker det att kinna till addition
samt hur man bildar talet —8. Division &r lite mer komplicerat och det kommer
vi till om en sida eller tva.

Trots att alla ldsare kénner till det om heltal, addition och sa vidare som vi
forvéantar oss, kan det &nda vara intressant att skriva upp nagra av de allra
viktigaste egenskaperna for heltalen, och det gors héar, utan bevis:

Sats 1.1.1. Heltalen Z tillsammans med operationerna + och - uppfyller
foljande egenskaper for alla a,b,c € Z:

l.a+beZ
2. a-beZ.

3.a+b=b+a



6. a-(b-c)=(a-b)-ec.
7.a-(b+c)=a-b+a-c

8. Heltalet 0 € Z uppfyller a +0 = a.
9. Heltalet 1 € Z uppfyller a -1 = a.

10. For varje heltal a finns ett heltal —a sadant att a + (—a) = 0.

Av intresse dr att notera att om vi har nagon godtycklig méngd, antingen Z
eller nagon annan méngd, for vilken man definierat négra operationer, beteck-
nade med + och -, som uppfyller punkterna 1-10 ovan, sa kallas den méngden
for en kommutativ ring, eller ibland kommutativ talring eller bara ring. Sadana
ringar finns det massor av exempel pa. Senare ska vi fa stifta bekantskap med
de Gaussiska heltalen som utgor just en kommutativ ring.

Foljande egenskaper kan kénnas sjélvklara, men &r i sjidlva verket nagra oerhért
centrala egenskaper for heltalen. De dr tre av de egenskaper som gor tal sa
unika inom matematiken.

Sats 1.1.2. For heltalen Z gdller féljande:

1. Om a,b € Z sa gdller exakt en ava <b, a =">b och a > b.
2. Om k # 0 dr ett heltal och a -k =b-k sa giller a =b, for a,b € Z.

3. Antag att A CZ, att A #+ @ samt att det finns en 6vre begransning for A,
det vill sdga ett tal m € 7, sadant att m > x for alla x € A. Da innehaller
A ett storsta element. Med andra ord finns dd ett a € A sadant att a > x
for alla x € A.

Observera att det i punkt 3 inte behover vara sa att m = a. Talet m behover
inte ligga i mingden A, utan det ricker att det &r ndgon G6vre begrinsning
for A. Slutsatsen ar att det finns en Ovre begrinsning a som ligger i sjilva
méngden A.

Exempel 1.1.3. Lat A = {-3,0,1,2,5,10,12}. Eftersom exempelvis 57 > x
for alla x € A sa &r 57 en Ovre begriansning for A. Talet 12 &r ett storsta
element i A eftersom det bade dr en 6vre begréansning for A och tillhér A. A

1.2 Delbarhet

Av stor vikt inom talteorin ar egenskapen for tal att dela andra tal. Exempel-
vis: eftersom 12 = 4 - 3 sa vet vi att 4 delar 12. Det &r just pa detta sétt vi
definierar delbarhet:

Definition 1.2.1. Lat a och b vara heltal. Om det finns ett heltal ¢ sadant
att @ = b - ¢ sa séger vi att b delar a, och skriver

b|a.

Om b inte delar a sa skriver vi b1 a.



Exempel 1.2.2. Vi har att
324 eftersom 24 =8-3.
Men delbarhet fungerar ocksa for negativa tal. Det géller att
—3]24 eftersom 24 = (—8)-(—3).

och ocksa att
3] —24 samt —3|-24.

Daremot géller inte 5 | 24. Detta skriver vi alltsa som 5 1 24. A

Enligt definitionen av delbarhet delar alla heltal talet 0. Att 0 = a - 0 innebér
juatt a | 0 for alla a € Z.

1.3 Division

Nu &r det dags att fundera pa hur man dividerar heltal. Det &r viktigt att
tdnka pa att det dr just heltal vi dividerar, och att vi som resultat vill fa
heltal.

Alla vet att 6/3 = 2, men var betyder detta egentligen? Och hur utfor man
divisionen 7/3 om man bara far anvinda heltal? Svaren ges av foljande sats:

Sats 1.3.1. Lat a,b vara heltal. Antag att b > 0. Da finns unika heltal ¢ och
r, dir 0 < r < b, sadana att

a=b-q+r.

Vi skriver inte ner alla detaljer i beviset for denna sats, utan ngjer oss med
att beskriva den grundliggande idén.

Bevisidé. For betrakta méangderna A, ={b-n+m : 0 < m < b}, dir n € Z.
For exempelvis b = 3 ser méngderna ut sa hér:

A_q Ap Ay

Man inser nu att det for varje ¢ € Z finns ett unikt n sadant att a € A,.
Och enligt definitionen av A, finns ett unikt m med 0 < m < b sadant att
a=>b-n+m.Lat ¢ = n och r = m och saken ar klar. ]



Satsen siger faktiskt att vi alltid kan utfora det som brukar kallas for heltals-
division. Vi har exempelvis att

7=3.2+41,

och da séiger vi att heltalsdivision av 7 med 3 ger kvoten 2 och resten 1. Termen
r 1 satsen ovan brukar alltsa kallas rest eller restterm.

Men hur ér det med divisionssymbolen / da? Vad betyder 6/3 = 27 Jo, det &r
helt enkelt sa att
6=3-240

och dérfor kan vi skriva 6/3 = 2. Sa fort ett tal b delar ett tal a, kommer
resttermen r i satsen ovan att vara 0, precis som i fallet a = 6 och b = 3. 1
sadana fall skriver vi att ¢ = a/b.

Definition 1.3.2. Antag att a,b &r heltal dir b # 0, och att b | a. Enligt
definitionen av delbarhet finns da ett heltal ¢ sadant att a = b - ¢. Vi kallar ¢
kvoten mellan a och b och skriver

_ ¢
q_b'

Ovningar

Ovning 1.1. Hitta talen ¢ och r i formeln a = b- g+, dir 0 < r < b, i fallen
da

1. a=32,b=13,
2. a=-24,b="7,
3. a=1762, b= 10,
4. a =10, b= 1726,
5. a=—70,b=35.

Ovning 1.2. Lat a och b vara heltal, dir b # 0. Visa att om a-b = 0 sa maste
a=0.

Ovning 1.3. Betrakta nagra heltal a och b, dér b # 0. Antag att heltalen g,
r och 7 uppfyller

a=b-g+r och a=b-q+T.
Visa att r = 7.

Ovning 1.4. Lat a och b vara heltal dir b # 0. Antag att det finns heltal ¢, §
och r sadana att
a=b-g+r och a=b-g+r.

Visa att ¢ = q.

Anmdrkning: Detta betyder att kvoten ¢ vid heltalsdivision &r unikt bestamd.
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Ovning 1.5. Visa foljande egenskaper hos delarrelationen:

1. For alla heltal a géller a | a.
2. Lat a,b, c vara heltal. Om a | b och b | ¢ sa géller a | c.

3. Det &r inte sa att om a | b sa giller b | a, for alla heltal a, b.
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2 Gemensamma delare

2.1 Storsta gemensamma delare

Vi ska nu gora en precis definition av vad vi menar med den storsta gemen-
samma delaren till tva tal. Inutitivt &r det klart vad som menas. Betrakta
exempelvis talen 8 och 12. Talet 8 har foljande positiva delare:

Det storsta talet som dr en delare till bade 8 och 12 &ar alltsa 4. Vi séger
alltsa att 4 &r den storsta gemensamma delaren till 8 och 12, och skriver
4 =sgd (8,12). Lat oss nu gora en allmén definition av detta.

Definition 2.1.1. Lat n vara ett heltal. Betrakta méngden
D(n)={a€Z:a>0,al|n}.
Denna méngd kallar vi delarmdngden till n.

Méngden D(n) innehaller alltsa alla positiva delare till n. Vi har exempelvis
att D(12) = {1,2,3,4,6,12}.

Definition 2.1.2. Lat a, b vara heltal, dir inte bade a och b ar 0. Det storsta
talet i méngden D(a)N D(b) kallar vi for den storsta gemensamma delaren till
a och b. Vi betecknar detta tal med sgd (a, b).

Nér man ger en definition som denna méaste man fundera pa om méingden
D(a) N D(b) verkligen innehaller ett storsta element, for alla val av a och b, sa
att definitionen har en innebord. Detta bevisas hér:

Sats 2.1.3. Lat a och b vara heltal som inte bada dr 0. Da innehaller mdngden
D(a) N D(b) ett storsta element.

Bevis. Enligt pastaende 3 i Sats 1.1.2 ricker det att visa att D(a) N D(b) # &
samt att D(a) N D(b) har en 6vre begrinsning.

Observera att 1 € D(n) for varje heltal n. Alltsa kommer &ven 1 € D(a)ND(b).
Detta betyder att D(a) N D(b) # @.

Att D(a) N D(b) har en &vre begransning foljer om vi kan visa att minst en
av méingderna D(a) och D(b) har en 6vre begrinsning. Vi vet att minst ett
av talen a och b inte &r 0. Antag utan inskrénkning att a # 0 (fallet b # 0
hanteras pa samma sétt). Lat

M:{ a oma >0
—a om a < 0,

12



Vi viljer alltsa M sadant att M > 0. Tag ett godtyckligt € D(a). Da &r x
en delare till a, och ddrmed ocksa en delare till M. Detta betyder att det finns
ett tal ¢ sadant att M = xq, och eftersom M > 0 sa maste x < M. Alltsa ar
M en 6vre begrinsning till D(a). O

Definition 2.1.4. Lat a,b vara heltal, inte bada 0. Om sgd (a,b) = 1 sa séger
vi att a och b ar relativt prima.

Exempel 2.1.5. Betrakta talen 9=3-3,10=2-5, och 12=2.2- 3. Klart
ar att

D(9) = {1,3,9}, D(10) = {1,2,5,10}, D(12) = {1,2,3,4,6,12}.
Alltsa giller
sgd (9,10) =1, sgd(9,12) =3, sgd(10,12) =2.

Detta betyder att talen 9 och 10 &r relativt prima, medan varken 9 och 12
eller 10 och 12 &r relativt prima. A

Exempel 2.1.6. Det kan vara intressant att fundera pa vad storsta gemen-
samma delaren till ett positivt tal och 0 &r. Lat a > 0. Enligt definitionen &r
det faktiskt sa att

D(0) =1{1,2,3,...},

och darmed far vi
D(a) N D(0) = D(a).

Observera nu att det storsta talet i D(a) &r a, och darfor ar

sgd (a,0) = a. A

2.2 Euklides algoritm
Sats 2.2.1. Lat a,b vara heltal dir b # 0. Antag att heltalen p,q uppfyller
a=b-q+r.

Da gdller
sgd (a,b) = sgd (b,r) .

Bevis. Tag x € D(b) N D(r). Da giller x | b och = | r. Det betyder att det
finns heltal mi, mo sadana att b = xmq och r = xmsy. Vi far att

a =bq+r=xmiq+ xrme = x(miq+ ms).

Alltsa géller z | a och ddrmed x € D(a). Eftersom = € D(b) sa far vi z €
D(a) N D(b). Vi har alltsa visat att

D(b) N D(r) C D(a) N D(b).
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Omvént, tag y € D(a) N D(b). Da finns heltal & och kg sadana att a = yk;
och b = yks. Nu far vi

r=a—bq = yki — ykaq = y(k1 — k2q).

Alltsa géller y | r och ddrmed y € D(r). Eftersom y € D(b) sa foljer x €
D(b) N D(r). Detta visar att

D(a) N D(b) € D(b) N D(r).

Eftersom vi nu har visat att D(b) N D(r) € D(a) N D(b) och D(a) N D(b) C
D(b) N D(r), sa foljer

D(a) N D(b) = D(b) N D(r). O

Denna sats kan anvindas for att rikna ut storsta gemensamma delaren till
tva tal. Denna utrdkningsmetod, som hér illustreras med ett exempel, brukar
kallas Euklides algoritm.

Exempel 2.2.2 (Euklides algoritm). Lat oss bestdmma sgd (6 396, 525). Ef-
tersom

6396 = 525 - 12 + 96
sa foljer
sgd (6 396, 525) = sgd (525, 96) .

Vidare, vi har att
525 =96 -5 + 45,

och darmed
sgd (525,96) = sgd (96, 45) .

Fortsétt pa detta séitt sa ser det ut sa hér:

6396 = 525 - 12 + 96 sgd (6396, 525) = sgd (525, 96)
525 = 96-5 +45 — sgd (96, 45)
9% = 45-2 +6 = sgd (45, 6)
5= 6-7 +3 — sgd (6,3)

6= 3-2 +0 =sgd (3,0) =

Vi ser alltsa att sgd (6396,525) = 3. Algoritmen gar alltsa ut pa att utfora
heltalsdivision ett antal ganger tills den gar jamnt ut (det vill séga att resten
blir 0), och sedan anvinda det faktum att sgd (n,0) = n for alla n > 0, vilket
diskuterades i Exempel 2.1.6. A

Sats 2.2.3. Lat a,b vara heltal som dr relativt prima. Da finns heltal x,y
sadana att

1 =xza+ yb.
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Bevis. Vi kan utan inskrankning anta att b > 0. Anvénd nu Sats 1.3.1 {or att
utfora heltalsdivision om och om igen, tills resttermen blir 0, och fa:

a = b-q1 +m dir 0<r; <b

b= m-q9@ +7r dir 0<rg <mr

ry = ro - Q3 + r3 dir 0<ry <rg

ro= r3-qa +7m4 dir 0<ry <rs3 (2.1)
Theo =Tn-1"'Gn + Tn dir 0<r, <rp_1
Thn—1= Tn ' Qn+l + Tntl déar Tn+1 = 0

Att denna process verkligen tar slut, och att resten pa den sista raden blir 0
inser man eftersom
b>ri>rg>--->r, >0.

En sadan f6ljd av heltal, som blir mindre och mindre hela tiden maste sa
smaingom na 0. Enligt Sats 2.2.1 vet vi att

= sgd (rn—1,7n)
= sgd (1, 0)
= Tn,

det vill séga att r, = 1. Anvénd nu (2.1) bakldnges och fa

1l=r,
=Th—2—Qqn " Tn—1 =Tn—2 —Q4n - (Tn—3 —Tn—-2" Qn—l)

= —Qn-Tn-3+ (1 - anIQn) *Tn—2

=z-a+y-b

for nagra heltal z,y. O
Exempel 2.2.4. Talen 4712 och 585 &r relativt prima. Det visas pa foljande
satt:
4712 =585-8 + 32 sgd (4712, 585) = sgd (585, 32)
585 = 32-18+9 = sgd (32,9)
32= 93 +5 =sgd (9,5) (2.2)
9= 5-1 +4 = sgd (5,4) ’
5= 4-1 +1 =sgd (4,1)
4= 1-4 40 =sgd (1,0) =
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Detta visar att sgd (4712,585) = 1, men utridkningarna kan ocksa anvindas
for att hitta de tal x,y som enligt satsen ovan finns och gor

1=4712-2+585-y.

Anviénd (2.2) bakldnges och fa

1 =5-4-1 =5-(9—-5-1)-1
— 9452 = -9+ (32-9-3)-2
=32.2-9.7 =32.2—(585—32-18)-7
— —585-7+32-128 — 5857+ (4712 — 585 - 8) - 128

=4712-128 — 585 -1031.

Alltsa géller
x=128 och y=-1031. A

Sats 2.2.5. Lat a,b vara relativt prima heltal, och c ett godtyckligt heltal. Om
a | be sa gdller a | c.

Bevis. Enligt Sats 2.2.3 finns heltal x,y sadana att 1 = xa 4+ yb. Multiplicera
detta med ¢ och fa
c = zac + ybe.

Eftersom a | be sa finns ett heltal ¢ sadant att bc = ag. Nu f6ljer
¢ = zac + ybc = xac + yaq = a(xc + yq),

vilket visar att a | c. O

Ovningar
Ovning 2.1. Lat a, b vara heltal. Antag att heltalet d > 0 uppfyller
dla och d]|b.
Antag att z | d for varje x € D(a) N D(b). Visa att d = sgd (a, ).
Ovning 2.2. Anviind Euklides algoritm for att bestimma sgd (8860, 1075).

Ovning 2.3. Talen 139 och 117 ér relativt prima. Enligt Sats 2.2.3 finns heltal
x och y sddana att 1 =z - 139+ y-117. Anvand tekniken i Exempel 2.2.4 for
att bestdmma x och y.

Ovning 2.4. Lat a och b vara relativt prima heltal. Antag att heltalet ¢ upp-
fyller att
alec och bje

Visa att ab | c.
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3 Primtal

I detta avsnitt kommer vi definiera primtal och visa hur varje positivt heltal
kan skrivas som en produkt av sadana primtal.

3.1 Grundliggande definitioner

Definition 3.1.1. Ett heltal p > 1 ségs vara ett primtal om de enda posi-
tiva heltal som delar p dr 1 och p. Ett heltal som inte &r ett primtal kallas
sammansatt.

Det kan vara vart att podngtera att alla heltal delas av 1 och sig sjélv. Om n
ar ett heltal har vi ju att n = n - 1, vilket enligt definitionen av delare betyder
bade att n | n och att 1 | n. Men primtalen &dr alltsa de enda heltalen, storre
dn 1, som inte delas av nagot annat positivt heltal &n just dessa tva.

Exempel 3.1.2. De forsta tio primtalen &r:

2, 3, 5 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29. A

Om ett tal n kan faktoriseras, det vill siga skrivas som en produkt av andra
positiva heltal &n 1 och n, dr det inte ett primtal. Exempelvis &r inte 12 ett
primtal eftersom 12 = 3 - 4, vilket bland annat betyder att talen 3 och 4 delar
12. Tal som kan faktoriseras dr alltsd sammansatta.

Exempel 3.1.3. Foljande tal ar inte primtal, eftersom de kan faktoriseras:

6=2-3, 36=4-9, 64=2.2.2.2.2.2 A

3.2 Primtalsfaktorisering

Lat oss nu titta pa hur man kan faktorisera sammansatta tal. Betrakta talet
60. Det finns ett antal olika sétt att faktorisera det pa, exempelvis:

60=6-10, 60=3-20, 60=3-4-5, 60=2-2-3-5.

Observera sérskilt den sista faktoriseringen. Den bestar bara av primtal. F6rsok
nu hitta en faktorisering av 60 som bestar av andra primtal &n dessa. Forsok
dock inte for lange, for det gar inte. Detta &r inget speciellt for talet 60, utan
en egenskap som alla heltal har.

Det visar sig ndmligen att alla heltal, forutom 0, 1 och -1, inte bara kan skrivas
som en produkt av primtal, utan dessutom att det bara finns ett enda séitt att
gora detta pa. Visserligen &r det sa att

60=2-5-3-2=5-3-2-2,

vilket betyder att man kan ordna om primtalsfaktorerna i talet 60 for att fa
faktoriseringar som ser olika ut. Men det vésentliga &r att det alltid &r samma
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primtalsfaktorer som férekommer (i fallet med 60 &r primtalsfaktorerna 2, 3
och 5), och antalet ganger varje primtal férekommer #r ocksa detsamma (for
talet 60 forekommer 2 tva ganger, medan 3 och 5 férekommer en gang vardera).
Lat oss nu bevisa detta.

Vi borjar med foljande hjalpsats:

Lemma 3.2.1. Lat p vara ett primtal, och x1,x9,x3,... godtyckliga heltal.
Vilj ett heltaln > 1. Om

plxixe -y

sa dr det ocksa sa att
p |

for nagot j med 1 < j < n.

Bevis. Om n = 1 sa &r pastaendet uppenbarligen sant. Antag nu for ett
ogonblick att pastaendet ocksa &r sant om n = k, dar k > 1 ar ett heltal.
Utifran detta antagande forsoker vi nu visa att pastaendet ocksa géller for
n=*k+1.

Lat m = xjzg---xg. Det vi har antagit &r alltsa att om p | m sa har vi att
p | x; for nagot j med 1 < j < k. Det vi vill visa &r att om p | mayq; sa foljer
det att p | z; for nagot j med 1 < j < k+ 1.

Antag alltsa att p | mazgy1. Vi har tva fall: p | 251 och pf xgyq. I det forsta
fallet &r det uppenbarligen sa att p | ; fér nagot j med 1 < j < k+1 (eftersom
det giller for j = k + 1).

Lat oss darfor titta pa det andra fallet, det vill sdga dér p { xgy;1. Eftersom
p ar ett primtal giller per definition D(p) = {1,p}. Eftersom p t xjy1 sa
giller p ¢ D(xp4q1). Alltsa maste D(p) N D(xp41) = {1}. Detta betyder att
sgd (p, xx+1) = 1, sa p och x4 dr relativt prima. I och med att p | x4 1m sa
foljer det enligt Sats 2.2.5 att p | m. Men enligt vart forsta antagande foljer
da att p | z; for nagot j med 1 < j < k.

Vi har alltsa visat att p | ; fér nagot j med 1 < j < k+1 bade i fallet p | 211
och pt 1. Alltsa har vi visat det vi féresatte oss: att om p | may4q sa foljer
p | z; for nagot j med 1 < j < k+ 1.

Det som har hint nu &r att vi har visat att sa fort pastaendet i lemmat géller
for n = k, dar k > 1, sa géller det ocksa for n = k + 1. Men vi vet ju fran
forsta raden i beviset att det géller for n = 1. Alltsa foljer det att pastaendet
galler ocksa for n = 2. Och ddrmed maste pastaendet gilla for n = 3, och for
n =4, n =25, n =6, och sa vidare i all evighet. Alltsa géller pastaendet for
alla heltal n > 1. O

Med hjilp av Lemmat kan vi visa att alla heltal har en unik primtalsfaktori-
sering, nagot som brukar kallas for aritmetikens fundamentalsats:
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Sats 3.2.2 (Aritmetikens fundamentalsats). Varje heltal m > 2 kan skrivas
som

m =pip2- - Pn,

ddr p1,p2,...,pn dr primtal. Denna faktorisering dr unik, bortsett fran ord-
ningen av faktorerna.

Bewvis. Vi borjar med att visa att varje m > 2 verkligen har en primtalsfak-
torisering. Antag motsatsen, det vill siga det finns tal m > 2 som inte kan
faktoriseras i primtal. Lat M vara det minsta sadana talet. Det kan inte vara
sa att M &r ett primtal, for da dr det redan faktoriserat i primtal (M = p, dér
p ar ett primtal). Alltsa ar M inte ett primtal, vilket betyder att det finns en
delare a till M som inte &r 1 eller M. Enligt definitionen av delare finns ocksa
b sadant att M = ab. Uppenbarligen kan inte heller b vara 1 eller M. Vi kan
utan inskrénkning anta att a,b > 0. Alltsa géller 2 < a < M och 2 < b < M.
Men eftersom M #r det minsta tal > 2 som inte har en primtalsfaktorisering,
sa maste bade a och b ha primtalsfaktoriseringar. Vi kan alltsa skriva

a=qq2--q och b=riry---my,
dar q1,q2,...,Qk, 71,72, . ..,7; ar primtal. Men nu géller ju
M =ab=qqa---qrire-- -1,

vilket betyder att &ven M har en primtalsfaktorisering. Detta &r en motségelse,
vilket betyder att det inte kan finnas tal m > 2 som saknar primtalsfaktorise-
ring.

Nu aterstar det att visa att faktoriseringen av m &r unik. Antag dven hér
motsatsen, det vill séiga att det finns tal m > 2, som visserligen kan faktoriseras
i primtal, men pa olika sitt. Lat M vara det minsta sadana talet. Skriv upp
tva godtyckliga primtalsfaktoriseringar av M enligt:

MZQIquk OChM:’rlT'Q...r,«l’

dar q1,q2,...,Q, 71,72, ..., ar primtal.

Vi maste ha &k > 2 och [ > 2, for om exempelvis k£ = 1 sa skulle M = ¢; vara
ett primtal. Och primtal har naturligtvis en unik faktorisering bestaende av
ett enda primtal: talet sjalv.

Vi har att
q|M=rry---r,

vilket enligt lemmat ovan betyder att
@ lrg

for nagot 7 med 1 < j < I. Men eftersom bade g1 och r; &r primtal sa maste
q1 = ;. Alltsa géller

@ (@3- qp) =M =q1 - (rira -~ 1j_17j41 - -+ T1)
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och darmed

9293 - Q = T172 - " Tj—1Tj41 " T

Men eftersom detta tal 4r mindre &n M sa har det en unik primtalsfaktorise-
ring, vilket betyder att primtalsfaktoriseringarna

@293 - q  och  rire---riaTig1 T

ar desamma, féorutom majligtvis ordningen pa faktorerna. Och eftersom p; = g;
s& &r ocksa fakoriseringarna

MZQIquk och M:’r‘lr2...7«l
desamma, forutom mojligtvis ordningen pa faktorerna. Detta betyder att alla

sitt att faktorisera M pa &r desamma, vilket dr en motsigelse. Alltsa kan det
inte finnas tal m > 2 som har olika primtalsfaktoriseringar. O

3.3 Existens av primtal

En sak som aterstar att fraga sig om primtal &r hur manga det finns. Detta
besvaras av foljande sats, vars bevis var ként redan av Euklides:

Sats 3.3.1. Det finns odndligt manga primtal.

Bevis. Antag att det bara finns dndligt manga primtal p1, po, . .., pn. Skriv
m=1+pip2---pn.
Enligt aritmetikens fundamentalsats finns primtal ¢, g2, . . ., gx sadana att

m=4q192 - qk.

Eftersom pq, po,...,p, enligt antagandet &r alla primtal som finns, s& maste
q1 vara ett av dessa. Vi har alltsa ¢; = p; dér 1 < j < n. Lat

Da har vi m =1+ pja och m = ¢1b, och eftersom ¢; = p;
@-b=m=1+q-a,

vilket i sin tur betyder att
q1-(b—a)=1.

Detta dr omdjligt eftersom ¢; = 2 och b — a &r ett heltal. Alltsa kan det inte
finnas &ndligt manga primtal. O
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Ovningar
Ovning 3.1. Primtalsfaktorisera talen
12, 26, 55, 98, 150, 210, 315, 455.

Ledning: Prova att successivt dela talet med primtalen 2,3,5,7,11,.... Om
ett primtal p delar talet a, sa dr det ett av primtalfaktorerna, och resten av
faktoriseringen hittar man genom att faktorisera kvoten a/p pa samma sétt.
Exempelvis ser vi att 105/3 = 35. Sa for att hitta faktoriseringen av 105
aterstar nu att faktorisera 35. Men 35/5 =7sa 1056 =3-5-7.

Ovning 3.2. Lat p och $ vara primtal. Visa att om p | p s maste p = p.

Ovning 3.3. Lat a vara ett heltal och p vara ett primtal. Visa att antingen
géller sgd (a,p) = 1 eller sa géller p | a.

Ovning 3.4. Lat n > 1 vara ett heltal. Antag att talen a1, as, ..., an, alla dr
relativt prima med n. Lat
a=ayas--- ap.

Visa att a och n ar relativt prima.
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4 Kvadratiska talringar

Eftersom vi dr sa vana vid att arbeta med vanliga heltal &r det ibland svart for
oss att verkligen uppskatta elegansen i vara resultat fran de forsta kapitlen. Vi
tar exempelvis ofta entydig faktorisering av heltal for given, men som vi har
sett dr det inte helt latt att visa detta faktum pé ett matematiskt tillfreds-
stallande sétt. I det hir kapitlet ska vi sétta vara tidigare kunskaper i ett nytt
perspektiv.

Vi ska definiera sa kallade kvadratiska talringar med hjélp av de tidigare kinda
heltalen. Elementen i dessa ringar paminner riatt mycket om heltal, men de
uppfor sig ibland pa ovintade sétt. Vi infor operationer som motsvarar ad-
dition och multiplikation, och vi definierar ett slags minimala faktorer som
motsvarar primtal. Till slut kommer vi att se att vi i vissa fall kan skriva
elementen i vara talringar som produkten av minimala faktorer pa flera olika
satt.

4.1 Gaussiska heltal

Nar man forsoker 1osa andragradsekvationer av typen
> 4+br+c=0 dir bceR

finner man ibland att dessa ekvationer saknar l6sningar, det vill séga, att inte
inte finns nagot x € R som uppfyller ekvationen.

Exempel 4.1.1. Ett kiint exempel ar ekvationen
2> 4+1=0. (4.1)

Eftersom 22 > 0 for alla € R och summan av ett icke-negativt tal och ett
positivt tal alltid &r positiv, ser vi att ekvationen saknar reella 16sningar. A

Den hir situationen dyker ofta upp i matematiken: man arbetar med en méangd
som &r for liten for att man ska kunna l6sa vissa problem, och for att kunna ga
vidare dnda gor man dérfor méngden storre genom att ligga till element. Vi
har redan sett nagot liknande nér vi inférde de reella talen efter att vi mérkte
att kvadratrotter inte alltid kan hittas bland de rationella talen.

Vi bildar nu ett nytt talsystem med hjilp av heltalen och en symbol i, som
vi kan tédnka pa som ett slags “skiljetecken” mellan tva hela tal. Vi utrustar
detta talsystem med addition och multiplikation pa foljande sétt.

Definition 4.1.2. Mingden av Gaussiska heltal bestar av uttryck pa formen
z=a+bi, abeZ.

Summan z + w av tva Gaussiska heltal z = a + bi och w = ¢ + di definieras
som
z+w=a+c+ (b+d)i, (4.2)
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medan produkten z - w ges av
z-w = ac — bd + (ad + be)i. (4.3)

Méngden av Gaussiska heltal, tillsammans med de bégge operationerna addi-
tion och multiplikation, betecknas med Z[i].

Exempel 4.1.3. Talen
2,31, 2441, -2+ T7i, 5 — 2i
ar Gaussiska heltal. A

Det ar viktigt att forst vi overtygar oss om att definitionen ovan ar vettig.
Eftersom summor av heltal ar heltal foljer det i alla fall att summan z + w
ar pa formen A + Bi for heltalen A = a 4+ ¢, B = b + d. Motsvarande giller
for produkten z - w: uttrycken C = ac — bd och D = ad + bc &r heltal, sa
z-w = C + Di. Vi ser alltsa att vi inte kan ldmna méangden av Gaussiska
heltal genom att utfora rékneoperationer pa dem; man séger att méngden Z[i]
ar sluten under addition och multiplikation. I en av ¢vningarna far ldsaren
bekanta sig med nagra andra viktiga egenskaper hos de Gaussiska heltalen.

Vi inser alltsa att definitionerna ovan inte leder till nagra motségelser, men
fragan varfor vi har valt just dessa regler for addition och multiplikation
kvarstar. Innan vi diskuterar detta ska vi bekanta oss lite med hur konkre-
ta rikningar i Z[i] kan se ut.

Exempel 4.1.4. Vi sétter z = 2 +1i och w = —2 +1 och har da
zrw=2+1)+(-2+i)=2-2+(1+1)i=0+2i
Produkten zw far vi genom att berdkna
2w=24+1)(-24i)=2-(-2)—1-14+[2-1+1-(-2)]i=-5+0i.
Om vi istéllet later z = 7 — 3i och w = —i ser vi att
z—w=(T—31)— (=) =(7T—=31)—(0—1i) =7+ 0+ (—3+1)i="7—2i,
medan vi far
2w=(7T-31)0—-1)=7-0—(=3)- (=) +[(-3)-0+7-(-1)]i=3-Ti
A

For att forenkla notationen skriver vi 0 istéllet ofta for 0 + 0i, a istéllet for
a + 0i och bi istéllet for 0 + bi. Talet 0 = 0 + 0i har den speciella egenskapen
att 0+ 2z = z och 0-z = 0 for alla z € Z[i], det fungerar pa precis samma sétt
som den vanliga nollan for heltalen.

Exempel 4.1.5. Vi skriver 3 istéllet for 3 + 0i och 5i istéllet for 0 + 5i. A
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Vi ska nu forsoka forsta varifran vi har fatt idén som ligger bakom definitio-
nerna av addition och multiplikation av Gaussiska heltal. En jamforelse med
multiplikation av polynom kan vara nyttig. Tag tva polynom a+ bz och c+dzx,
dér a,b,c,d € Z och z ar en variabel. Om vi adderar polynomen, och samlar
ihop termerna som innehaller variabeln x far vi

(a+bx)+ (c+dx)=a+c+ (b+d)z,

ett nytt polynom pa samma form. Om vi istéllet multiplicerar polynomen och
samlar ihop alla termer som innehaller = och z? far vi:

(a4 bx)(c + dz) = ac + adx + bex + bdz® = ac + (ad + be)z + bdz>.

Nu har vi en term med z? med ocksa, si produkten #r inte pa samma form
som de tva ursprungliga polynomen. Vi gér nu samma sak med a + bi och
¢+ di (vi byter bara z mot i) och far

(a4 bi)(c + di) = ac + adi + bci + bdi2 = ac + (ad + be)i + bdi®.

Om vi hér helt friackt byter ut i mot —1 far vi precis var Gaussiska produkt,
dér resultatet dr ett nytt Gaussiskt heltal!

Vi gor nu en avgorande observation: om vi later z = 0-+i far vi fran rdknereglerna
for Gaussiska heltal att

22:z-z:—1+()i,
vilket betyder att talet z = 0 + i loser ekvationen 22 + 1 = 0, i alla fall om vi
anvinder konventionen 0 = 04 0i. Vi har alltsa lyckats hitta en 16sning till var
olosbara ekvation genom att utvidga vart talsystem! Talet i kallas for 6vrigt
den imagindra enheten. Det hir faktumet har motiverat var definition av mul-
tiplikation i Z[i]: tanken #r att man ska “rédkna pa som vanligt” med uttryck
pa formen 3 + 7i och —2 + 5i genom att tillimpa de vanliga riknereglerna for
heltal, men byta ut en férekomst av uttrycket i mot —1.

Det &r viktigt att notera att vi aterfinner méngden av vanliga heltal bland de
Gaussiska heltalen: de dr helt enkelt Gaussiska heltal z = ¢+ bi med b = 0. Om
man tillimpar riknereglerna for Z[i] finner man att méngden av tal z = a + 0i
beter pa samma sitt som heltalen, s& vi har i alla fall inte forstort nagra av
vara tidigare resultat genom att utvidga vart talsystem.

Anmirkning 4.1.6. Man kan definiera division for Gaussiska heltal ocksa,
men vi avstar fran det hér.

Vi infér ddremot begreppet delare for Gaussiska heltal.

Definition 4.1.7. Lat z och z; vara Gaussiska heltal. Om det finns ett
Gaussiskt heltal wy sadant att z = z; - wy séger vi att z1 delar z, och vi
skriver z1 | z. Vi kallar da z; for en delare till z. Om z; inte delar z skriver vi
z11 2.
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Ett begrepp som vi kommer att anvidnda flitigt &r normen av ett Gaussiskt
heltal. Normen av ett Gaussiskt heltal dr ett matt pa hur stort talet &r.

Definition 4.1.8. Normen N(z) av ett tal z = a + bi definieras som
N(z) = a* + V*.
Det ar vért att notera foljande egenskaper hos normen:

Lemma 4.1.9. Normen av ett Gaussiskt heltal dr ett icke-negativt heltal, och
N(z) =0 om och endast om z = 0. Vidare gdller

N(a+ bi) = N(a — bi),

samt
N(z-w)=N(z) - N(w) (4.4)

Bewvis. Normen av z = a + bi #r ett heltal eftersom a?> +b%> =a-a+b-b och
vi har visat att summor och produkter av heltal &r heltal. Vi vet dven att
kvadraten av ett heltal &r icke-negativt, och saledes géller N(z) > 0 for alla
Gaussiska heltal z. Om N(z) = 0 har vi

a2+b2=0,

och den enda mgjliga heltalslosningen till denna ekvation dr a = b = 0.

Definitionen av norm ger att
N(a —bi) = N(a + (=b)i) = a® + (=b)* = a® + b,

vilket &r lika med N (a + bi).
Vi bildar sedan produkten

zw = (a+1b)(c + id) = ac — bd + (ad + be)i.
Fran definitionen f6r normen far vi
N(zw) = N(ac — bd + (ad + be)i) = (ac — bd)? + (ad + be)?.
Genom att utveckla kvadraterna i hogerledet far vi

N(zw) = a®c¢® — 2abed + b*d* + a*d® + 2abed 4 b*¢?
= a’c? + b*d* + a*d® + b? 2,

A andra sidan ser vi att
N(z) - N(w) = (a* + b*)( + d?) = a®*c? + a*d® 4+ v’ + b*d?,
och darmed &r den sista likheten i satsen visad. O
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Det dr emellertid inte sant att N(z+ w) = N(z) + N(w), vi aterkommer till
detta i en av 6vningarna.

Exempel 4.1.10. Vi har att
N1+i)=12+12=2

medan

N(=3i)=0%+3%>=09. A

Fran egenskaperna hos normen f6ljer nu speciellt att z - w = 0 om och endast
om z = 0 eller w = 0.

Nista lemma beskriver en viktig egenskap hos normen: normen av en produkt
ar storre eller lika med var och en av faktorernas normer.

Lemma 4.1.11. Lat z och w vara nollskilda Gaussiska heltal. Da gdller
N(z-w) > N(z) och N(z-w)>= N(w).
Vi har string olikhet savida inte nagon av faktorerna dr en enhet.

Vi ger det som en dvning att visa detta.

Vi ska nu titta ndrmare mot motsvarigheterna till heltalen 1 och —1 i Z[i].

Definition 4.1.12. Vi séger att z € Z[i] ar en enhet om N(z) = 1.

Alla tal i Z[i] &r pa formen z = a + bi, och om z ska vara en enhet maste vi ha
N(a+bi) =1, det vill sédga
a? +0* =1

Summan av tva icke-negativa heltal &r alltid storre &n ett om a och b bada
ar skilda fran 0. Om ekvationen a? 4+ b?> = 1 ska vara uppfylld maste saledes
antingen a = 0 eller b= 0. Vi inser nu att a = +1,0 =0 och a =0,b = £1 &r
de enda mojliga 16sningarna till ekvationen. Alltsa ges enheterna i Z[i] av

1,—1,i, —i.

4.2 Entydig faktorisering

Vart mal dr att undersoka huruvida vi kan skriva varje Gaussiskt heltal som
en produkt av en minimala faktorer, det vill séiga Gaussiska heltal som sjdlva
inte kan skrivas som produkter. Man observerar emellertid att det for varje
z € ZJi] géller att z = 1- 2z, och dven att z =1i-1-(—z), sa vi kommer aldrig
ifran att vi kan skjuta in enheter i faktoriseringen av Gaussiska heltal. Vi tar
hinsyn till detta i var nésta definition.

Definition 4.2.1. Vi séger att det Gaussiska heltalet z &r irreducibelt om
det enda séttet att skriva z som en produkt av Gaussiska heltal &r att bara
anvinda enheter och z som faktorer.
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Exempel 4.2.2. Talet 1 41 ar irreducibelt. Om sa inte vore fallet skulle vi
ha 1+1i= z-w for nagra tal z, w € Z[i] som inte &r enheter. Vi har emellertid
N(141) = 2, vilket skulle medféra att N(z-w) = N(z)-N(w) = 2. Eftersom 2
ar ett primtal maste darfor antingen N(z) = 1 eller N(w) = 1, vilket motséger
att z och w inte dr enheter. A

Exempel 4.2.3. Talet 2 ér inte irreducibelt eftersom 2 = (1 4+1)(1 — i), och
1+isamt 1 —i inte ar enheter. Vi séger istéllet att 2 dr reducibelt. A

Hér ser vi att nagot lite 6verraskande har intréffat. Talet 2 som &r ett primtal
i Z och inte kan skrivas som en produkt av heltal, har i Z[i] blivit reducibelt!

Definition 4.2.4. Vi séger att ett Gaussiskt heltal z har en irreducibel fak-
torisering om z kan skrivas som en #ndlig produkt av irreducibla element i

Z[i].

Sats 4.2.5. Varje element i talringen Z[i] som dr skilt fran O har en irreducibel
faktorisering.

Bevis. Antag att satsen dr falsk, det vill sdga, att det finns ett Gaussiskt
heltal z som inte &r noll, men som inte kan skrivas som en &ndlig produkt av
irreducibla element.

Vi noterar forst att z sjilvt inte kan vara irreducibelt, ty da skulle vi ju ha en
irreducibel faktorisering bestaende av bara z. Vi maste alltsa kunna skriva z
som en produkt

Z =21 W

av Gaussiska heltal z; och w; som ar skilda fran 0 och som inte &r enheter.
Det &r vidare omdjligt att bade z; och w; har irreducibla faktoriseringar.
Om sa vore fallet skulle vi ju fa en irreducibel faktorisering for z genom att
multiplicera ihop dessa tva irrededucibla faktoriseringar for z; och wq. Alltsa
maste atminstone nagot av z; och wi, sig z1, ha samma egenskap som det
Gaussiska heltalet z. Vi har alltsa att z = z1 - w1, att z; inte dr noll och inte &r
irreducibelt, och att z; inte kan skrivas som en produkt av irreducibla element.

Vi upprepar ovanstaende resonemang for z;. Detta ger oss att z; = 2o - wo
for nagra tal zo och wsy, dér z9 och wo inte dr enheter och dér zo saknar en
irreducibel faktorisering. Vi fortsétter pa samma sétt och erhaller en odndlig
foljd z1,22,23... av element i Z[i| dir z;4; &r en faktor i z; och inte &r en
enhet eller noll. For varje j géller vidare att z; = z;j41 - wj, dér talen w; &r
Gaussiska heltal som inte &r enheter.

Relationen (4.4) samt det faktum att inget av w;ma &r en enhet medfor da
att
N(zj) = N(zjt1 - wj) > N(zj11)

Eftersom detta giller i varje steg j far vi en oéndlig, stringt avtagande foljd
av heltal
N(Zl) >N(ZQ) >N(23) > e
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Men detta leder till att N(z;) < 0 for nagot j, vilket motséger att N(z) > 0
for alla nollskilda z € Z[i]. Alltsa har varje element z i Z[i] som inte &#r 0 en
entydig faktorisering. O

Anmirkning 4.2.6. Observera noga att vi inte uttalar oss om att faktori-
seringen ska vara entydig. Vi sédger bara att det finns minst en irreducibel
faktorisering av varje Gaussiskt heltal.

En fraga som kvarstar dr hur de irreducibla elementen i Z[i] egentligen ser ut.
Eftersom de vanliga heltalen kan identifieras med Gaussiska heltal z = a + bi
med b = 0 skulle en gissning kunna vara att atminstone primtalen i Z skulle
kunna vara irreducibla. Detta &r emellertid inte sant, vi har ju sett att 2 =
(141)(1—1). Det ligger &nda néra till hands att missténka att primtalen borde
dyka upp i beskrivningen av de irreducibla Gaussiska heltalen — vi har ju skapat
dessa med hjilp av vanliga heltal! Vi avstar fran att ge en precis beskrivning
av alla irreducibla Gaussiska tal, men med hjélp vara tidigare exempel kan vi
i alla fall observera att om N(z) dr ett primtal, sa dr z irreducibelt.

Vi har nu kommit fram till en av héjdpunkterna i det hir kapitlet.

Sats 4.2.7. Varje nollskilt element i talringen Z[i| har en entydig faktorisering
i irreducibla faktorer om vi bortser fran forekomsten av enheter och faktorernas
ordning.

Liksom i heltalsfallet behover vi 1 beviset anvinda ett lemma.

Lemma 4.2.8. Lat z vara ett irreducibelt element i Z[i]. Om z | y1y2 -+ - Yn sa
gdller z | y; for nagot j med 1 < j < n.

Vi avstar ifran att ge ett fullstindigt bevis hir. Bevisidén &r samma som i
heltalsfallet, och bygger nagot som liknar divisionalgoritmen for heltal.

Bevis av Sats 4.2.7. Lat oss anta motsatsen, det vill sdga, att det existerar
Gaussiska heltal med tva olika irreducibla faktoriseringar. Lat z vara ett sadant
Gaussiskt heltal, med egenskapen att normen av z dr minimal. Det vill sédga,
vihar N(Z) > N(z) for varje tal Z som har mer &n en irreducibel faktorisering.

Vi har alltsa antagit att

z=xzx3---xn och z=y1y2 - Ym, (4.5)
dér bade z;ma och y;ma &r irreducibla element. Vi antar ocksa att inga av
x;:ma och y;:na dr enheter.

Det maste gélla att N > 2 och M > 2. Annars dr z sjalvt irreducibelt med
z = x1 och z =y, vilket medfor x1 =y .

Eftersom z; | z maste vi ha x1 | y1y2 - - - yar, och fran lemmat ovan foljer det
att z1 | yx for nagot 1 < k < M. Vi kan alltsa skriva

Yp =€ 21
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for ndgot Gaussiskt heltal e. Vi vet a4 andra sidan att yj, dr irreducibelt, sa det
enda séttet att skriva y, som en produkt dr att bara anvénda y; och enheter.
Detta innebér att x1 och y bara kan skilja sig pa en enhet. Vi drar slutsatsen
att talet e ovan dr en enhet, N(e) = 1.

Vi sétter in relationen y, = ez i (4.5) och far

L1L2 "IN = 2 = €X1 Y1 Yj—-1"Yj+1 " "YM-
Vi later nu w = xox3 - - xn; vi har alltsa z = x1 - w. Vi vet att x1 inte &dr noll,
vilket innebér att

L2X3 TN =W =€ Y1 Yj-1Yj+1"""YM-

Inget av talen y; &r en enhet, och w &r ju en produkt av y;:na med y; utbytt
mot en enhet. Vi drar slutsatsen att N(yx) > N(e), vilket i sin tur medfor
N(w) < N(z).

Talet z var ju det Gaussiska heltal med minst norm bland dem som inte hade
entydig faktorisering. Det betyder att talet w har en entydig faktorisering,
vilket betyder att alla z; och y; &r lika, bortsett fran talens ordningen och att
vi kan skjuta in eventuella enheter. Slutligen har vi z = x1 - w samt z = y; - w,
och det foljer ddrmed att &ven z har en entydig faktorisering, om man bortser
fran ordningen pa faktorerna och forekomsten av enheter. O

4.3 Andra talringar och avsaknad av entydig faktorisering

I foregaende avsnitt definierade vi ett talsystem och rikneoperationer for detta
som var skriddarsydda s& att ekvationen x? + 1 = 0 skulle ga att lésa. Detta
innebar viisentligen att vi inférde en symbol i med egenskapen i2 = —1.

Lat oss nu istéllet betrakta ekvationen
22 +5=0.

Denna saknar ocksa reella losningar; det finns inga x € R som satisfierar
ekvationen. Vi infor dirfor symbolen y/—5 som har egenskapen att (v/—5)2 +
5=0.

Definition 4.3.1. Talringen Z[\/—5] bestar av méngden av uttryck pa formen
z=a+byv—-5, a,beZ,

tillsammans med tva operationer: addition och multiplikation. Vi later sum-
man z +w av z = a + by/—5 och w = ¢ + dv/—5 vara

z+w=a+c+ (b+d)vV-5
medan produkten z - w definieras som

z-w = ac — 5bd + (ad + bc)V—5
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Exempel 4.3.2. Ett exempel pa en utrikning i Z[v/—5] &r berdkningen av
produkten z - w fé6r z=14++/—-5och w=1—-+-5:

(1+vV=B)(1-vV=B)=1-1=5-(=1)-1+[1-(-1)+1-1]V=5=6. &
Definition 4.3.3. Normen N(z) av ett element z € Z[\/—5] ges av

N(z) = a® + 5b°.

Normen i Z[/—5] skiljer sig alltsd fran normen i Z[i]. Man kan dock observera
att vi definierat de tva normerna sa att N(z) = (a + bi)(a — bi) respektive
N(z) = (a + bv/=5)(a — by/=5).
Om man funderar och riknar lite inser man att normen i Z[v/—5] har egen-
skaper som motsvarar de for normen i Z[i], speciellt giller det liksom tidigare
att

N(z-w)=N(z) - N(w)

och N(z) =0 om och endast om z = 0.

Exempel 4.3.4. Talet z = 2 har norm N(2) = 22 +5-0? = 4 medan talet
z = /=5 har norm N(y/=5)=02+5-12 = 5. A

Definition 4.3.5. Vi séger att z € Z[\/—5| &r en enhet om N(z) = 1.

Vi kan bestdmma alla enheter i Z[v/—5]. Att z = a++/—5b &r en enhet betyder
definitionsmaéssigt att
a2 +5p2 =1

Vi noterar att 56> > 5 > 1 om b # 0. Eftersom a? och 5b? dr positiva saknar
alltsa ekvationen losningar om b # 0. Vi drar slutsatsen att

1, -1

)

ar enheterna i Z[v/—5].

Definition 4.3.6. Vi séger att z € Z[/—5| &r irreducibelt om det enda séttet
att skriva z som produkten av element i Z[v/—5] dr att enbart anvinda enheter
och z sjélvt.

Exempel 4.3.7. Talet 6 +/—5 ér irreducibelt eftersom N(6++/—5) = 41 &r
ett primtal. A

Exempel 4.3.8. Talet —5 + 21/—5 ér inte irreducibelt eftersom
—5+2vV-5=vV-5(2++v-5)
och v/—5 och 2 + /=5 inte dr enheter. A

Sats 4.3.9. Varje element i talringen Z[\/—5] har en irreducibel faktorisering.
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Beviset dr mycket likt motsvarande bevis for Gaussiska heltal och utelamnas
dérfor.

Vi ska nu visa att Z[v/—5] inte tillater oss att faktorisera element i irreducibla
faktorer pa ett entydigt sitt. Forst observerar vi att

6=2-3=(1++v-5)(1—+v-5). (4.6)

Vi har N(1++/—5) =6 = 2- 3, men inga element i Z[y/—5] har norm 2 eller
3. Alltsd kan inga element i Z[/—5] forutom enheter eller talet sjilvt dela
1+ /=5, vilket betyder att 1+ /=5 &r irreducibelt. P4 samma siitt far vi att
dven 1 — /=5 &r irreducibelt. Vi har vidare N(2) = 22 och N(3) = 32, och
detta betyder att dven dessa tal &ir irreducibla. Ett tal i Z[v/—5] som skulle
dela 2 skulle ju behéva ha en norm som delar 22, och dérmed skulle detta
tals norm behova vara lika med 2, eftersom 22 #r en potens av primtalet 2.
Vi vet emellertid att inga tal i Z[\/=5] har norm 2. Motsvarande argument
visar dérefter att #ven 3 ér irreducibelt. Detta visar att vi i (4.6) har gett ett
exempel pa tva skilda irreducibla faktoriseringar av talet 6 i Z[y/—5]!

Det hér visar att irreducibel faktorisering faktiskt ar en ratt subtil sak!

Anmirkning 4.3.10. Vi avslutar det har kapitlet med en liten utblick. Den
uppméirksamme ldsaren kanske har mérkt att det som kénnetecknar bade Z[i]
och Z[v/—5] #r att vi har infért ett speciellt tal, talet i respektive v/—5, som
vi later uppfylla en andragradsekvation, och att vi sedan anpassar additionen
och multiplikationen i vara talringar sa att de tar hinsyn till detta. I sjdlva
verket kan man skapa mer allméinna sa kallade kvadratiska talringar Z[£] pa
likartade sitt: vi later da symbolen £ vara en 16sning till nagon allmén ekvation
pa formen
2>+ Bzx+C, B,CeZ.

Elementen i Z[¢] later vi vara pa formen z = a + b, och i alla rakningar byter
vi ut €2 mot —C — BE. Vi har studerat fallen som svarar mot C' = 1 och
C = 5. Mer omfattande studier av allménna kvadratiska talringar brukar man
bedriva i hogre kurser i algebra.

Ovningar

Ovning 4.1. Visa att miingden Z[i] av Gaussiska heltal satisfierar foljande
rakneregler.

1. z+w € Z[i]
2. z-w e Z[i].

3. z+w=w+z
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6. 2+ (w-v)=(2-w)-v.

7. z-(w+v)=z-w+z-v.

8. Talet 0 = 0+ 0i € Z[i] uppfyller z + 0 = z.
9. Talet 1 =1+ 0i € Z uppfyller z-1 = z.

10. For varje Gaussiskt heltal z finns ett Gaussiskt heltal som vi betecknar
med —z sadant att z 4+ (—z) = 0.

Anvind dig av motsvarande regler for heltal dir det behovs!

Anmirkning: Som vi tidigare ndmnts, visar detta att Z[i] & en kommutativ
Ting.

Ovning 4.2. Berékna z + w, z — w och zw for

1. z=3+iochw=—-1+4i
2. z=—21ioch w=2-—5i.

Ovning 4.3. Visa att N(a+bi) = (a+bi)(a—bi) fér normen i Z[i]. Visa ocksa
att vi har N(z +w) = N(z) + N(w) + 2(ac + bd) for alla Gaussiska heltal z
och w.

Ovning 4.4. Lat z och w vara Gaussiska heltal skilda fran 0 och bilda ¢ = z-w.
Visa att N(¢) > N(z) och N(¢) > N(w). Néar intréffar likhet?

Anmdrkning: Detta bevisar Lemma 4.1.11.
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5 Modular aritmetik

5.1 Modulorédkning

Vi kommer nu fram till modulorékning. Detta &r ett lite annorlunda sétt att
rikna med heltal pa, &ven om det egentligen bygger pa de vanliga raknesétten.
Allt utgar fran foljande definition:

Definition 5.1.1. Lat n > 1 vara ett heltal. Vi séger att heltalen a och b ar
kongruenta modulo n, och skriver

a=b (mod n),
om n | (a—b).
Exempel 5.1.2. Lat n = 12. Exempelvis har vi att
16 =4 (mod 12), —27=-3 (mod12) och 22=-2 (mod 12),

eftersom 12 &r en delare till alla tre talen 16 — 4 = 12, (—27) — (-3) = —24
och 22 — (=2) = 24. A

Nar man rdknar modulo ett tal, exempelvis 12, kan man se det som att man
betraktar alla tal som &r kongruenta med varandra som samma tal. Enligt
exemplet ovan &dr 16 och 4 ”samma tal” modulo 12, liksom 22 och —2. Dérfor
verkar det inte alldeles orimligt, s& ldnge man riknar modulo 12, att 16 + 22
borde bli ”samma tal” som 4 — 2. Mer korrekt kan vi skriva detta som

164+22=4—-2 (mod 12).
Denna kongruens giller eftersom
16+22— (4—2)=36=12-3.

Detta beteende ar ingen speciellt for n = 12, utan géller i allménhet, vilket
visas nedan.

Sats 5.1.3. Lat n vara ett positivt heltal. Antag att heltalen a,a samt b,b
uppfyller

Da gdller
samt

Beuvis. Per definition vet vi att n | (a — a) och n | (b — b). Det betyder att det
finns heltal  och y sadana att

a—a=nx och b—b=ny.
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Nu foljer

(a+b)—(@a+b)=(a—a)+ (b—0b)
=nr+ny

=n-(x+y).
Alltsa géller n | (a 4 b) — (@ + b), vilket betyder att
a+b=a+b (modn).

Vidare,

ab— ab = ab — ab+ ab — ab
=a-(b—b)+(a—a)-b
=a-ny—+nzc-b
=n- (ya + xb),

och déirmed n | (ab — ab), det vill séiga

ab=ab (mod n). O

Denna sats visar en av de stora fordelarna med modulorikning. Genom att
anvéinda den kan vissa berdkningar forenklas visentligt. Lat oss illustrera detta
med ett par exempel.

Exempel 5.1.4. Lat a = 228 - 115. Vi vet att det finns heltal ¢ och r sddana
att a=8-q+r,dir 0 < r < 8. Bestam r.

L&sning. Borja med att utféra heltalsdivision med 8 av talen 228 och 115:
228=8-28+4 och 115=8-14+3.

Detta betyder att 228 —4 = 8- 28 och 115 — 3 = 8 - 14, det vill sdga att
8] (228 —4) och 8| (115 — 3). Alltsa géller

228=4 (mod 8) och 115=3 (mod 8).
Enligt satsen ovan far vi
a=228-115=4-3=12 (mod 8).
Men eftersom det uppenbarligen &r sa att 12 =4 (mod 8) sa foljer
a=4 (mod 38)

Alltsa har vi 8 | (a —4), vilket per definition betyder att det finns ett heltal ¢
sadant att a —4 = 8- ¢. Vi far alltsa

a=8-q+4, ochdirmed r=4. A
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Podngen med ovanstaende exempel dr att det dr mycket enklare att heltalsdi-
videra talen 228 och 115 med 8 &n vad det ar att utféra heltalsdivisionen med
deras produkt a = 228 - 115 = 26 200.

Exempel 5.1.5. Lat a = 3'%. Det finns heltal ¢ och r, diir 0 < r < 6 sadana
att a =6-q+ r. Bestdm r.

L&sning. Observera att
33=27=6-4+3=3 (mod 6).
Alltsa géller
a=30=3.39=3.3)¥=3.38=3.3)" =331 =32 (mod 6).
Vidare foljer
a=32=31=3"=3.33=3.3=9=3 (mod 6),
vilket betyder att vi kan skriva
a=6-q+ 3,

for nagot heltal ¢. Alltsa far vi att » = 3. A

I detta exempel far vi en vildigt stor vinst. Talet a = 3'% &r enormt stort,
om man skriver ut det sa bestar det av 48 siffror, och antagligen alldeles for
stort for de flesta minirdknare. S& utan modulordkning blir det mycket svart
att bestdmma r.

Sats 5.1.6. Latn > 1 vara ett heltal. For varje heltal a som dr relativt prima
med n gdller foljande:

1. Det finns ett heltal x som loser ekvationen ax =1 (mod n).

2. Om heltalen b, ¢ uppfyller ab = ac (mod n) sa maste b = ¢ (mod n).

Bevis. Eftersom a och n &r relativt prima finns enligt Sats 2.2.3 heltal x,y
sadana att
1==za-+yn.

Detta betyder att 1 — xa = n -y, det vill siiga att n | (1 — za), och ddrmed
géller 1 = za (mod n), vilket visar punkt 1.

For att visa punkt 2, antag att heltalen b, ¢ uppfyller ab = ac (mod n). Per
definition géller
n| (ab—ac) =a-(b—c).

Men eftersom n och a &r relativt prima foljer det fran Sats 2.2.5 att n | (b—c).
Alltsé far vi
b=c (mod n). O
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5.2 Ringen Z,

Lat oss nu infora ett alternativt sitt att se pa modulordkning. Detta sitt kan
i vissa fall vara behéndigare. Lat n > 1 vara ett fixerat heltal.

Givet ett heltal a, vet vi enligt Sats 1.3.1 att det finns heltal ¢ och r, dér r
uppfyller 0 < r < n, sadana att

a=n-q+r.
Talet r ar alltsa resten vid heltalsdivision av a med n. Notera att
a=r (modn),

eftersom n uppenbarligen delar a — r = ng. I sjilva verket &ar r det enda tal
som uppfyller bade a = r (mod n) och 0 < r < n. Vi kallar hadanefter r for
resten av a modulo n och skriver

r =Ry (a).

Det &r alltsa skillnad pa att skriva R, (a) och a = b (mod n). Det forsta
uttrycket, R, (a) &r ett tal r som uppfyller 0 < r < n, medan det andra
uttrycket beskriver en relation mellan talen a och b.

Exempel 5.2.1. Lat n = 13 och ¢ = 15. Vi har att
R, (a) =2,

eftersom
a=n-1+2.

Observera igen att R, (a) dr ett tal r som uppfyller bade 0 < r < n och
a =r (mod n). Det finns o#indligt manga tal b som uppfyller a = b (mod n),
exempelvis har vi att

15=—-11 (mod 13), 15=81 (mod 13), och 15=11015 (mod 13).

Men det ar bara talet 2 bland dessa tal som ligger i intervallet 0 < b <n. A

Exempel 5.2.2. Lat n = 15. Da géller

R, (19) =4, R,(-27)=3, R,(11)=11, R, (30)=0. A
Annu enklare blir det for tal som 10 och 100:
Exempel 5.2.3. Vi har att

R0 (67) =7, Rip(4711) =1, Ryo(—118) =2(=10—38).
Dessutom giiller

Rigo (1234) =34,  Rygo (—256) = 44 (= 100 — 56). A
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Nu infor vi ringen Z,,. Vi later helt enkelt detta vara méngden
Z,=1{0,1,2,...,n—1}.

Observera att R, (a) &r ett element i ringen Z, for alla heltal a, eftersom
R, (a) per definition uppfyller 0 < R,, (a) < n. Méngden Z,, innehaller helt
enkelt alla "rester modulo n”.

Den stora vinsten med att inféra dessa begrepp &r att det forenklar spraket for
oss. Vi tillater oss ndmligen att "rdkna”, det vill sdga utfora addition och mul-
tiplikation, i ringen Z,,. Detta fungerar som vanlig addition och multiplikation,
men resultatet av utridkningarna viéljs modulo n.

Alltsa: nér vi raknar i ringen Z,, menar vi med a+b egentligen talet R,, (a + b),
och med a-b menar vi talet R, (a - b). Pa detta sitt kommer vi att som resultat
av utrikningarna fa ett tal » som uppfyller 0 < r < n, det vill sdga r € Z,,
och som &r kongruent modulo n med det ”vanliga” resultatet av utrékningen.

Exempel 5.2.4. Lat n = 5. Eftersom exempelvis
348=11=1 (mod n),

sa séiger vi att
34+ 8=1 iringen Z,.

Pa samma sétt sédger vi att
3-8=4 iringen Z,,
eftersom 3-8 =24 =4 (mod n). A

En av de allra mest sjidvklara matematiska identiteterna &r 1 + 1 = 2. Det
visar sig dock nidr man anvinder modulorékning att denna identitet kanske
inte dr sa sjéalvklar ndr allt kommer omkring:

Exempel 5.2.5. Observera att
1+1=0 (mod 2).
Utan att vara det minsta inkorrekt kan man alltsa séiga att
1+1=0,

om vi bara ldgger till ”i ringen Zy”. A

5.3 Satser av Euler och Fermat

Nu kommer vi till en av matematikens mest beromda satser: Fermats lilla sats.
Vi borjar med att bevisa Eulers sats, fran vilken Fermats lilla sats foljer.

Definition 5.3.1. Lat n > 1 vara ett heltal, och ¢(n) vara antalet tal x med
1 <z < n som ér relativt prima med n. Vi kallar ¢ Fulers ¢-funktion.
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Exempel 5.3.2. Om n = 12, sa tittar vi pa talen z = 1,2,...,11. Vi obser-
verar foljande:

sgd (1,12) =1, sgd (2,12) = 2, sgd (3,12) =3,  sgd(4,12) =4,
sgd (5,12) =1, sgd (6,12) = 6, sgd (7,12) =1,  sgd(8,12) =4,
sgd (9,12) =3, sgd(10,12) =2, sgd(11,12) =1.

Alltsa &r det precis de fyra talen 1, 5, 7 och 11 som &r relativt prima med 12.
Detta betyder att ¢(12) = 4. A

Exempel 5.3.3. Om p ér ett primtal kommer alltid ¢(p) = p — 1, eftersom
alla talen 1,2,3,...,p — 1 ar relativt prima med p. A

Sats 5.3.4 (Eulers sats). Let n > 1 vara ett heltal. Lat a vara ett heltal sadant
att a och n dr relativt prima. Da gdller

a®™ =1 (mod n).

Bevis. Lat m = ¢(n). Enligt definitionen av ¢-funktionen, finns det m tal
bland 1,2,...,n—1 som &r relativt prima med n. Kalla dessa tal by, bs, . .., by,.
Lat

cp =aby, co=uaby, ..., cpy=aby,.

Vi vet enligt Sats 1.3.1 att det finns tal r1,72,...,7r, med 0 < 7; <n, och tal
q1,42, - - -, qm sadana att

ci=n-q+r;, j=12,...,m.
Detta betyder bland annat att

¢j=r; (modn), j=1,2,...,m. (5.1)

Till att bérja med maste alla talen r1,79, ..., 1), vara olika, ty om r; = ry, dér
jF#k,safarviatt ¢j —cy=n-q; —n-q =n- (g — q), vilket betyder att

nl(cj—cr)=a-(bj—bg),

och eftersom n och a &r relativt prima maste enligt Sats 2.2.5 n | (b; — by),
vilket dr omajligt eftersom bade 1 < b; < n—1och 1 < b < n—1, och
dessutom b; # by,.

Vidare, lat oss visa att ; och n &r relativt prima. Antag motsatsen, det vill
sdga att sgd (rj,n) > 1. Da finns det ett tal x > 1 som delar bade r; och
n. Vi kan skriva r; = o7 och n = xn, for nagra heltal 7 och n. Vi har att
sgd (z,a) = 1 eftersom om det fanns ett tal y > 1 som delade bade x och a sa
skulle det talet ocksa dela n = zn, vilket skulle betyda att y vore en gemensam
delare till @ och n och detta ar omdjligt eftersom a och n &r relativt prima.
Nu har vi
cj=n-qj+r;=x- (g +7),
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vilket betyder att z &r en delare till ¢; = ab;. Eftersom a och x &r relativt
prima maste x | bj, enligt Sats 2.2.5. Men detta &r omojligt, eftersom x > 1isa
fall skulle vara en gemensam delare till 7 och b;. Men vi vet fran definitionen av
b; att n och b; &r relativt prima. Alltsa &r det inledande antagandet omojligt,
vilket betyder att r; och n dr relativt prima, for varje j = 1,2,...,m.

Notera i forbifarten att detta innebédr att r; # 0, eftersom om det vore sa
att r; = 0 sa skulle sgd (rj,n) = n (se Exempel 2.1.6), men vi vet ju nu att
sgd (rj,n) = 1.

Vi har alltsa visat att r1,79,...,r, dr m stycken olika tal som alla uppfyller
1 <r; <n—1,och att r; och n &r relativt prima. Men enligt definitionen av
talen by, bo, ..., by, var dessa alla tal som uppfyllde detta. Alltsa har vi att

r1,72,...,Tm Ar precis talen  by,bs,...,bm,
dven om ordningen pa talen mojligtvis skiljer sig i de tva fallen. Det foljer att
biby - by =rira Ty
Fran (5.1) far vi nu att

biby - by, - a™ = (aby)(aby) - - - (aby,)
=ciC2- - Cpy

=71y - Ty = b1by - - - by, (mod n),
det vill sdga att
ble"‘bm‘am Eblbg"-bm-l (mod n)

Eftersom b; och n &r relativt prima, for alla j = 1,2,...,m, sa kommer ocksa
talen bybg - - - by, och n vara relativt prima (att visa detta var Ovning 3.4). Nu
foljer det fran Sats 5.1.6 att

a™ =1 (mod n). O
Foljdsats 5.3.5 (Fermats lilla sats). Lat p vara ett primtal. Da gdller
a? =1 (mod p),

for alla heltal a som inte delas av p.

Bewvis. Eftersom a och p &r relativt prima sa fort p inte delar a, och eftersom

¢(p) = p — 1 sa foljer detta fran Eulers sats. O
Ovningar

3100

Ovning 5.1. Beriikna 4+ 3 i ringen Zs, 8 -7 i ringen Zg och i ringen Zqg.

Ovning 5.2. Fixera ett heltal n > 1. Visa foljande egenskaper for modulo-
relationen:
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1. For varje heltal a giller a = a (mod n).
2. Lat a och b vara heltal. Om a = b (mod n) sa giiller ocksa b = a (mod n).

3. Antag att heltalen a,b,c uppfyller a = b (mod n) och b = ¢ (mod n).
Da giiller a = ¢ (mod n).

Anmdrkning: Detta visar att modulorelationen &r en sa kallad ekvivalensrela-
tion.

Ovning 5.3. Lat n > 1 vara ett heltal. Antag att a = b (mod n). Visa att
—a = —b (mod n).

Ovning 5.4. Bevisa f5ljande variant av Fermats lilla sats:

Lat p vara ett primtal, och a € Z. Da giller

a’? =a (mod n).
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6 RSA-kryptering

Under det senaste arhundradet har elektroniska apparater och datorer fatt en
allt mer framskjuten stéllning i vart samhélle, och ddrmed har dven behovet
av snabba algoritmer och effektiv kodning av information vuxit starkt. Aven
om dagens datorer har stor processorkraft krivs det néstan alltid att man
inte bara skriver bra kod utan dven utvecklar bra metoder inom exempelvis
dataoverforing. Daligt skriven kod eller langsamma algoritmer kan leda till
program som inte kan 16sa sina uppgifter pa rimlig tid och som darmed &r
virdelosa! Kunniga dataloger och matematiker som formar att analysera och
16sa dessa problem fyller en mycket viktig funktion.

En stor del av informationen som 6verfors via datorer vill vi halla hemlig.
Vi vill ju undvika att vem som helst kan fa tag pa vara kontonummer eller
l6senord, eller kan ta del av vara kénsliga personuppgifter. Ett sdtt att se
till att det bara dr den avsedde mottagaren som kan ldsa vara meddelanden
eller tolka den information vi skickar elektroniskt &r att kryptera den. I det hér
kapitlet ska vi visa hur grundldggande resultat inom talteorin, som exempelvis
Fermats lilla sats, kan utnyttjas for att skapa siékra krypteringssystem.

6.1 Krypteringssystem

Lat oss borja med att diskutera vad en matematiker menar med ett krypte-
Tingssystem.

Definition 6.1.1. Ett krypteringssystem bestar av tva dndliga mangder My
och M, tillsammans med tva funktioner £ : M7 — My och D : My — M
sadana att

D(E(z)) =« for z e M. (6.1)

Hér ténker vi oss att M7 utgér médngden av meddelanden som vi kan ténkas
vilja skicka, och att méangden My bestar av mojliga krypterade meddelanden.
Funktionen F kallas for krypteringsnyckel medan D kallas dekrypteringsnyc-
kel. Kravet (6.1) betyder helt enkelt att om vi &r utrustade med rétt dekryp-
teringsnyckel, det vill sdga, om vi &r behoriga att ldsa meddelandet, sa kan vi
dekryptera meddelandet E(x) och aterfa det ursprungliga meddelandet x.

Vi ska vilja My = Ms = Zy for nagot heltal N och arbeta med modulér
aritmetik. Detta innebér ingen vésentlig inskrankning i vilka meddelanden vi
kan skicka och ta emot. Vi kan ju exempelvis konvertera bokstéver till ASCII-
kod och anvidnda denna nér vi krypterar.

Exempel 6.1.2. Vi borjar med ett enkelt exempel. Lat M1 = My = Zo
och sitt E(x) = Ra(x+1) och D(y) = Ra(y+1). Vi kan da skicka tva
meddelanden: 0 ("nej”) och 1 (ja”). Lat oss anta att vi vill svara ”ja” pa en
hemlig fraga. Vi krypterar och far

E(1) =Ry (141) =0,
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s& mottagaren tar emot 0, det vill séga, ett "nej”. En behorig mottagare
dechiffrerar vart meddelande

D(E(1))=R2(0+1) =1,
och tolkar vart meddelande helt korrekt som ett ”ja”.
Ett &nnu enklare exempel vore att lata E(z) = Ra(x) och D(y) = Ra (y).

Detta motsvarar att vi inte krypterar alls, utan skriver vart meddelande i
klartext. A

Exemplet ovan illustrerar principen bakom kryptering, men systemet ar allde-
les for enkelt. Vi kanske kan lura nagon som avlyssnar oss en eller tva ganger,
men sedan kan han eller hon eventuellt observera att var motpart alltid hand-
lar precis tvartemot vad vi har skrivit till honom eller henne. Var kryptering
ar sedan knéckt.

Foljande typ av krypteringssystem brukar kallas Caesarchiffer eftersom det
ségs ha anvints redan av Julius Caesar.

Exempel 6.1.3. Vilater M1 = My = Zog eftersom alfabetet har 28 bokstéver;
vi later 0 motsvara ”a”, 1 motsvara ”b” och sa vidare. Sedan fixerar vi ett heltal
t € Z och infor F; : Zog — Zog genom

E(m) = Rog (CC + t) .

Vi forskjuter alltsa varje bokstav med ¢ positioner och riknar modulédrt. Om

exempelvis t = —2 ser vi att "ja” krypteras till "h&” och "nej” krypteras till
”Ich”. Vi lamnar det som en 6vning att bestdmma dekrypteringsfunktionen
Dy : Ziog — Zog. A

Det senaste exemplet &r lite mer raffinerat &n det férsta, men vi inser &nda att
det finns vissa nackdelar med systemen vi har behandlat hittills. Ett problem
ar att om man i nagot av de ovanstaende fallen kianner till krypteringsnyckeln
sa kan man dven hitta dekrypteringsnyckeln. Det &r ju inte sa bra: vi vill ju
eventuellt kunna ta emot meddelanden fran manga olika avsdndare, som inte
ska kunna ldsa varandras meddelanden (om vi till exempel dr en bank). For
att folk ska kunna skicka krypterade meddelanden maste vi dela ut krypte-
ringsnyckeln. Detta betyder att om vi som del av ett krypteringsnétverk maste
komma 6verrens med varje annan deltagare om en kryperingsnyckel och en de-
krypteringsnyckel, for att sedan halla dessa hemliga for alla andra i nétverket.
Tyvérr innebér detta att vi maste halla reda pa manga olika krypteringssystem
samtidigt.

Caesarchiffret lider dessutom ocksa av att det ar ldttknéckt. Man kan genom
att observera att vissa bokstéver och ord férekommer oftare d&n andra forscka
sig pa att knécka krypteringen om man vet att det ar just Caesarkryptering
som har anvints. Man forsoker till exempel gissa sig till vilka krypterade ord
som kommer fran ”"en” eller "ett”, och da kan man gissa vilken bokstav ”e”
skickas pa av funktionen FE. Sedan kan man helt enkelt testa om man har
gissat ratt. Det finns naturligtvis mer sofistikerade metoder for att komma at
andra, mer komplicerade, krypteringssystem.
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6.2 RSA-systemet

W. Diffie och M. Hellman lade 1976 i en uppsats fram idén om ett krypterings-
system med offentlig krypteringsnyckel. Istéllet for att varje par av deltagare
ska dela pa krypterings- och dekrypteringsnycklar, foreslar Diffie och Hellman
att varje anvindare istéllet delar ut en krypteringsnyckel till alla som vill ha
den, men att anvéndarens dekrypteringsnyckel halls hemlig. Det forutsitts att
systemet dr uppbyggt sa att kunskap om krypteringsfunktionen F ger ingen,
eller i varje fall mycket liten, information om dekrypteringsfunktionen D. Spe-
ciellt betyder det att man inte kan ldsa de meddelanden man har krypterat,
men det gor kanske inte sa mycket. Om man kan uppnéa detta blir férdelarna
att krypteringssystemet blir svarknéckt, samt att varje anvindare nu bara
maste halla reda pa sina egna funktioner, samt en funktion for varje annan
anvéndare. Vi ska i nésta avsnitt visa hur man kan anvénda sig av talteori for
att konstruera svarknéckta krypteringssystem.

Ett mycket populért, och relativt enkelt, krypteringssystem med offentlig nyc-
kel beskrevs 1978 av R. Rivest, A. Shamir och L. Adleman. Det har fatt namnet
RSA-kryptering efter upphovsménnens efternamn. Det har senare visat sig att
en engelsman, C. Cocks, runt samma tid hade upptéickt RSA-kryptering obero-
ende av Rivest, Shamir och Adleman, men eftersom han arbetade for brittiska
forsvaret forblev hans forskningsrapporter hemligstidmplade fram tills nyligen!

Som deltagare i ett krypteringssystem véljer vi forst tva primtal p och ¢. Dessa
primtal ska vara mycket stora, minst 100-siffriga, och de halls hemliga for alla
andra anvéndare. Vi infor sedan de bada talen

n=pq och m=(p—1)(¢g—1). (6.2)
Vi finner dérefter tva heltal e och d med 1 < e,d < m sadana att
ed=1 (mod m). (6.3)

Vi tar My = My = Z,, och infor krypteringsfunktionen F : Z,, — Z, genom
att lata
E(z) = Ry (z°)

och dekrypteringsfunktionen D : Z,, — Z, genom

Talparet (n,e) delas ut till alla anvindare som vill skicka krypterade medde-
landen till oss. Eftersom vi vill halla d hemlig, maste vi se till att p, ¢ och
m forblir hemliga. Man kan ndmligen visa att det gar att bestdmma d, och
dérmed kné#cka krypteringen, om man kénner nagot av dessa tal.

Vi ska nu visa att systemet vi beskrivit ovan verkligen &r ett krypteringssy-
stem. I beviset anviander vi Fermats lilla sats fran det foregaende kapitlet.

Sats 6.2.1. Vi har D (E(x)) = x och E(D(y)) =y for alla x,y € Zy,.
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Bevis. Vi ska visa att D (E(x)) = z, det vill séiga, att

=g =2 (mod n),

vilket dven kan skrivas

2’ —z=0 (modn).

Vi maste alltsa visa att n delar differensen 2¢¢ —z. Vi vet att p och ¢ &r primtal

och att n = pq, sa det ricker att visa att p och ¢ delar z°% — z.

Eftersom ed = 1 (mod m) foljer det att ed — 1 dr en multipel av m = (p —
1)(g — 1), det vill séiga, att

ed=1+k(p—1)(¢g—1) (6.4)
for nagot heltal k. Vidare medfor Fermats lilla sats att
2P =1 (mod p). (6.5)
Vi anvénder forst (6.4) och sedan (6.5) och far
260 = TR0 = o (ppm k=) = 5 k@D = ¢ (mod p),
d

vilket visar att p delar x* — z. Genom att byta plats pa p och ¢ erhaller vi
att dven g delar z¢¢ — z, och nu foljer D (E(z)) = .

Beviset for att E (D(y)) = y #r snarlikt och vi uppmanar ldsaren att utfora
detaljerna. 0

Som vi har observerat dr det mycket viktigt att dvriga anvindare inte kan
ta reda pa primtalen p och ¢ utgaende fran n. Vi vill alltsa vilja mycket
stora primtal p och ¢. Det &r nédmligen oerhort tidskrédvande att faktorisera
ett stort, sig 200-siffrigt, sammansatt n tal i primtalsfaktorer. Ett naivt sétt
ar att testa med alla heltal som #r mindre #n /n-fundera géirna pa varfor
det riicker med detta! for att se om nagot av dem delar n. Det finns mycket
béttre algoritmer, men inte heller dessa &r tillrickligt effektiva for att RSA-
krypteringen ska kunna knéckas: &ven med snabb dator finns det i nuldget inget
hopp att genomféra en sokning i rimlig tid-det skulle snarare ta tusentals ar.
Vi vill dessutom helst se till att de primtalen vi véljer inte finns i tabeller
over kidnda primtal. Lyckligtvis finns det olika metoder for att hitta nya, stora
primtal. Ofta bygger dessa metoder pa att man anvinder Fermats lilla sats
och sannolikhetsteori, men vi gar inte in pa hur dessa fungerar hér.

Slutsatsen &r att RSA-kryptering &r relativt siker. Nu maste vi fundera pa om
systemet gar att implementera pa ett bra sitt. Att utféra multiplikationerna
n = pg och m = (p — 1)(¢ — 1) &r oproblematiskt. Eftersom vi, men inte de
ovriga RSA-anvéndarna, kidnner p och ¢ kan vi vélja e sa att sgd (e,m) = 1,
och sedan kan Euklides algoritm anvindas for att hitta inversen d = e~ !
(mod m). Nér vi nu vill borja kryptera kommer vi att behéva berdkna uttryck
av typen z¢ (mod n), dir de ingaende talen &r mycket stora, sa det dr viktigt
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att utfora dessa berdkningar pa ett effektivt sitt. Ett bra sitt dr att utfora
succesiva kvadreringar.

Vi kan namligen alltid skriva talet e pa formen
e=en2¥ +en 12V 1+ 4,
dér ej;ma édr antingen 0 eller 1. Exempelvis har vi

9=1-2240-2240-2'+1, 31=1-2"+1-224+1-2241-2+41.

Vi observerar sedan att

N N-1
7€ — pON2ZT pen—12 ..o

Alla ingaende faktorer dr nu pa formen 2%

, sa vi behover bara berikna
z,z%z%, .-+ modulo n och multiplicera ihop de potenser vi behéver. Om vi
anvinder denna metod i var implementering av RSA kan de nédvéandiga

berdkningarna utforas tillackligt snabbt.

Det finns naturligtvis risker med att forlita sig pa RSA-kryptering. Det ar inte
omojligt att nagon en dag kommer att konstruera en faktoriseringsalgoritm
som &r visentligt mycket snabbare dn de nu kinda, och att man da kommer
att kunna bestidmma p och ¢ fran n pa kort tid. Om detta intriffar skulle
RSA-kryptering med en gang vara véardelost.

Exempel 6.2.2. Vi gar nu igenom ett exempel pa RSA-kryptering i detalj.
For att kunna riakna for hand later vi de ingaende talen vara orealistiskt sma.

Vi later p = 7 och g = 13. Detta ger
n=7-13=91, m=6-12="T2.

Vi sétter dérefter e = 23, vilket dr ett lampligt val da (e,m) = (23,72) = 1.
For att bestamma d anvéander vi Euklides algoritm och far att

72=3-23+3
23=7-3+2
3=1-241.

Detta ger att
1=3-1-2=3-1-(23—-7-3)=8-3—-1-23
=8-(712—-3-23)—1-23=-25-23+48-72.

Vi véljer dérfor d = 47 = —25 (mod 72). Vi har nu bestdmt alla parametrar
vi behover for att kunna boérja kryptera.

Lat oss anta att vi vill skicka meddelandet 24. Vi har da att berékna F(24) =
24% (mod 91). Vi har

24%% = 241044241 — 9416 941 . 242 . 24,
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och vi berdknar
24% = 576 = 30 (mod 91)
24* =302 =900 =81 (mod 91)
248 =812 =9 (mod 91)
246 =92 =81 (mod 91).

Detta ger tillsammans 2423 = 81-81-30-24 = 19 (mod 91), och var mottagare
erhaller meddelandet 19. A

6.3 Ovningar

Ovning 6.1. Bestim dekrypteringsfunktionen Dy : Zog — Zog for Caesar-
chiffret med krypteringsfunktionen FEy(x) = Rag(x +t). Testa ditt svar for
t = —2 genom att forst kryptera och sedan dekryptera x1 = 10 samt xo = 1,
det vill sdga ordet "ja”.

Ovning 6.2. Betrakta ett RSA-krypteringssystem med offentliga nycklar n
och e. Visa att man kan bestdmma d, och ddrmed knécka krypteringssystemet,
om man kénner nagon av m, p eller q.

Ovning 6.3. Betrakta krypteringssystemet i det avslutande exemplet. De-
kryptera meddelandet 2 och kryptera meddelandet 3.

Ovning 6.4. Skriv talen 73 och 91 pa formen

€N2N + eN_12N_1 + -4+ 6121 + 6020.
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7 Kvadratisk reciprocitet

Det har avslutande kapitlet dgnar vi at ett resultat som brukar kallas lagen om
kvadratisk reciprocitet och som visades 1798 av C.F. Gauss i hans doktorsav-
handling Disquisitiones arithmeticae (”Aritmetiska undersékningar”). Gauss
var bara 21 ar gammal nér han skrev detta sitt mésterverk, som ofta anses
vara den forsta moderna framstéllningen av talteorin. Gauss avhandling var
for ovrigt ett av de sista viktiga vetenskapliga verken i Europa som skrevs
uteslutande pa latin!

Kvadratisk reciprocitet handlar, som namnet antyder, om kvadrater. Mer pre-
cist ska vi undersdka hur man kan avgoéra om ett heltal &r en kvadrat modulo
ett primtal.

7.1 Kvadratiska rester

Utgangspunkten for vara understkningar i det har kapitlet ar foljande pro-
blem. Lat a vara ett givet heltal. For vilka primtal p existerar da ett heltal x
sadant att

2> =a (mod p)?

Denna fragestdllning hérror fran det mer allménna problemet att bestdmma
vilka heltal a som har kvadratrétter (som ocksa dr heltal) nér vi réknar mo-
dulo nagot heltal n. Man kan nédmligen visa (men vi avstar fran det hér) att
ekvationen

2?=a (mod n)

har heltalslosningar x om och endast om

2> =a (mod p;)

har 16sningar for alla primtal p; ingar i faktoriseringen av n!

Definition 7.1.1. Vi séger att ett heltal a med sgd (a,n) = 1 &r en kvadra-
tisk rest modulo n om det finns ett heltal 2 sddant att 22 = a (mod n). Vi

betecknar méngden av kvadratiska rester modulo n med Q.

Exempel 7.1.2. Lat oss forst studera det enklaste fallet: n = 2. Om q ér ett
udda tal, a = 2k + 1 for nagot heltal k, och z &r ett annat udda tal, x = 2[+1,
sa har vi

a=1 (mod2)
och
204+ 12 =42 +20+1=222+1)+1=1 (mod 2).
Vi ser alltsa att alla udda tal dr kvadratiska rester modulo 2. A

Vi vet sedan tidigare att det finns heltal som inte har kvadratrétter som &r
heltal; tva exempel dr talen 2 och —1. Samma sak kan intriffa i modulir
aritmetik ocksa: vissa tal har inga kvadratrotter. Lat oss titta pa ett exempel
nér detta intréaffar.
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Exempel 7.1.3. Betrakta ringen Zs. Vi beréknar kvadraterna av alla element
i ringen och far
12=1 (mod5), 2°=4 (mod5),

32=9=4 (mod5), 4°=16=1 (mod 5).

Alltsa ar talen 1 och 4 kvadratiska rester, medan 2 och 3 inte &r det. A

Lat oss studera ett exempel till.
Exempel 7.1.4. Vi kvadrerar alla elementen i Z7 och far
12=1 (mod7), 2°=4 (mod7), 3*°=9=2 (mod7),

42=16=2 (mod7), 5°=15=4 (mod7), 62=36=1 (mod7).
Vara riakningar visar att 1, 2 och 4 &r kvadratiska rester, medan 3, 5 och 6
inte ar det. A
Eftersom 12 = 1 #r 1 en kvadratisk rest modulo alla primtal, men redan for
talet 2 blir det svarare att avgora om det dr en kvadratisk rest modulo p.

Ett naivt sétt att angripa problemet dr att berikna kvadraterna av alla ele-
ment i Z, och gora en lista dver de kvadratiska resterna for varje primtal
p, precis som vi har gjort i vara exempel. Den hiar metoden &r inte sérskilt
elegant, och om primtalet p &r stort blir de nédvéandiga berékningarna omfat-
tande. Det vi istéllet vill ha &r nagon slags allmén beskrivning av primtalen p
for vilka a &r en kvadratisk rest.

7.2 Legendresymboler och lagen om kvadratisk reciprocitet

Vi infor nu den mycket praktiska Legendresymbolen som hjélper oss att halla
reda pa om a dr en kvadratisk rest eller inte.

Definition 7.2.1. Lat a vara ett heltal och 1at p vara ett udda primtal. Vi
definierar Legendresymbolen fér a som

0 om p|a,
() = 1 om pfa,a€ @y, (7.1)
-1 om pfa,a¢ Qp.

Heltalet a &r alltsa en kvadratisk rest modulo p om (%) = 1. Fordelen med

Legendresymbolen dr att vi kan rdkna med den!

Lemma 7.2.2. Fér alla heltal a och b gdller
(5)-G)-G) "
p p p
a b
-1=1-). 7.3
5)-G) "
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Beviset for lemmat bygger pa en speciell egenskap hos Z, nér p ar ett primtal.

Sats 7.2.3. Ldt p vara ett primtal. Da existerar ett tal ¢, i@ Zyp, en sa kallad
primitiv rot, sadant att varje z i Z,, kan skrivas pa formen

Z:Cg:Cp'gp“‘Cp

for nagot heltal j > 0.

Den primitiva roten ger oss faktiskt &ven alla element i )): de &r pa formen (? .

Vi ska forklara varfor detta dr sant. De a i Z, som kan skrivas som a = gk
(mod p) &r ju kvadratiska rester enligt definitionen, och om a = C;f ar en

2 =

kvadratisk rest modulo p har vi 22 = a (mod p) for ndgot z i Z,. Aven x kan

skrivas med hjilp av den primitiva roten, sig z = (j, och detta ger oss
2 2 k
a=a?= ()’ = ¢} (modp)

vilket betyder att k = 25 (mod p), sa k &r jamnt.

Vi ger det som en 6vning att visa att om (, &r en primitiv rot sa géller

AN Y
(p) = (-1), (7.4)

och det &r detta faktum som vi ska utnyttja i beviset for lemmat.

Bevis av Lemma 7.2.2. Vi borjar med det forsta pastaendet. Om p delar a
eller b delar ju p dven deras produkt, sa fran Legendresymbolens definition

foljer
)
p

A andra sidan #r minst en av <%) och (%) lika med 0, sa likheten géller i
detta fall.

Vi antar nu att p inte delar a eller b. Om ¢, &r en primitiv rot har vi a = C;,];
och b = C;]f for nagra heltal j och k. Vi har da ab = ff’i och det foljer att

<pb> = (-1 = (1)) = <p) @

Vi har saledes visat det forsta pastaendet.

Nu ska visa att om ¢ = b mod p sa har a och b:s Legendresymboler samma
virde. Att a och b &r kongruenta modulo p betyder att a = b + kp for nagot
heltal k. Om p delar a delar p &ven a — kp och ddrmed b. Om p inte delar a
och a &r en kvadratisk rest giller > = ¢ = b mod p, s b att #ven b &r en
kvadratisk rest. Pa samma séitt foljer att b inte kan vara en kvadratisk rest om
a inte ar det. O

49



I vara exempel sag vi att det fanns lika manga kvadratiska rester som tal som
inte ar kvadratiska rester. Det visar sig att detta alltid 4r sant om man bortser
fran fallet p = 2 som vi redan har behandlat. Kom ihag att p—1 alltid &r jamnt
om p ir ett primtal storre &n 2.

Sats 7.2.4. For varje p gdller att antalet tal som dr kvadratiska rester dr lika
med antalet tal som inte dr kvadratiska rester.

Satsen foljer i sjélva verket direkt fran likheten (7.4).

Att bestdmma huruvida talet a dr en kvadratisk rest modulo p dr samma sak
som att berikna Legendresymbolen for a. Fran ovanstaende lemma féljer att
om vi skriver a som en produkt

a=qq2--qN (7.5)

av primtal g;, sa ricker det att evaluera de N Legendresymbolerna

(3) () (%)
p) ' \p/)"  \p
och sedan berdkna deras produkt. Om produkten dr lika med 1 &r a en kvadra-

tisk rest modulo p, annars inte.

Vi kan nu formulera den berémda lagen om kvadratisk reciprocitet. Detta re-
sultat formodades av A.M. Legendre och bevisades av Gauss.

Sats 7.2.5. Lat p och q, p # q, vara tva udda primtal. Da gdiller

00

savida inte p=q =3 mod 4. Om p=q =3 mod 4 gdller istdillet

-6

Beviset dr ganska invecklat, sa vi maste dessvarre avsta ifran det i det hér
kompendiet.

En alternativ, och lite kortare, formulering av Gauss sats &ar

(Z) _ <1;) — (—1)®-Dla-D/4, (7.8)

Vi kan nu forklara varfor satsen heter som den gor. Ordet ”reciprocitas” bety-
der omsesidighet pa latin: Legendresymbolen foér p med avseende pa ¢ &r (upp
till ett eventuellt minustecken) lika med Legendresymbolen for ¢ med avseende
pa p. Fragorna om ¢ ar en kvadratisk rest modulo p och om p &r en kvadratisk
rest modulo ¢ besvarar alltsa varandra!

Vi ger nu nagra exempel pa hur man kan anvinda lagen om kvadratisk reci-
procitet.
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Exempel 7.2.6. Ar a = 83 en kvadratisk rest modulo p = 103? Alternativet
att kvadrera alla element i1 Z1p3 kdnns inte sirskilt lockande, s& vi anvéander
Gauss resultat istéllet.

Vi observerar forst att 83 =3 (mod 4) och att 103 =3 (mod 4), sa om vi vill
tillampa lagen om kvadratisk reciprocitet maste vi anvéanda (7.7). Vi far att

83Y__(108) _ (2

103) 83 ) \83)’
efter att vi i andra steget utnyttjat att 103 = 20 (mod 83). Vi faktoriserar
sedan 20 = 22 -5 och anviinder riknereglerna for Legendresymbolen for att fa

83Y__(2) (5
103) 83 83 /)"
Nu skulle vi kunna berékna (%), men det réacker i det hér fallet att notera att

(;3)2 =[+1]* =1.

Vi anvinder detta, tillimpar lagen om kvadratisk reciprocitet en gang till,
samt reducerar modulo 5, for att fa

(2)--(3)--)--0)

Notera att 5 = 1 (mod 4), sa vi kan tillimpa (7.6). Vi har i andra exemplet
i detta kapitel observerat att 3 inte &dr en kvadratisk rest modulo 5, s& vi far

till slut <3 5
103 5

vilket visar att 83 € Q. A

Exempel 7.2.7. For vilka primtal p har vi 3 € Q,?

Vi bérjar med att notera att 3 = 3 (mod 4), sa vi kommer att behova vara
forsiktiga nédr vi anviander lagen om kvadratisk reciprocitet. Vi ser att 3 € Qo
och att 3 ¢ @3, sa vi kan i fortsdttningen anta att p > 3.

Vi skiljer pa tva fall: p =1 (mod 4) och p =3 (mod 4). Om det forsta fallet

intraffar har vi ;
(5)- ().

och den enda kvadratiska resten i Zg &ar 1. Alltsa ér 3 en kvadratisk rest om
p=1 (mod 4) och p=1 (mod 3), det vill séga, vi maste ha p =1 (mod 12).

Om vi istéllet har p = 3 (mod 4) anvénder vi (7.7) och far

06
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och uttrycket i hogerledet &r positivt om p inte ar en kvadratisk rest modulo
3. Detta innetriffar om p = 2 (mod 3), vilket medfér att vi maste ha p = 11
(mod 12).

Alltsa dr 3 € Qp om p =2, om p =1 (mod 12) eller p = 11 (mod 12). Detta
stammer Sverrens med de exempel vi tittade pa i borjan, vi sag ju att 3 ¢ Q5

och 3 ¢ Q7. A

Det ar viktigt att notera att satsen om kvadratisk reciprocitet, som vi har
formulerat den, krédver att bade p och ¢ dr udda primtal. Vi kompletterar
satsen med foljande resultat som tar hand om fallet ¢ = 2.

Sats 7.2.8. Om p dr ett udda primtal gdiller

<;> - (_1)(p2—1)/8

och speciellt dr 2 en kvadratisk rest om och endast om p = £1 (mod 8).
Bevis. Vi avstar fran att ge beviset hér. O

Tyvérr kan lagen om kvadratisk reciprocitet bara hjilpa oss att besvara fragan
om det 6verhuvudtaget existerar x sadant att

2> =a (mod p),

den sdger ingenting om hur man kan berédkna det sokta talet x. Detta kraver
andra metoder, som vi inte kan ta upp hér.
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Ovningar
Ovning 7.1. Bestim samtliga kvadratiska rester modulo 11 och 13.
Ovning 7.2. Visa att om p &r ett primtal, Cp dr en primitiv rot och a = QZZ

for nagot j sa géller
a .
) =1y
(5) -

Ovning 7.3. Ar 43 en kvadratisk rest modulo 9237

Ledning: Ar 923 ett primtal? Om sa inte dr fallet kan det vara till hjilp att
ldsa igenom inledningen till kapitlet.

Ovning 7.4. For vilka primtal p har vi 5 € Qp?
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Losningar till udda 6vningsuppgifter

Ovning 0.1.
1. BUC = A.
2. BNC =0.

3. DNC = {4,36).

4. {xeD:zeB}=DNB=1{1,19,101}.

5. {r€ A : x=y+1 for nagot y € D} = {2,5,20,37,102}.
6. {z+1:2eD}={25,20,37,102}.

Ovning 0.3. Tag = € ((ANC)U(BNC°))° Det betyder att 2 € € och
x ¢ (ANC)U(BNC®). Alltsa har vi att x ¢ ANC och z ¢ BNC*. Det finns
nu tva mojligheter: z € C och = ¢ C.

I det forsta fallet, det vill siga x € C, maste x ¢ A eftersom om z € A sa skulle
x € AN C vilket ar falskt. Alltsé giller x € A€, vilket tillsammans med z €
C ger att x € A°NC i detta fall. T synnerhet har vi att € (A°“NC)U(B°NC°).

I det andra fallet géller x € C° och da maste x € B¢ eftersom om = € B sa
skulle x € BN C* vilket &r falskt. Alltsa géller x € B¢ N C¢, och i synnerhet
x € (A°NC)U (B NCe).

I bada fallen géller alltsa x € (A°NC)U(BNC®), och eftersom z var godtycklig
sa visar detta att (ANC)U(BNC%))° C (A°NC)U(B°NCo).

Omvént, tag z € (A°NC)U (BN C*). Da giller x € A°NC eller x € B°NC*
(eller bada). Vi har alltsa dessa tva fall.

I det forsta fallet, det vill siga = € A°NC, har vi att * ¢ A och = ¢ C°.
I synnerhet har vi att x ¢ AN C (eftersom = ¢ A) och att z ¢ BN C¢

(eftersom x ¢ C°). Alltsa tillhor x varken A N C eller B N C¢, vilket betyder
att z € (ANC)U (BNC))~.

I det andra fallet, det vill siga x € B°NC€ har vi att « ¢ B och att © ¢ C. Det
foljer att © ¢ ANC och att x ¢ BN C°. Alltsa giller x ¢ (ANC)U (BN C),
vilket betyder att z € (AN C)U (BN C%))°.

I bada fallen har det alltsa visats att = € (AN C)U (BN C%))°, och eftersom
x var godtycklig visar detta att (A°NC)U(B°NC°) C ((ANC)U(BNC))".

Vi har alltsa visat att (ANC)U (BN C*))° C (ANC)U(BNC*) och att (AN
C)U(BNC®) C (ANC)U (BN C))° och dirmed att (ANC)U(BNC)) =
(AN C)U (BN Ce).

Ovning 1.1.
1. ¢ =2, r =06 eftersom 32 =13 -2 4+ 6.
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2. ¢ = —4, r =4 eftersom —24 =7 (—4) + 4.
3. q =176, r = 2 eftersom 1762 = 10 - 176 + 2.
4. ¢ =0, r = 10 eftersom 10 = 1762 - 0 4 10.
5. ¢=—2,r =0 eftersom —70 = 35 (—2) + 0.
Ovning 1.3. Vi har att
0O=a—a=(b-q+r)—(b-q+7)=r—T7.
Att r—7 = 0 medfor att r = 7 (eftersom r = r+(F—7) = (r—7)+7 = 0+7 = 7).

Ovning 1.5.

1. Lat a vara ett godtyckligt heltal. Vi har att a = a-1, vilket per definition
betyder att a | a.

2. Antag att a | b och b | c. Per definition finns da heltal ¢; och g2 sadana
att b=a-qr ochc=">b-qo. Nuharviatt c=b-q2 = (a-q1) -2 = a- q1¢2,
vilket per definition betyder att a | ¢, eftersom ¢1qo &r ett heltal.

3. Vi ska alltsa visa att det finns heltal a och b sadana att a | b men b1 a.
Lat a = 1 och b = 2. Da géller uppenbarligen detta.

Ovning 2.1. Per definition giller d € D(a) och d € D(b). Alltsa har vi d €
D(a)ND(b). Det aterstar att visa att d &r en 6vre begrénsning for D(a)ND(b).
Tag x € D(a)ND(b). Enligt uppgiftslydelsen giller x | d. Alltsa finns ett heltal
q sadant att d = = - q. Eftersom bade d > 0 och x > 0 sa maste ¢ > 0. I och
med att ¢ dr ett heltal foljer det att ¢ > 1. Nu géller

d=x-qz2z-1==x.

Alltsa har vi att d > z, for alla © € D(a) N D(b), vilket betyder att d &r en
ovre begransning f6r D(a) N D(b). Saken &r klar.

Ovning 2.3. Vi har att

139 =117-1 4 22
117= 22-54+7
22= T7-34+1.

Anviand dessa utridkningar baklanges och fa

1=22-7.3
=22 (117-22-5)-3=—117-3+22-16
= —117-3+4 (139 — 117-1) - 16 = 139 - 16 — 117 - 19.

Alltséa &r x = 16 och y = —19.
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Ovning 3.1. Vi har att

12=2.2-3,
26 =213,
55 =511,
98 =277,
150=2-3-5-5,
210=2-3-5-7,
315=3-3-5-7,
455 =5-7-13.

Ovning 3.3. Sitt d = sgd (a,p). Da ér d en delare till bade a och p. Eftersom
d > 0 ar en delare till p och eftersom p ar ett primtal sa maste antingen d = 1
eller d = p. I det forsta fallet géller sgd (a,p) = d = 1. I det andra fallet noterar
vi att eftersom d dr en delare till @ och d = p sa géller p | a.

Ovning 4.1. Vi gar igenom var och en av punkterna i tur och ordning. Vi
sitter genomgéaende z = a + bi, w = c+di och v = e + fi.

1.

Enligt definitionen far vi z +w = a + ¢+ (b + d)i och eftersom summan
av tva heltal &dr ett heltal foljer att a + ¢ och b+ d ar heltal. Darmed ar
z + w ett nytt Gaussiskt heltal.

Produkten zw beréiknas enligt definitionen av multiplikation som zw =
ac — bd + (ad 4 be)i. Produkten av tva vanliga heltal &r ett nytt heltal,
och saledes dr ac, bd, ad och bc heltal. Vi utnyttjar sedan att summor
och differenser av heltal &r heltal for att kunna dra slutsatsen att zw &r
ett Gaussiskt heltal.

. Vihar z+w = a+c¢+ (b+d)i, och eftersom ordningen inte spelar nagon

roll vid addition av heltal kan vi istéllet skriva z +w = ¢+ a + (d + b)i.
Detta &dr enligt definitionen lika med w + z, och dérmed &r likheten
bevisad.

. Vi har enligt definitionen av multiplikation att zw = ac — bd + (ad + be)i

och wz = ca — db+ (da + ¢b)i. Vi vet emellertid att ac = ca, bd = db,
ad = da och bc = ¢b for heltal a, b, ¢ och d. Genom att utnyttja detta
finner vi att zw = wz.

. Vi adderar forst w och v och liagger darefter till z, och far

z+(w+v)=a+bi+(cte+(d+ fli)=a+ (c+e)+ (b+ (d+ f))i

Addition av vanliga heltal satisfierar associativa lagen, och detta betyder
att hogerledet ovan &r lika med

(a+c)+e+ ((b+d)+ f)i
men detta dr precis vad man far om man forst berdknar z+w och dérefter

adderar v. Likheten foljer nu.
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6. Vi beriknar forst wv = ce — df + (¢f 4 de)i och dérefter
z - (w-v) =a(ce —df) — blcf + de) + [a(cf + de) + b(ce — df )]i.
Vi utvecklar sedan parenteserna och finner att

z-(w-v) =ace — adf — bef — bde
+(acf + ade + bce — bdf )i.

Om vi istéllet forst rédknar ut zw = ac — bd + (ad + bc)i och dérefter
multiplicerar med v far vi

(z-w)-v=ce(ac—bd) — f(ad + bc) + [e(ad + be) + f(ae — bd)]i.
Vi multiplicerar ut parenteserna och finner att

(z-w)-v=ace —bde — adf — bef
+(ade + bee + acf — bdf )i.

Vi paminner oss om att ordningen inte spelar nagon roll nér vi adderar
vanliga heltal och med detta i atanke jamfor vi nu uttrycken for z- (w-v)
och (z-w) - v som vi har réknat ut. Vi finner att z - (w-v) = (2 - w) - v,
vilket skulle visas.

7. Vi raknar forst ut hogerledet i likheten vi ska visa. Vi har zw = ac —
bd + (ad + be)i och zv = ae — bf + (af + be)i, vilket ger oss

2w+ zv = ac+ ae —bd — bf + (ad + be + af + be)i.
Dérefter beréknar vi w +v = c+ e+ (d + f)i och far
z-(w+v)=alc+e)—bld+ f)+ [a(d+ f)+blc+ e)li,
och efter att ha utvecklat parenteserna ser vi att z - (w +v)) = zw + zv.

8. Denna punkt foljer direkt fran egenskapen 0 + a = a for varje heltal a:
vifarz+0=a+bi+0+0i=a+0+ (b+0)i = a + bi.

9. Vi vet att a -1 = a for varje heltal a, och detta ger oss att z -1 =
(a+bi)(14+0))=a—-0+(b+0)i=a+bi=-z

10. Om z = a+ bi &r —z = —a — bi ett Gaussiskt heltal eftersom —a och —b
ar heltal. Vidare géller ju a — a = 0 f6r heltalet a, och motsvarande &r
ju dven samt for b. Definitionen av addition medfér nu att z + (—z) =
a—a+ (b—b)i=0+0i =0, vilket var precis vad vi skulle visa.

Ovning 4.3. Vi borjar med det forsta pastaendet. Vi beriiknar
(a+ bi)(a — bi) = a® — abi + abi + b* = a® + b?,

och enligt definitionen dr det sista uttrycket till hoger lika med N (a + bi).
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Vi séitter z = a + bi och w = ¢+ di, tillimpar identiteten ovan pa N(z 4+ w) =
N(a+ c+ (b+ d)i) och far

N(a+c+ (b+d)i)=(a+c+ (b+d)i)(a+c— (b+d)i).
Nu utvecklar vi produkten i hogerledet och far
(a+c+ (b+d)i)a+c— (b+d)i)
= a? —iab + ac — iad + iab + b + ibc + bd
+ac —ibc + ¢® — icd + iad + bd + icd + d?

=a?+ b+ +d?+ 2ac+ 20d
= N(z) + N(w) + 2(ac + bd).

Detta visar likheten i uppgiften.

Ovning 5.1.

1. Eftersom4+3=7=5-14+2=2 (mod 5) sa har viatt 4 +3 =21
ringen Zs.

2. Notera att 8:-7=56=9-6+2 =2 (mod 9). Detta betyder att 8-7 = 2
i ringen Zg.

3. Till sist har vi att 32 = 9= —1 (mod 10). Nu fsljer

3100-3.39=3.(33)8=3.(-1)®=3.(-1)=-3=7 (mod 10).

Alltsa har vi att 3'1°° = 7 i ringen Z,.

Ovning 5.3. Per definition géller n | (a — b), det vill siiga det finns ett heltal
q sddant att a — b = n - g. Nu foljer

(=a) = (=b) = =(a=b) = =(n-q) =n-(=9),
vilket betyder att n | ((—a) — (=b)), och ddrmed —a = —b (mod n).

Ovning 6.1. D;(y) = Rog (y — t) #r den sokta dekrypteringsfunktionen. For
att visa att detta &r fallet noterar vi forst att

Di(Rog (z +t)) = Rog (Reg (x +t) — 1)
= Rog (Rgg (x + t)) + Rog (—t) .

Dérefter utnyttjar vi att Ry, (R, (a)) = Ry, (a) och far

Rog (Ros (z +t)) + Rag (—t)
= Rog (l‘ + t) + Rog t)
=Rog(z+t—1t) =2,

(_
(_

vilket visar att D(E(z)) = x.
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Vi sédtter nu t = —2 och krypterar:
E(10) = Rgg (10 — 2) = Rog (8) = 8

E(1) = Raeg (1 —2) = Rog (—1) = 27.
Vi skickar alltsa det krypterade meddelandet "ha”.
Vi dekrypterar detta och far

D(S) = Rog (8 + 2) = Rog (10) =10
D(27) = Rog (27 4+ 2) = Reg (29) =1,
vilket mycket riktig &r det urspungliga meddelandet ”ja”.

Ovning 6.3. Vi ska forst dekryptera meddelandet 2, det vill séiga, vi ska
berédkna
D(2) = Ry (2V7).

Vi anvénder metoden med upprepad kvadrering. Vi noterar att 47 = 324+ 8+
44+ 241, vilket medfor att

247:232‘28.24'22‘2.

Vi riknar ut att 22 =4 (mod 91), 2* = 42 = 16 (mod 91), 28 = 162 = 256 =
74 (mod 91), 216 = 742 = 5476 = 16 (mod 91) och 232 = 162 = 74 (mod 91).

Vi multiplicerar ihop dessa tal och far
211 =2.4.16-74-74 = 700928 = 46 (mod 91),

vilket ger oss D(2) = 46.

Vi krypterar nu meddelandet 3. Vi ska berédkna Rg; (323), och vi utnyttjar har
att
323 _ 316 g4 32 3

Vi riknar ut att 32 = 9 (mod 91), 3* = 81 (mod 91), 3% = 9 (mod 91) och
316 =81 (mod 91), vilket ger oss

3% =3.9.81-81=177147 =61 (mod 91).
Dérmed &r E(3) = 61.

Ovning 7.1. I forsta fallet provar vi oss fram genom att kvadrera alla tal mel-
lan 1 och 10 och reducera modulo 11. Eftersom exempelvis 1! = 1 (mod 11),
59 = 25 = 3 (mod 11), 22 = 4 (mod 11), 42 = 16 = 5 (mod 11) och 8% =
64 =9 (mod 11) finner vi att

1, 3, 4, 5 9

ar kvadratiska rester modulo 11.
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Vi gar till viga pa precis samma sétt for att bestimma de kvadratiska resterna
modulo 13. D& 12 = 1 (mod 13), 42 = 16 = 3 (mod 13), 22 = 4 (mod 13),
32 =9 (mod 13), 62 = 36 = 10 (mod 13) och 52 = 25 = 12 (13) finner vi att

1, 3, 4, 9, 10, 12
ar kvadratiska rester modulo 13.

Ovning 7.3. Vi foljer ledningen och konstaterar forst att 923 inte dr ett
primtal eftersom 923 = 13 - 71. I inledningen till kapitlet sag vi att 22 = a
(mod p) har losningar foér ett sammansatt tal p om 22 = a (mod p;) har
l6sningar for alla primtalsfaktorer p; som ingar i p. Problemet reduceras alltsa
till att bestdmma om 43 dr en kvadratisk rest modulo 13 och modulo 71.

Vi ser att 43 = 4 (mod 13) och eftersom 22 = 4 (mod 13) drar vi slutsatsen
att 43 € Q3.

Vi tillimpar dérefter lagen om kvadratisk reciprocitet for att underséka huruvi-
da 43 #r en kvadratisk rest modulo 71. Notera hir att 43 = 3 (mod 4) och att
71 =3 (mod 4). Vi far forst att

()=~ (&)

och efter en reduktion modulo 43 foljer att

43\ 28

1) 43 )"
Vi anviander nu att 28 = 4 - 7 samt att 4 a4r en kvadratisk rest modulo 43
eftersom 22 =4 (mod 43). Vi far

(3)--() ) (3)

En ny tillimpning av lagen om kvadratisk reciprocitet, &ven denna gang vari-
anten med minustecken, ger oss dérefter

3)-)

och efter en reduktion modulo 7 finner vi att

(5)-¢)

Vara utrikningar visar ddrmed att 43 € Q7.

Alltsa ar 43 en kvadratisk rest modulo 923.
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