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Biologisk modell och grundldggande kombinatorik

Losning 1.1. Vi letar rétt pad go och finner denna skriven med minustecken. Det
innebir att vi ska ldsa genomet i omvind ordning, med teckenbyte av alla gener.
Borjar vi med go far vi m=1[go —g1 g4 —9g2 —gsl-

Om vi skriver om detta 7t till id sd méaste vi dven dndra T pa motsvarande sitt. Vi
ska dndra —g1 till g1, g4 till g2, —g2 till g3 och —g3 till g4 i T. Gor vi detta far vi
Tn=[00 92 —93 —g4 —a1l.

Detta genom kan vi enkelt sortera genom att forst véinda de fyra sista generna, och

sedan de tre sista. Da fas [go g1 g2 —g3 —gal. Vi viinder sedan de tva sista generna
en i taget, vilket ger ett sorterat genom. Man kontrollerar enkelt att vindningar pa

samma positioner i T ger 7.

Lésning 1.3. Hir {oljer de tio forsta raderna (upp till n = 9) i Pascals triangel.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 ) 10 10 ) 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126 126 84 36 9

Losning 1.5. Vi nyttjar forstas induktion.

(a) Vi studerar forst startvirdet. D4 n =4 har vi VL = 3% = 81 och HL =43 = 64.
Vi har att VL > HL.

(b) Antag att det for ett givet n > 4 giller att 3™ > n3. Vi vill visa att 3n+! >
(m+ 1)3, vilket &r detsamma som att visa att 31 — (n+ 1)> > 0. Vi forscker
terfora problemet till vart antagande som &r att 3™ > n3. Det &r viktigt
att tinka pa att det minsta virde som n kan anta dr 4. Detta ger t.ex. att
2n3 =2n-n? > 8n’.

3 —m+1)? = 3.3+ 1P >3- n3—(m+1)P =
= M -3n?-3n-1>28?-3n?-3n—-1=
5n? —=3n—1220n—3n—1=17n—1>0.

Vi har visat de tva stegen i induktionsprincipen, vilket ger oss att 3™ > n3 for alla
heltal n > 4.

Losning 1.7. Vi anvénder induktion och méaste ddrmed verifiera basfall och induk-
tionssteg. Som basfall har vi n = 0. D4 bestar summan av en term, (g) =1, och pa
andra sidan har vi 2° = 1. Basfallet #r dirmed visat.
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Vi antar nu att likheten géller for n — 1, det vill séga att
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Dérmed har vi visar induktionssteget och #r firdiga.

Losning 1.9. Vi kan skapa ett genom som foljer. Leta riitt pa go. Vilj vilken gen som
ska folja go och i vilken riktning den ska ga. Gor likadant for genen efter, och sedan
den direfter, och sa vidare. Antalet sitt att vilja genen efter go dr n — 1, eftersom
vi viljer bland n — 1 gener. Antalet alternativ fér nista dr n — 2, f6r den déarefter
n — 3, etc. Dessutom har vi tva alternativ fér var och en av dessa gener. Detta ger
sammanlagt

m-—1)-m—=2)-m=3)-...-.2- 1.2 T =(n—1)12n "

Kortaste avstand mellan genom

Losning 2.1. Vi har brytpunkter mellan alla par av granngener utom mellan —g4
och —g3 och mellan g7 och g,. Det blir alltsd 6 — 2 = 4 brytpunkter.

Om vi ritar upp brytpunktsgrafen far vi tre cykler, s& det antalet vindningar som
kravs dr minst 6 —3 = 3. Ett sétt att sortera 7w med tre véndningar dr foljande. Vind
forst alla gener utom go. Sedan ricker det att viinda g7 och gy tillsammans, samt gs.

Det #r intressant att se hur brytpunktsgrafen foréindras nir man gor dessa vindningar.
Genom att experimentera litet kan man komma fram till en bra strategi for att hitta
bra vindningar i brytpunktsgrafen.

Losning 2.3. Om ett genom saknar minustecken si kommer vartannat hérn i bryt-
punktsgrafen att vara udda, och vartannat kommer att vara jimnt. Gar vi runt i en
cykel s #r alltid vartannat horn udda och vartannat jaimnt. Det innebér att om vi
vandrar runt i en cykel sa kommer vi alltid vara medurs eller moturs om den tjocka
kanten innan vi ska passera den, sa alla cykler kommer att vara likriktade. Dérmed
kan vi inte 6ka antalet cykler med en vindning.
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Losning 2.5. Varje gang vi applicerar en vindning

kan vi ¢ka antalet cykler med 1.

Det maximala antalet cykler som denna komponent kan ge upphov till &r n(t). Om vi

borjar med c(t) cykler klarar vi att sortera komponenten med n(t)

Matriser
Lésning 3.1. Lat A = (ay){T, B = (bij)rj’:p] och C =
AB+C) = A(bi]' + 011)5’21

(airbyy +aircyy + ...

(ai1(b1j +c13) + aiza(ba; +c25) + ...

—c(T) vindningar.

(Cu)” ;- Vi far

n

+ aim(bmj + Cmj ))17311

n,p
+ aimbmj + QimCmj )

i,j=1

= (auby+...+ aimbmj)?f; + (aicry + ...+ (11mCrm)1 Jp1

= AB+AC.
Likheten (A + B)C visas pa liknande sitt.
Antag att

A= (9 @2) g_ (b1 P2} (g4 (G c2)
az a4 bs ba c3 Ca

Vi far

aiby +axbz aiba+azbs c2
AB)C =
(AB) azby + asbz azby + a4b4> ( (]

a1by + azbz)er + (a1ba + azbs)es
(azbq + asbsz)c1 + (azbz + asba)cs

ai(bicy +bzcz) + az(bzcq + bacs)
az(bicy +bzcz) + as(bzcr + bacs)

) (b1C1 +bzcs bicz +baes

bsct +bacz  bzcz + bacs
Losning 3.3. Vi har att

a
as
(BC).

—_

<
(
a
£

lull = /22 + 32 +

vlI* =17 + (f4)2 + (—3) =1+16
(uv) =2-1+43-(—4) +(=1)-(=3)

Losning 3.5. Lat A vara en kvadratisk matris sad
géller att

(a1b1 4+ azbz)ca + (a1bz + azba)
(azbq + asbz)ca + (azby + asba)
ai(brcz +bzcs) + az(bzcz + bacs)
az(bicz + bzcs) + as(bzcz + bacs)

)

VITITT=VT4,

+ 9 =26,
2-12+3=~

an att A* = 0 for ndgot k. D&

(E—A)(E+A+...+AFT) E-A+A-A*+. . +AFT-AF=E
Vi har dven att
(E+A+...+A ) (E-A)=E.
Detta visar att
(E—A)T=E+A+AZ+.. . +A,
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Baser och dimension

Loésning 4.1. Vi maste visa att om u,v € N(A) foljer att u+v, su € N(A) for alla tal
s. Att u,v € N(A) betyder att Au=0 och Av =0. Vi far att A(u+v) =Au+Av =
040 =0 och att A(su) = sAu = s0 = 0. Vi har visat att N(A) ir ett delrum.

For att visa att V(A) &r ett delrum av R™ antar vi att u,v € V(A) och att s &r ett
tal. Vi vet att det finns x,y sadana att Ax =u och Ay = v. Studera nu A(x +y) =
Ax + Ay = u+ v vilket ger att u+v € V(A) och A(sx) = sAx = su vilket ger att
su € V(A). Detta ger att V(A) dr ett delrum av R™.

Losning 4.3. Ekvationen su + tv +rw = 0 ger ekvationssystemet

S + r =0
-7 + 5t + r = 0
2s — 2t + r = 0

vilket &r ekvivalent med ekvationssystemet

S + r =0
5t + 8& = 0
-2t — r = 0

och dven med ekvationssystemet

S + r =0
56 + 8& = 0
—11t = 0

som har 16sningen s =t = r = 0. Alltsi &r vektorerna u,v och w linjért oberoende.
Losning 4.5. Lat vi = uq och bestim talet s sa att v, = uy +svy sa att (vq,v2) =0.
Vi har att

Vi (uz +svi) =viup +s|v||? =0

ger att

viu,

ol

och dirmed v = up; —u; = (0 0 2 O)T. Lat oss bestimma talen t och T si att
vektorn vz = u3 + tvy 4+ rv, dr ortogonal mot bade vy och v,. Vi far ekvationerna

{ (vi,v3) = 0
(va,v3) = 0
Forsta ekvationen ger

(v1,v3) = V] (uz + tvy +1v2) =viuz + t|jvi]|> =0

vilket har 16sningen
vius

t=-13 =1
[[vill?

Andra ekvationen ger

(v2,v3) = V3 (U3 + tv +1v2) =viuz + 7|v2||* =0
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vilket har 16sningen

Detta ger att

V3:u3_v1_§v2:(0 10 l)T
Vektorerna
W1 T
w = =(1 0 0 0
R eyl )
%) T
w — =(0 0 1 0
S T )
V3 1 T
w = — =—(0 0
S o A )

ir en ortonormerade bas for delrummet U av R*.

Sannolikhet och Markovkedjor

Losning 5.1. Vi beriknar deras dvergangsmatriser upphdjt till tre for att se situa-
tionen efter tre spelomgangar. Vi far

8§ 521 00
002010

p3 l 0203 00
Eik g1 0 0 3 0 2 0
0102 00

0 01T 2 5 8

och

8 6 4 3 1 0

O 01T 0 00

p3. _ 1 000 O0T1TODO
Liss=™g 1 01 00 0 0
00 01T 00

01T 3 4 6 8

Om vi borjar med tva kronor (tredje tillstandet) multiplicerar vi fran hoger med
vektorn vo = e3 = (0 0 1 0 0 O)T. Vi far da tredje kolonnen i respektive

matris, vilket fér Erik &r % (2 2 0 30 1)T och for Lisa% (4 10 0 0 3)T.
Sannolikheten for att ha fem kronor ges av virdet i vektorernas sista position och
sannolikheten for noll kronor i forsta positionen. I bigge fall &r sannolikheten hogre
for Lisa: for fem kronor 3/8 mot 1/8 och for noll kronor 1/2 mot 1/4. Lisa spelar
alltsd med en strategi som &r riskablare &n Eriks.

Losning 5.3. Lat n vara 2. Da finns bara tva genom, nimligen [1 2] och [1 —2].
Vi vixlar alltsd mellan dessa och har dirmed noll brytpunkter efter jamnt antal
vindningar och tva brytpunkter efter udda antal vindningar. Detta kan &ven skrivas
Ebep (2,1) =1 — (1"
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Losning 5.5. Eftersom vi alltid har samma tecken pé generna har vi bara n—1 olika
tillstand. Vi kan vilja forflyttning genom att finna tre segment och byta plats pa som
inte innehaller go. Om det forsta segmentet som inte innehaller go har i gener och det
andra har j gener, sa kommer generna i det forsta att flyttas j positioner at moturs
och generna i det andra flyttas i positioner medurs. Vi maste ta reda pa hur manga
sétt man kan dela in genomet i tre segment sa att en gen flyttas ett antal positioner
at hoger eller vinster.

Lat gq befinna sig pa position my. Om g; ska ligga kvar maste det hora till samma
segment som go, sa alla tre positioner diar segmenten startar maste ligga pa samma
sida om g7. Antalet sétt att vilja 3 element antingen bland de k positionerna fran 1
till k eller bland de n — k positionerna fran k + 1 till n ges av

k n n—k

3 3 ’
Om vi & andra sidan vill flytta g7 i steg moturs ska det forsta segmentet utan go
starta mellan 1 och k och det andra ska starta och sluta mellan k + 1 och n och vara

i positioner langt. For det forsta segmentet finns k alternativ och for det andra finns
n — k — 1 alternativ. Sammantaget ges

k(n—k—1)
alternativ. Pa samma sétt ser vi att forflyttning i steg at andra hallet kan ske pa
(k—i)(n —k)

olika sitt.

Eftersom det finns (%) forflyttningar ska matriserna med dessa tal delas med (%) for
att bli 6vergdngsmatriser.
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Determinanter

Losning 6.1. Vi far att

a a a a T 1 1 1
b aa a| _ a b a a a
0 b a al| 0 b a a
0 0 b a 0 0 b a
1 1 1 1
- a 0 a—b a—b a-b
o 0 b a a
0 0 b a
1 1 1
= ala—b)| b a a
0 b a
1 1 1
= a(a=b)| 0 a—b a-—-D»
0 b a
a—b a—b>
= a(a—D>) b a ‘
B 2 T
= a(a—Db) b a
= ala—0b)3
Losning 6.3.
a b c
d e f —a}el{—b‘d{—l—c‘dﬁ
g h i g g

a(ei —fh) —b(di—fg) + c(dh —eg)
= aei+ bfg+ cdh — afh —bdi — ceg.

Egenvdrden och egenvektorer

Losning 7.1. Antag att u &r en egenvektor till A med egenvirdet A. D4 foljer att
AZu = A(Au) = A(Au) = AAu = A\u = A%u.

Losning 7.3. Vibetraktar det tredje storsta heltalsegenvirdet, sa linge det dr mojligt
och far talserien 4,7,11,16. Dessa tal verkar inte vara binomialkoefficienter, men drar
vi bort ett fran dessa far vi 3,6,10,15. Dessa kénner vi igen som tredje diagonalen
i Pascals triangel, vilken dven givit de tidigare egenvirdena. Om vi haller noga reda
pa index finner vi att dessa egenvirden ges av formeln

o

2 .
Nista serie egenvirden dr 9,13. Det verkar svart att se varifran dessa tal kommer,
men troligtvis borde ndgra binomialkoefficienter ur tredje diagonalen inga. Tidigare
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har vi haft (%), (™,') och senast (™,?), sa det #r vil dags for (™). Om vi drar bort
detta fran talserien for vi 3,3. Vi gissar att formeln &r

(")

De tal vi adderat till binomialkoefficienterna #r sjédlva binomialkoefficienter ur samma
diagonal. En rimlig gissning pa en formel for samtliga heltalsegenvirden &r

("5 ()

dér k tillats ta olika virden fran noll och uppat.

Diagonalisering

Losning 8.1. Vi soker forst egenvirdena till A. Karaktéristiska ekvationen blir
det(A —AE) = (7—A)(13—A) — 16 =A* —20A + 75 = 0.

Ekvationen har rétterna A7 = 5 och A, = 15. En egenvektor u; svarande till egen-
virdet Ay dr en vektor som uppfyller ekvationen (A — 5E)u; = 0. Vi kan ta vektorn

u = (2 —1)T. For Az dr uy en egenvektor om (A — 15E)u; = 0. Vi kan ta uy =
(1 Z)T. Bilda nu egenvektorer P7 och P av lingd ett. Nimligen

1

Pr=52%(2 -1 ochP,=573%(1 2) .

1 (2 1 5 0
P=5 2(_] 2) 0(:hD—(O ]5)

Losning 8.3. Med bara tva egenvirden for n = 2 far vi

Ansitt

Eorp (1, 1) = 2 (1 — (VIA] +v3AY)) .
Matrisen K3 dr litt att berikna. Vi hoppas fram och tillbaka mellan de tva tillstanden,

vilket beskrivs av
01
W (01).

Karakteristiska polynomet blir A2 — 1, som har nollstillena A7 = 1 och A; = —1.
Egenvektorerna riknar man fram till %(1 ,1) och \/ii(l ,—1), sa i bagge fall far vi en

halv som koefficient. Detta ger
(1t)) =1 -1

vilket &r precis samma resultat som vi fick vid det tidigare tillfiillet.

_|_

N =
N —

Eorp (M, t) =2 (l — (
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Forvantat avstand mellan genom

Losning 9.1. Vi tar var formel for Eyznq(n,b) och sétter in vara virden n = 400
och b = 273. Detta ger

. 273 ,
log (] 400(1— 3355—7 ) _ log (] — igg;gg) _ log (% — 40%)7;97) ~ 229.
log (1 = 355) log (355) log (355)

Det forviintade antalet forflyttningar dr saledes 229.

Losning 9.3. Med denna koefficient blir koefficienterna till de mindre egenvérdena
noll, sa det ricker att betrakta de tre storsta. Sétter vi in dessa i formeln s far vi

(D) G- ) () () -2)

]Eappr2 (Tl-, t) =n|1-

Hir finns t i tva exponenter, sa det verkar vildigt svart att invertera.

Losning 9.5. For n = 2 och n = 3 #r minsta egenvirdet —1, vilket stimmer med
vart pastdende. Vi ska nu anvinda detta som basfall i tva induktionskedjor — en for
jimna n och en foér udda.

Vi har formeln K;;, = A, + B, + (n — 2)1,,. Vi vet att det minsta egenvirdet till B,
ir samma som det minsta egenvirdet till K;,_>. Med hjilp av induktionsantagandet
att vart pastaende stimmer fér n — 2 far vi

An—2(Kn) =A2n2(Aqn +Bn + (m—=2)I—n)
2 An2(An) +An—2(Bn) + Azn2((n—2)1,)
n—2 n

>—n-1)-—5-+Mn-2=—7.

Induktionssteget giller bade for udda och jimna n, sa didrmed dr vi klara.
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