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Nagra ord pa vdgen

Detta kompendium ar skapat for att anvindas som litteratur till KTHS MATE-
MATISKA CIRKEL under lidsiret 2003-2004. Kompendiet bestir av nio av-
snitt, samt ett inledande avsnitt. Kompendiet dr inte tinkt att lisas pa egen
hand, utan ska ses som ett skriftligt komplement till undervisningen pa de sju
traffarna.

Som den mesta matematik pa hogre niva dr kompendiet kompakt skrivet.
Detta innebar att man i allménhet inte kan lisa det som en vanlig bok. Istéllet
bor man préva nya satser och definitioner genom att pa egen hand exemplifiera.
Dérmed uppnar man oftast en mycket béttre forstaelse av vad dessa satser och
deras bevis gar ut pa.

Ovningsuppgifterna ir fordelade i tva kategorier. De med udda nummer har
facit, och syftet med dessa &dr att eleverna ska kunna rikna dem och pa egen
hand kontrollera att de férstatt materialet. De med jimna nummer saknar
facit och kan anvindas som examination. Det rekommenderas dock att man
forsoker 16sa dven dessa uppgifter 4ven om man inte examineras pa dem. Om
man kor fast kan man alltid fraga en kompis, en ldrare pa sin skola eller nagon
av oss.

Vi bor ocksa ndmna att fa av uppgifterna dr helt enkla. Kika dérfor inte i
facit efter nagra fa minuter (om du inte 16st uppgiften), utan prata forst med
kompisar eller forsok litet till. Alla uppgifter ska ga att 16sa med hjilp av
informationen i detta kompendium.

Arets kompendium #r baserat pa en forskningsartikel av Niklas Eriksen, som
den intresserade kan ladda hem och skriva ut frin internet '. Artikeln in-
nehéiller inte presentationen av den linjira algebran, men borde efter ge-
nomford kurs kunna vara begriplig.

KTHs Matematiska Cirkel finasieras av Marianne och Marcus Wallenbergs
Stiftelse. Vi tackar professorn Dan Laksov och lektorn Roy Skelnes for deras
givande kommentarer om denna skrift.

"http:/ /www.math.kth.se/ "niklase/publ/wabi_appr_final.pdf



Nagra ord om Cirkeln

KTHs Matematiska Cirkel, i dagligt tal benimnd Cirkeln, startade 1999.
Dess ambition dr att sprida kunskap om matematiken och dess anvindnings-
omraden utéver vad eleverna fiar genom gymnasiekurser, och att etablera
ett ndrmare samarbete mellan gymnasieskolan och hoégskolan. Cirkeln skall
sdrskilt stimulera elevernas matematikintresse och inspirera dem till fortsatta
naturvetenskapliga studier. Den kan vid behov ge eleverna férslag pa d&mnen
till projektarbeten vid gymnasiet.

Till varje kurs produceras ett kompendium som distribueras gratis till eleverna.
Detta material, liksom Gvriga uppgifter om KTHs Matematiska Cirkel, finns
tillgéngligt pa

http://www.math.kth.se/cirkel

Sedan 2001 godkinns Cirkeln av Stockholms Stad som en 50-poédngskurs eller
som matematisk breddning. Det &r upp till varje skola att godkédnna Cirkeln
som en kurs och det #r ldrarna fran varje skola som sétter betyg pa kur-
sen. Lirarna dr sjalvklart ocksa vilkomna till Cirkeln och manga har kommit
overens med sin egen skola om att fa Cirkeln godkdnd som fortbildning eller
som undervisning. Vi ska papeka att féreldsningarna fortfarande dr 6ppna for
envar.

Vi har avsiktligt valt materialet fér att ge eleverna en inblick i matematisk
teori och tankesitt och presenterar diarfor bade nagra huvudsatser inom varje
omrade och bevisen for dessa resultat. Vi har ocksa som malsittning att bevi-
sa alla satser som anvinds om de inte kan férutséttas bekanta av elever fran
gymnasiet. Detta, och att flera &mnen &r pa universitetsniva, gor att lirarna
och eleverna kan uppleva programmet som tungt, och alltfér langt 6ver gym-
nasienivin. Meningen ér emellertid inte att lirarna och eleverna skall behérska
dmnet fullt ut och att ldra in det pad samma sétt som gymnasiekurserna. Det
viktigaste dr att eleverna kommer i kontakt med teoretisk matematik och far
en inblick i matematikens vdisen. Var férhoppning &r att lirarna med denna
utgangspunkt skall ha ldttare att upplysa intresserade elever om KTHs Mate-
matiska Cirkel och 6vertyga skolledarna om vikten av att lata bade elever och
larare delta i programmet.



Nagra ord om betygssdttning

Ett speciellt problem tidigare ar har varit betygssidttningen. Detta borde em-
ellertid bara vara ett problem om ldrarna anvinder sig av samma standard som
de gor nér de séitter betyg pa ordinarie gymnasiekurser. Om utgangspunkten
istillet &r att eleverna skall fa insikt i matematiken genom att gi pa fore-
ldasningarna och att eleven gor sitt basta for att forsta materialet och losa
uppgifterna, blir betygsédttningen littare. Sjilvklart betyder det mycket vad
eleverna har lart av materialet i kursen, men ldrarna kan bara forvinta sig att
ett fatal elever behérskar dmnet fullt ut. I det perspektivet blir det litt att
anvinda de officiella kriterierna:

Godkdnd: Eleven har viss insikt i de moment som ingar i kursen och kan pa ett
godtagbart sitt redovisa valda delar av kursen savil muntligt som skriftligt.
Detta kan ske genom att eleven haller foredrag infér klassen, redovisar eller
ldmnar en rapport till sin matematiklérare.

Vil godkdnd: Eleven har god insikt i flera moment fran kursen. Eleven kan
redovisa dessa moment bade skriftligt och muntligt och dessutom uppvisa
I6sningar pa problem som givits pa kursen. Detta kan ske genom att eleven
haller foredrag infor klassen, redovisar eller limnar en rapport till sin mate-
matiklirare.

Mycket vdl godkdind: Eleven har mycket god insikt i flera moment av kur-
sen och ldmnar skriftliga redovisningar av flera delar av kursen eller limnar
I6sningar pa problem som givits pa kursen. Detta kan ske genom att eleven
haller foredrag infor klassen, redovisar eller limnar en rapport till sin mate-
matiklirare.

Det dr ocksa mojligt att skolorna samarbetar, sa elever fran en skola redovisar
eller limnar rapport for en ldrare i en annan skola.

Forfattarna, september 2003



1 Biologisk modell och grundlaggande kombinatorik

Vi skall i detta hifte ge ett exempel pa en matematisk modell for en speciell
typ av mutationer av genom och analysera denna modell matematiskt. I detta
kapitel forklarar vi den bakom liggande genetiken och skapar utifrén detta
var forenklade matematiska modell. Vi tittar dessutom litet ndrmare pa hur
manga sitt det finns att vélja k objekt bland n mdjliga, vilket berfiknas med
hjilp av induktion.

1.1 Enkel evolutionir biologi

Aven om detta huvudsakligen &r en matematisk skrift maste vi &inda kortfattat
beskriva hur den verklighet ser ut som vi vill séiga nagot om. Hér f6ljer déarfor
en mycket kort beskrivning av var arvsmassa.

En individs arvsmassa (eller genom, med betoning pa andra stavelsen) dr det
som tillsammans med yttre faktorer bestdmmer hur individen ser ut och fun-
gerar. Arvsmassan bestar av DNA, som &r en férkortning av deoxyribonukle-
insyra. DNAn dr uppbyggd av nukleotider. Det finns fyra nukleotider: Ade-
nin (A), Cytosin (C), Guanin (G) och Tymin (T). Dessa finns hopparade i
langa par av stringar, A parat med T och C med G (se figur 1). Om man
vet vad som finns i ena stringen vet man alltsd dven vad som finns i andra
striangen. Ett sadant par av stringar kallas en kromosom. Ménniskan har 46
kromosomer, men de flesta bakterier har bara en, som &r cirkulér.

... TAATCAGGAT ...
...ATTAGTCCTA ...

Figur 1: En kort del av en kromosom.

Olika delar av kromosomerna fungerar som ritning for olika proteiner. Den del
som kodar for ett protein kallas en gen. En bakterie har ofta runt 500 till 1000
gener och minniskan har atminstone 30000 gener. Stringen av nukleotider
som en gen dr uppbyggd av har en borjan och ett slut. Varje gen har déarfor
en riktning.

En mutation ir en férindring av arvsmassan. Det finns flera olika fordnd-
ringar som kan ske. Vissa dndrar bara en nukleotid, vilket kan fordndra en
gen till det battre eller det sdmre. Andra mutationer dndrar ordningen pa
generna, men inte deras innehall. Dessa mutationer har ofta mindre paverkan
pé individen, men troligtvis &r de inte helt utan betydelse. Antalet mutationer
som sker under en tidsperiod dr ungefir proportionellt mot periodens lingd,
sd om vi kan beridkna antalet mutationer och den genomsnittliga frekvensen
for en mutation far vi reda pa hur linge genomet har muterat.

Genom mutationer uppstar olika arter. Det kan exempelvis ske genom att en
art delas i tva populationer, som inte interagerar med varandra. De kommer



da att utvecklas oberoende och sa smaningom bilda olika arter.

1.2 Matematisk modell av genomet

Vi vill beskriva en matematisk modell for en speciell typ av mutationer. En
sddan modell bor vara sapass forenklad att berdkningar dr mojliga, men dnda
ha kvar de viktigaste egenskaperna hos det vi studerar.

I var modell struntar vi fullstdndigt i vilka nukleotider som bygger upp en gen.
I olika arters genom finns varianter av samma gen, som alla skiljer sig litet pa
nukleotidnivd, men som skapar samma, eller liknande, proteiner. Genom att
strunta i innehallet i generna kan vi se varje kromosom som en f61jd av gener.

Den kraftigaste férenklingen vi gor #r att bara betrakta de mutationer som
fordndrar genernas ordning. Vi struntar ddrmed i all information vi kunnat
fa genom att betrakta mutationerna pa nukleotidniva. Fordelen med detta &r
att vi far en enklare modell, som vi klarar av att hantera generellt.

Ett begrepp som studerats mycket inom matematiken dr permutationer.
Man utgar da fran en mingd av element, och varje sitt att ordna dessa, att
skriva dem i en f6ljd, &r en permutation. Genomet &r en f6ljd av gener och
kan darfor ses som en permutation av dessa.

Hér har vi gjort antagandet att ingen gen forekommer tva ginger i samma ge-
nom. Det stdmmer inte riktigt med verkligheten, men gor att vara berdkningar
blir mycket ldttare. Vi later darfor modellen ha denna begrinsning och hoppas
att det inte paverkar resultatet alltfor mycket. Vi antar ocksa att alla genom
innehaller samma gener. Aven detta ir litet felaktigt, men det &r nistan sant
om genomen #r nigorlunda nira slikt. Nar vi vill jamfora tva verkliga genom
kastar vi bort de gener som antingen saknas eller férekommer dubbelt i nagot
genom.

For att fa samma, utseende som bakteriella genom later vi vara permutationer
vara cirkulédira, det vill siga att vi later forsta elementet f6lja direkt efter sista
elementet. Vi tar ocksa tillvara den information vi har om genernas riktning
genom att sdtta ett minustecken framfor de gener som &r riktade i motsatt
riktning.

For att skriva ett genom anvinder vi notationen g = [g7 g2 ... gnl, dir g;
dr elementen som svarar mot generna. Vi bor hir tdnka pa att ett genom kan
skrivas pa flera olika sitt. Om vi vrider genomet, eller vinder det uppochner
har vi fortfarande samma genom, och det maste gilla dven nér vi ser det som
en permutation.

Exempel 1.1. Genomet i figur 2 kan skrivas som [go g2 —g1] eller [g2 —g1 gol
eller till och med [—g2 —go g1], om vi ldser det baklinges. Vanligtvis skriver
vi dock go forst. Detta siitt att skriva genomet kallar vi normalform. A

Den evolutionéra process vi kommer att koncentrera oss pa i detta kompen-
dium kallas vindning. En vindning gar till sa att en foljd av en eller flera



_g]\
go— 92

Figur 2: Genomet [go g2 —g1]-

[...gigiﬂ <0595+ ] — [...gi—gj- coe —0i+1|95+1 ]
-2 GGi+1 - 0G5+ - - - OKGK+1 - -] — [..949j+1 ... 9KTi+1 ... GjOK+1 .. ]
049i+1 -+ - G495 +1 -+ - OKJK+1 ] — [...gi—gk...—gj+1gi+1 « e+ Gj9Kk+1 ]

Figur 3: Definition av vindning, forflyttning och vind férflyttning.

gener tas ut ur genomet och sétts in i omvind ordning. Detta finns avbildat i
figur 3. Dér ges dven exempel pa tva andra operationer som kan férekomma:
en forflyttning lyfter ut ett segment av gener ur genomet och sétter in det
nagon annanstans och en vind forflyttning lyfter ut ett segment och sitter
in det vint pd ett annat stille. Vi kommer dock att anta att det bara &r
vindningar som sker, och att alla véindningar dr lika sannolika.

Det finns flera anledningar till denna begrinsning. En &r att det bland vissa
bakterier troligen skett mest vindningar. En annan ar att dessa har mycket
béttre matematiska egenskaper dn forflyttningar. Det finns inga motsvarighe-
ter for forflyttningar till de resultat vi presenterar hér.

Ett bra sitt att visualisera genomet ar foljande: Tank dig genomet som pérlor
pa en ring av staltrad, som ar konstruerad pa sa sitt att vi kan utfora vind-
ningar. Vi kallar de olika generna go,d1,...,9n_1- Eftersom go foljer efter
gn-1 kallas vi den ibland for g. Tag nu tag i gen go med vanster hand. Den
hogra handen kan nu utfora alla méjliga vandningar. Det dr dérfor bra att
tdnka att go alltid sitter fast.

Sammanfattningsvis dr var modell av evolution att genomet ges av en teck-
nad, cirkuldr permutation av gener. Den evolutionira processen bestar av att
vandningar véiljs slumpmassigt, med lika sannolikhet for alla véindningar, och
sedan appliceras pa genomet. Antalet vindningar som skett mellan tva genom
ar proportionellt mot den tid som skiljer dessa &t, sa ju fiarre vindningar som
skett, desto nidrmare slikt dr dessa genom.

Exempel 1.2. Vid nagon tidpunkt har en art genomet [go g1 92 93 94 g5 Jel-
Da splittras populationen i tva delar, som utvecklas var for sig. Den ena utsétts
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for foljande mutationskedja:

(9o 91 92 93 94 95 9] — [90 —94 —93 —92 —9g1 95 ¢
— [90 93 94 —92 —91 g5 gl

och den andra for mutationskedjan

[go 91 92 93 94 95 9s] — [9o 91 92 —d5 —ga —9d3 Jel.

Vill vi berdkna ett evolutionirt avstandet mellan dessa tva arter ska vi alltsa
jamfora [go 93 94 —g2 —9g1 g5 g¢l med [go g1 92 —9g5 —ga —9g3 g¢l. Detta
avstand, delat med tva, dr ungefir avstandet till deras nirmsta gemensamma
anfader. A

1.3 Evolutionira avstand

Det finns manga sétt att ange hur pass néra slikt tva genom &dr, och vi kommer
att kalla alla dessa for evolutionédra avstand. Det dr viktigt att notera att
dessa olika avstand stimmer bittre eller simre 6verens med det verkliga
avstandet, vilket vi kallar det verkliga antalet vindningar som skett mellan
tva genom.

Att beridkna antalet vindningar som skett mellan tva genom é&r i princip
omdojligt, eftersom man inte fran genomen kan se exakt hur manga vindningar
som har skett. Det skiljer tre vindningar mellan vara tva genom i exemplet,
men man kan dven omvandla det ena av dem till det andra med fem, sex eller
fler vindningar, si dessa avstand dr ocksa mdjliga. Man kan dock oftast ge
ritt sd goda gissningar angdende det verkliga antalet vindningar. Om genom-
en inte ligger alltfér langt fran varandra ar det troligt att det minsta antalet
vindningar som behovs for att omvandla det ena genomet till det andra &ar
en bra gissning. Dérfor dr det ett intressant problem att berdkna det minsta
antalet vindningar mellan tva genom. Vi kallar detta viindningsavstandet
och kommer att ge en formel for detta i niista kapitel.

Vi kan dock presentera bittre uppskattningar av det verkliga avstindet. I
resterande delen av kompendiet kommer vi att titta pa ett enklare avstand,
brytpunktsavstandet, och berikna det forvintade brytpunktsavstandet efter
t vindningar. En sddan beskrivning ger en bra uppskattning av det verkliga
avstandet (en tydligare beskrivning ges i avsnitt 2.5).

Man bor lagga mérka till att vi alltid kan byta namn pa elementen i tva genom
sa att det ena blir identitetsgenomet id = [go g1 92 ... gn_1]. Att omvandla
det andra till detta genom kan ses som att sortera det andra. Vi kommer
framover alltid lata det ena genomet vara identitetsgenomet.

Om vi utgar fran tva genom 7t och T och skriver om 7t sa att det blir id, sa
fordndras dven T pa motsvarande sitt. Vi anvinder beteckningen 1, for detta
nya sitt att skriva 1. Att omvandla T, till id med vindningar blir da samma
sak som att omvandla T till T med véndningar.
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Exempel 1.3. Vi tittar pa genomen i foregaende exempel. Dér hade vi m =
[90 93 94 —92 —9g1 95 gsl och T=1[go 91 92 —9g5 —9ga —93 Jel-

Antag att vi vill andra namnen pa generna i 7t si att 7t blir id. Det innebér
att den gen som tidigare hette g3 nu heter gy, den som hette g4 heter g, och
den som hette —g, gar nu under namnet g3, och sa vidare. Fortsdtter vi med
namnbytena pa detta sitt far vi T, =[go —g4 —9g3 —dg5 —g2 —g1 ggl- Att
sortera detta T, dr samma sak som att omvandla det ursprungliga T till det
ursprungliga 7t.

P& samma séitt far vi att om vi later T bli identitetsgenomet sa blir 7t genomet
e =[g90 —95 —9a —92 —9g1 —93 gel- A

Eftersom det d4r samma sak att omvandla T till 71 som att omvandla T, till
id kommer vi framdver huvudsakligen att betrakta omvandlingar till id. Vi
pratar sa om att sortera ett genom.

1.4 Induktion

Vi kommer i nista avsnitt att anvinda oss av en matematisk bevisteknik som
kallas induktion. Den kommer &ven till nytta i kapitel 9. Fér de som inte har
sett induktion tidigare foljer hir en kort genomgang.

Vi beskriver enklast induktion med hjilp av ett exempel. Vi ska bevisa att for
varje heltal n > 1 giller att

nk2:12—|—22+32—|— +n2:2n3+3n2+n
E — %
k=1

Man ser enkelt att formeln giller for n =1, for n = 2, fér n = 3 och for vilket
n man #dn viljer att prova. Men vi kommer aldrig hinna prova alla n, sa vi
maste vilja en bittre metod. Det verkar inte heller g att direkt rdkna ut att
14+4+94...4n? blir den kvot vi vill att det ska bli. Vi kan emellertid litt
visa detta med induktion.

Idén bakom induktion &r att visa att om likheten &r sann for ett givet n sa
dr den ocksa sann for nista virde, d.v.s. n+ 1. Om vi dessutom kan visa att
likheten &r sann for ett startvirde, i detta fall n =1, sa 4r den dirmed sann
for nista virde (n = 2) och nista (n = 3) och niista och nista, etc. Den &r i
sjalva verket sann for alla n > 1.

Att visa att likheten &r sann for det forsta virdet kallas basfall och att visa
den dr sann for ett virde om den dr sann for foregaende virde kallas induk-
tionssteg.

Vi bérjar med basfallet. Vi ska visa att likheten &r sann for n = 1. Vi ser att
vinsterledet blir 1, och i hogerledet far vi (243 +1)/6 = 1. Likheten ér alltsa
sann for n =1.

12



Nu till induktionssteget. Antag att det for ett givet n stdmmer att

n

Zk,z _ 2113 +3T12+T1

k=1 6
Vi undersdker om likheten da giller for ndstkommande heltal, d.v.s. vi un-
dersoker om det ar sant att

Ekz 2413 43Mm+1) 2+ (n+1)

6

For att visa detta anvinder vi naturligtvis vart antagande. Vi observerar att

n+1

Y KE=T1424. nt+m+1)=(1+2+...+n)+ Zkz +(n+1)?
k=1

och vi kan nu anvidnda vart antagande:

Zkz +(n+1)? %+(n+1)2
:2n3+3n2+n+6n2+12n+6
:2n3+9n2-|—13ft+6

2(n3+3f2+3n+1)+3(n2+2n+1)+n+1

6
2412 43m+ 12+ (n+1)
- :

Vi har nu visat att om likheten giller for nagot fixt virde n, sa giller den
ocksa for nidstkommande virde, d.v.s. n 4+ 1. Tillsammans med basfallet visar
detta ar likheten stimmer for allan > 1.

1.5 Vindningar och binomialkoefficienter

Det dr naturligt att fundera 6ver hur manga vindningar det finns, som kan
appliceras pa ett genom g = [go g1 ... gn_1] av ldingd n. Nér vi sag genomet
som pérlor pa en staltrad sig vi att vi kan fa varje vindning genom att dela
upp genomet i tva intervall. Det ena innehaller gy och det paverkas inte, men
det andra vinder vi. Vi kan dela upp genomet i dessa tva intervall genom
att vélja tva olika gener, som far inleda varsitt intervall. Det ricker alltsa att
berékna hur manga sétt det finns att vilja tva olika element bland n element.

Mer generellt kan vi betrakta problemet att vélja k element bland n element.
Detta tal betecknas (T]z) och uttalas “n vilj k”. Talen kallas dven binomial-
koeflicienter.
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Det finns flera sétt att ta fram ett uttryck for binomialkoefficienterna. Vi ska
hér anvinda en rekursiv konstruktion, men det gar dven att resonera sig fram
till uttrycket direkt.

Antag att vi ska vilja k element bland m element. Vi kan bérja med ett
godtyckligt element a och bestimma om det ska vara med eller inte. Om
vi bestimmer att a ska vara med sia behover vi bara vilja ytterligare k — 1
element bland det dterstdende n—1 elementen. Om vi inte vill ha med a méste
vi vilja k element bland de n —1 aterstdende elementen. I forsta fallet kan de
aterstaende valen goras pa (LL:]]) olika sitt, i det andra fallet pa (™ ]) olika
sitt. Sammantaget far vi

n n—1 n—1
= . 1.1
()= (=)= () o
Med hjilp av denna rekursionsformel kan vi ge ett direkt uttryck for binomial-
koefficienterna.

Sats 1.4. Binomialkoefficienterna for 0 < k < n ges av

ny n!
(k)  kln—Kk)!"

dirn!l=n-n—1)-n—=2)-...-3-2-1 form>1, och 0! =1.

Bevis: Vi anvidnder héir induktion 6ver variabeln n. Vi kommer att anta att
formeln géller for n — 1 och ska visa att den giller for n. Detta goér vi med
hjilp av rekursionen (1.1). Som basfall har vi alla de fall da vi inte kan anvéinda
rekursionen, nimligen da n =0, och da k =0 eller k =n.

Antag k = n. Binomialkoefficienten ska da ange antalet sdtt att ur en mingd
med n element vélja samtliga av dessa. Det kan ske pa ett sitt. Vi tittar nu
pa formeln:

n! n! n!

kiln—-k)! nln—-m) n!-1

P43 samma sétt ser vi att om vi ska véilja k = 0 element bland n element si
kan dven det ske pa ett enda sidtt. Formeln ger

n! n! n!
klm—k)!  O(n—0) 1-n!

=1.

Fallet n = 0 kriver k = 0, sa det har vi redan betraktat. Alltsa ser vi att
formeln stimmer 6verens med det vi vill ha i dessa fall.

Vi har nu klarat av basfallet och ska kontrollera att formeln stimmer Gverens
med rekursionen. Vi antar att formeln géller i hogerledet i rekursionen, dér vi
véiljer bland n— 1 element, och vill visa att den da géller i vinsterledet, dér vi
véiljer bland n element. Lyckas vi med detta inser vi att formeln alltid géller
for nésta virde pa n, med borjan i n = 0 som vi redan visat.
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Vi far

ny (n-—1 n—1

0=+ ()
_ (n—1)! (n—1)!
(=) — k=) T =1) =W

(n—"1)! n (n—1)!

11
“m—1mn—k—1n(n—k+i)
B (n—1)! k n—k
‘xk—1mn—k—1n(u —kf+un—k0
Y K+ (n—k)
"w—1mn—k—nz<km—k)>
B (n—1)! n
__W—1Mn—k—1ﬂ(un—k0

n!

T k(m—k)!

Eftersom bade basfall och induktionssteg dr uppfyllda vet vi att formeln
stammer for alla k och n som uppfyller 0 < k < n. |

Vi far nu foljande f6ljdsats.

Foljdsats 1.5. Antalet vindningar som kan appliceras pa ett genom med n

gener ar
ny nn-1)
2) 2 )

Det dr vanligt att presentera binomialkoefficienterna i en triangelform, som
kallas Pascals triangel. Vi har skrivit ut de forsta raderna i denna i tabell
1. Observera att eftersom rekursionen (1.1) géller si fas varje element utom
de yttersta som summan av de tva elementen snett ovanfor. Binomialkoef-
ficienterna (121) i foljdsatsen ovan finner vi i tredje diagonalen fran vénster:
1,3,6,10,....

1.6 Ovningar

Ovning 1.1. Skriv m = [g3 g2 —g4 g1 —go] pa normalform, det vill séiga
med go forst. Finn ett séitt att omvandla T = [go g4 g2 g3 g1] till 7T genom att
berdkna T, och sedan omvandla detta till id.

Ovning 1.2. Lat 7 vara ett genom. Vad &r 71,7
Ovning 1.3. Beriikna de forsta tio raderna i Pascals triangel. Dessa kommer

du ha nytta av i kapitel 7.
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Tabell 1: Pascals triangel. I rad n och position k fran véinster finner vi (2:11)

Overst har vi alltsa (0).

0
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 ) 1

Ovning 1.4. Visa att for alla heltal n > 1 giller likheten
1
14243 4...4n= %

Ovning 1.5. Visa att 3™ > n3 for allan > 4.

()= ()

£

k=0

Ovning 1.6. Visa att

Ovning 1.7. Visa att

for n > 0. Enklast ar att anvinda induktion.

Ovning 1.8. Hur ménga forflyttningar finns det pa ett genom med n gener?
Hur manga vénda forflyttningar finns det?

Ovning 1.9. (Overkurs) Hur minga genom finns det med n gener?

Ovning 1.10. (a) Visa att du kan komma fran ett genom med n gener till
ett annat genom med n gener med enbart vindningar. (Tips: Anvéind
induktion 6ver n)

(b) En avstandsfunktion pa en méngd &r en funktion d som for varje par
a och b ur mingden ger talet d(a,b). For tre element a,b och c ur
méngden har vi
(i) d(a,b) > 0 och d(a,b) =0 om och endast om a = b,

(ii) d(a,b) =d(b,a),
(iii) d(a,c) < d(a,b) +d(b,c).
Visa att om 7t och T dr genom med n gener och d(m,T) dr det minsta

antalet vindningar for att 6verfora 7t till T sd dr d en avstandsfunktion
pa genom med N gener.

16



2 Kortaste avstand mellan tva genom

Ett enkelt séitt att uppskatta den stricka ett objekt har firdats mellan A och
B dr att berdkna fagelvigen, den kortaste strickan mellan dessa tva punk-
ter. Man kan se férdndringen av ett genom som en resa bland alla mdjliga
genom. Vi kommer hér att visa hur man kan beridkna det kortaste avstandet,
vindningsavstandet, mellan tva godtyckliga genom.

2.1 Brytpunkter

Vi inleder detta kapitel genom att beskriva ett enkelt sitt att méta avstand
mellan tva genom. Det &r inte lika anvindbart som de metoder vi beskriver
senare, eftersom avstandet i allmédnhet inte stimmer lika bra 6verens med det
okédnda genetiska avstdndet, men det behdvs for att beskriva dessa.

Vi siger att elementet b foljer elementet a i ett genom om genomet innehaller
[...ab..]eller [... —b —a...]. Elementen a och b definierar en brytpunkt
mellan tvad genom om b foljer a i det forsta genomet, men inte i det andra.
Antalet brytpunkter mellan tva genom 7 och T kallas brytpunktsavstandet
mellan dem och betecknas b(7, T). Antalet brytpunkter mellan 7t och id, d.v.s.
b(m,id), betecknas ofta b(7m). Detta dr det intressanta mattet for oss, eftersom
vi alltid kan skriva om genomen s att ett av dem blir identitetsgenomet, utan
att for den skull &ndra nagot av avstanden mellan dem.

Exempel 2.1. Betrakta T och 7t i exempel 1.3. Vill vi berdkna brytpunkts-
avstandet mellan dessa dr det enklast att berdkna b(m.) eller b(t.). I bigge
dessa fall far vi 4. A

2.2 Grafteori

Inom flera delar av matematiken anvinder man sig ofta av grafer. En graf
bestar hir av tvd méngder: hornméngden V (vertices pa engelska) och
kantmiingden E (edges), som bestar av par av horn. Oftast ritar man ut
hornen som punkter och kanterna som streck mellan de tva hoérn som utgor

kanten.

Uy uz
e

[
us Ug

Figur 4: En graf med fyra horn och fyra kanter.

Exempel 2.2. I figur 4 ser vi ett exempel pa en graf. Denna graf har fyra horn,
U1, U2,u3 och uy, och kanterna ar (uy,uz), (ur,usz), (uz,us3) och (uz,uq). A
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Om det gar en kant mellan hérnen u och v s siger vi att u dr granne till v
och vice versa. Med valensen d(u) till ett horn u menas antalet grannar till
detta horn. Om alla hoérn i en graf har valens r sa dr grafen r-reguljér.

En cykel av lingd n ér en f6ljd vo,v1,Vv2,...,vn av horn sddan att det gar
en kant mellan v; och vi;q for alla i mellan 0 och n — 1, och v; # v; for alla
i och j utom vy = v,. Vi kan alltsd ga till dessa horn i denna ordning genom
att folja kanter, och vi kommer tillbaka till starthornet.

Exempel 2.3. I grafen ovan har hérn uy och u; valens 2, hérn uz har valens
3 och horn uy har valens 1. Grafen &r alltsd inte reguljir. Den enda cykeln &r
Ur, Uz, us, us. A

2.3 Brytpunktsgrafen

Vi definierade en brytpunkt mellan tvd genom som ett par av gener som foljer
varandra i det ena genomet men inte i det andra. Eftersom vi later det ena
genomet vara identitetsgenomet har vi en brytpunkt mellan tva pa varandra
foljande gener g; och gj i det andra genomet om vi inte har j =141 (vi later
hir go = gn, om det gor att likheten uppfylls). Vi har hir anvéint konventionen
att —g; = g_j, sd om —g3 foljer efter —g4 har vi ingen brytpunkt, eftersom vi
da har generna ¢g_4 och g_3 som uppfyllerj =—-3=—44+1=1+1.

Vi ska nu skapa en graf som hjilper oss att berikna antalet vindningar som
behovs for att sortera ett genom. Varje gen kommer att omvandlas till tva
horn. Vi ritar hérnen moturs pa en cirkel, i samma ordning som deras gener
ligger i genomet. Om en gen g; har positivt tecken ger den hérnen vy; och
v2i+1 1 denna ordning, men har den negativt tecken skrivs hornen i omvind
ordning. Mellan tva hoérn som ligger bredvid varandra men inte kommer fran
samma gen drar vi en tjock kant. Slutligen dras en tunn kant mellan hérnen
V2x—1 och vy for k mellan 1 och n — 1, och mellan hérnen v, 1 och vy. Ett
exempel ges i figur 5.

Vi ser att grafen dr 2-reguljir och att varje hérn har en tjock och en tunn kant
till sig. Kanterna bildar alltsd cykler, med varannan kant tjock och varannan
kant tunn. Vi ser ocksa att dér vi inte hade brytpunkter i genomet har vi nu
cykler med bara tva kanter, men dér vi hade brytpunkter har vi cykler med
fler kanter.

2.4 Sortera genom

Om vi betraktar brytpunktsgrafen till identitetsgenomet id ser vi att den har
n cykler. Brytpunktsgraferna till andra genom har firre cykler, sa att sortera
ett genom svarar mot att 6ka antalet cykler till n. Vi ska nu titta pa hur man
kan 6ka antalet cykler s snabbt som mdjligt.

Vindningar i brytpunktsgrafen svarar mot vindningar pa ett vanligt genom.
Vi véljer ett segment av cirkeln och skriver hérnen i omvéind ordning. Al-
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Vo 1
/Vg VK
V11 V3
V10 V2
V7 Vi4
Ve~ V15
~v5 v

Figur 5: Brytpunktsgrafen till [go —g¢ —9g4 —9g5 —d3 —g2 —g7 g1l-

la tunna kanter foljer med sina hoérn, men de tjocka ligger kvar. Eftersom
véndningarna inte kan dela nagon gen si borjar och slutar segmenten i bryt-
punktsgrafen mitt i en tjock kant. Vi séger att en vindning klyver dessa tva
tjocka kanter.

Vi ska nu undersoka vad som hidnder med antalet cykler da vi utfér en vind-
ning. Betrakta figur 6. Vi later de kluvna kanterna vara de mellan a och b
och mellan ¢ och d. De prickade kurvorna i figuren antyder hur hérnen héinger
ihop, via ett okant antal kanter.

Kring de tva tjocka kanterna som klyvs finns fyra horn som kan vara samman-
bundna pa tre olika sétt. I det forsta fallet har vi tva cykler som slas ihop. Det
blir litet mer komplicerat om de tjocka kanterna hor till samma cykel. Vi sdger
att tva tjocka kanter dr likriktade om vi gar lings dem at samma hall néir
vi gar lidngs kanterna i en cykel. Lingst ner i figuren har vi likriktade kanter,
eftersom vi antingen gar at hoger lings bada dessa kanter, eller 4t vénster
lings bada kanterna, nir vi foljer kanterna i cykeln. I mittenfiguren, ddremot,
gar vi langs kanterna &t olika hall och ddrmed &r de olikriktade.

Nér vi har olikriktade kanter, som i andra fallet, kommer cykeln att delas i tva
delar. Har vi ddremot likriktade kanter, som nederst i figuren, sker inget med
cykeln. Det kan dock ske saker med likriktningen av andra kanter, eftersom
riktningen av kanterna mellan vara tvd horn dndras.

Denna analys ger en forsta uppskattning angaende antalet vindningar som
kriavs for att sortera ett genom. Vi later hir c(7mt) beteckna antalet cykler i
brytpunktsgrafen till 7.

Sats 2.4. Antalet vindningar som krdvs for att sortera ett genom T dr minst
n —c(m).

BEvis: Vi startar med c(m) cykler och ska oka antalet cykler till n. Med

en vindning kan vi 6ka antalet cykler med maximalt 1. Ddrmed kridvs minst
n — c¢(7t) vindningar for att fa n cykler. [ |
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a b c d a c b d
—eo —eo = —o —eo
a b c d a c b d
o—=e —bo - o—e —bo
a b c d a c b d

Figur 6: Tre olika resultat efter vindning. Om en vindning beror tva kanter
i olika cykler slis dessa ihop (6verst). Om en vindning beror tva olikrikta-
de kanter i samma cykel delas cykeln (mitten). Om en vindning berér tva
likriktade kanter i samma cykel dndras inte antalet cykler.

Optimal utdelning har vi alltsa om det vindningen beror tva olikriktade tjocka
kanter i samma cykel. Malet &r déirfor att finna en strategi som gér att denna
situation forekommer s3 ofta som mojligt. Man kan visa att man oftast klarar
sig med védndningar av detta slag. Nagra av 6vningarna handlar om detta.

2.5 Ett bittre avstandsmatt

Det kortaste brytpunktsavstandet fungerar ritt si vil som gissning av det
verkliga avstandet for genom som ligger rétt ndra varandra. Virre dr det
om det ligger pa stort avstand. Vi har gjort simuleringar av genom med 400
gener, vars verkliga avstand till id satts slumpmaéssigt mellan 200 och 600
véndningar. Vi har sedan ritat vindningsavstandet till id i en graf (figur 7).
Vi ser att ju fler vindningar som skett, desto storre blir skillnaden mellan det
verkliga avstandet och vindningsavstandet.

Brytpunktsavstandet mellan tva genom &r ritt si proportionellt mot antalet
vandningar, men det fungerar simre dn vindningsavstandet for att skatta det
verkliga avstdendet. Vi kan didremot ta fram en &nnu béttre skattning av det
verkliga avstandet med hjélp av detta avstand. Idén till detta beskriver vi hér.

Vi tidnker oss att vi utfor ett antal vindningar pa ett genom. I varje steg
beréknar vi det forvintade antalet brytpunkter vi har mellan det genom vi far
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Figur 7: Férhallandet mellan det verkliga avstandet och vindningsavstandet
for nagra genom med 400 gener.

och det ursprungliga genomet. Vi far da det forvintade antalet brytpunkter
mellan tva genom som funktion av antalet vindningar. Om denna funktio-
nen har en invers far vi det forvintade antalet vindningar som funktion av
brytpunktsavstandet. Vi kan da berikna antalet brytpunkter och mata in i
denna nya funktion, sa far vi det forvintade antalet vindningar. Detta &r vad
vi kommer att komma fram till i sista kapitlet.

2.6 Ovningar

Ovning 2.1. Berikna brytpunktsavstandet och vindningsavstandet for m =
[90 95 —94 —93 91 9al.

Ovning 2.2. Lat cgor(7) beteckna antalet cykler med fler #in tva kanter i
brytpunktsgrafen till 7t. Visa att det approximativa avstandet n — c(7t) dven
kan skrivas b(7t) — cgior (7).

Ovning 2.3. Visa att om ett genom saknar minustecken si finns inga vind-
ningar som 6kar antalet cykler i dess brytpunktsgraf.

Ovning 2.4. Vilket ér det maximala kortaste avstandet till id? Ge exempel
pa ett genom som har detta avstand till id.

Ovning 2.5. Antag att brytpunktsgrafen #r ritad med raka kanter. Vi siger
da att tva cykler vars kanter korsar varandra ligger i samma komponent.
Detta géller dven transitivt, sa om cyklerna 7t och 7 ligger i samma komponent
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och om T och o ligger i samma komponent, sa ligger d4ven 7 och ¢ i samma
komponent. I figur 5 har vi till exempel tre komponenter, varav en innehaller
tva cykler.

Man kan visa att om en komponent innehéller en cykel med tva olikriktade
tjocka kanter, si kan man alltid utfora en vindning s att antalet cykler ckar
och att samtliga komponenter som uppstatt ur den ursprungliga komponenten
antingen har en cykel med tva olikriktade kanter eller innehéller bara en tjock
kant. Visa att detta medfor att en komponent T kan sorteras med n(t) — c(7)
viandningar, dir n(T) ar antalet tjocka kanter i T och c(T) ar antalet cykler i
T.

Ovning 2.6. Anvind foregiende uppgift for att visa att om samtliga kompo-
nenter i 7t antingen innehaller en cykel med tva olikriktade kanter eller bara
har en tjock kant, sa kan 7t sorteras med n — ¢(7t) vindningar.

Ovning 2.7. Den som &r duktig pa att programmera kan underséka hur van-
ligt det &r med genom som kan sorteras med n — ¢(7) vindningar. Bestim
ett lagom stort n. Skapa ett slumpmaéssigt genom genom att utga fran identi-
tetsgenomet och byta forsta elementet mot ett slumpmaéssigt valt element pa
platserna 1 till n. Sedan slumpas tecknet for forsta elementet. Déirefter byta
vi andra elementet mot ett slumpmaéssigt valt element pa platserna 2 till n
och viljer tecken. Fortsitt pa samma sétt tills alla positionerna gatts igenom.
D4 har vi ett slumpmaéssigt valt genom.

Skriv sedan rutiner som finner cyklerna, som delar in cyklerna i komponenter
och som kollar om en komponent innehéller nagon cykel med olikriktade tjocka
kanter. Genom att upprepa detta experiment manga ganger gar man inblick i
andelen genom som har det angivna avstandet till id.

Ovning 2.8. Visa att om alla horn i en graf har valensen tva si ér varje hrn
med i exakt en cykel.
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3 Matriser

3.1 Matriser

En n x m-matris A &r en rektangulér samling tal i n rader och m kolonner

apr a2 - Qim
azy azz -+ am

A= . - (3.1)
Ant an2 - Qanm

Talet ai; dr det tal som star pa rad i och kolonn j. En annan beteckning &r

A = (ay){3 (3.2)
Nollmatrisen (av storlek (nxm)) dr matrisen vars tal alla &r noll och beteck-
nas 0. Om n = m kallas A en kvadratisk matris. Lat B vara en n x m-matris

och s ett reellt tal. Vi definierar summan av tvd m X n-matriser som

A+B= ((11'_)' + bij)::]fz1 (3.3)
och multiplikation med talet s som
sA = s (ay)iDy = (say)iily . (3.4)

Nér vi adderar tva matriser sa adderar vi alltsa talen pa samma position och
nér vi multiplicerar en matris med ett tal s s multipliceras varje tal i matrisen
med s.

Exempel 3.1. Lat

4 2 -7 -2 3 6
A=|3 5 3], B=|4 8 6 (3.5)
1 -1 3 2 2 -7
Vi har att
2 5 -1 -8 —4 14
A+B=|7 13 9 och —2A=|-6 —-10 —6]. (3.6)
31 —4 -2 2 -6
A

Lat A vara en n X m-matris och B en m x p-matris. Produkten AB definieras
som den n X p-matris C som pa rad i och kolonn j har talet

cij = ajrbyy + appbg; + ...+ aimbm. (3.7)

Produkten AB dr endast definierad om antalet kolonner i A sammanfaller
med antalet rader i B. Mérk att BA ej nodvindigtvis dr definierad dven om
multiplikationen AB dr definierad. Vi definierar dven

A"=A-A---A. (3.8)

n ginger
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Exempel 3.2. Lat

-1 2 4
A:(—z 3 7)’ B=

Fran definitionen av multiplikation &r

N

AN W
N
—
[JS]
Ne]
N

3 7
AB = (:; g ‘7‘) 2 11 (3.10)
6 2
(—1-342-2+44-6 —1-74+2-11+4-2\ (25 23
- \-2-3+3-247-6 —2-7+3-11+47-2)  \42 33)°

Exempel 3.3. Multiplikationerna

(3 2) (‘;) — (22) och (‘;) (3 2)- Gg 180) (3.11)

visar att dven om multiplikationerna AB och BA &r definierade behover de ej
sammanfalla. A

Antag att A, B och C idr matriser sidana att nedanstaende multiplikationer &r
definierade. Matrismultiplikation uppfyller distributiva lagen

A(B+C)=AB+AC, (A+B)C=AC+BC. (3.12)

och associativa lagen
A(BC) = (AB)C (3.13)

Det &r ldmnat som en §vning att visa identiteterna (3.12) och (3.13).

Matriser som bestar av endast en kolonn kallas for vektorer. Vektorer upp-
fyller darfér de rikneegenskaper som matriser gér. Vi definierar

Rt=<qu=| . |:yyeRrallaiy, (3.14)

Un
dér R dr de reella talen, d.v.s. talen pa tallinjen.

Exempel 3.4. Vektorn

u=|[—-4 (3.15)

ir en vektor i R3. Alltsg u € R3. A
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3.2 Inverterbarhet

L&t E vara den kvadratiska matrisen sadan att

10 --- 0
01 --- 0
) (3.16)
00 --- 1
Matrisen E kallas enhetsmatrisen och uppfyller att
AE=EA=A (3.17)

for alla kvadratiska matriser A sddana att multiplikationen &r definierad.
Ibland anvinds notationen E,, for att belysa att E &r en n x n-matris.

Definition 3.5. En kvadratisk matris A sigs vara inverterbar om det exi-
sterar en matris B sadan att

AB =BA =E. (3.18)
Matrisen B kallas inversen till A och betecknas A~'.

Inversen till A &r entydig ty antag att det finns tvad matriser B och C sddana
att (3.18) ar uppfylld. Vi har da att B = BE = BAC = EC = C, sa matriserna
ar lika.

Exempel 3.6. Lat A vara den inverterbara matrisen

3 4
(3. "
For att berdkna inversen till A maste vi finna en matris B sadan att AB =
BA = E. Ansitt
b1 b12>
B = 3.20
(b21 b2 (3:20)

och 16s ekvationen AB =E, d.v.s.

3 4\ (b1 b2 (1 0
(7 2) (on w)=(o ) @21
Vi far ekvationssystemet

b1 + 2by =
3b1q + 4by

b2 + 2ba

3b12 + 4byy =

(3.22)

O = = O
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Om vi adderar —3 av den forsta ekvationen till den andra och —3 av den tredje
ekvationen till den fjérde far vi

b1 + 2bn = 0
— 2by = 1
b12 + 2by»y = 1 (3'23)
— 2bypy = -3
Fran (3.23) ser vi att by = —%,bn =1,bp» = % och b1y = —2. Alltsd
B= (_11 _§2> : (3.24)
2 2

Om vi nu utfér multiplikationerna AB och BA ser vi att vi far enhetsmatrisen.
Alltsa &r matrisen B inversen till A. A

Exempel 3.7. Lat

2 4
A= 9). 529
For att berdkna en eventuell invers till A maste vi finna en matris B sadan
att AB = BA = E. Ansitt
b1 b12)
B = 3.26
(b21 b2 (3:26)

och 16s ekvationen AB = E, d.v.s.

2 4\ (b1 b2\ (1 0
(2) (o ba) =6 1) 20
Vi far ekvationssystemet

b1 + 2by =
2bqq + 4by =
b1z + 2byp =

2bys + 4by»y = 0

—_—— O

(3.28)

Om vi adderar —2 av den forsta ekvationen till den andra och —2 av den tredje
ekvationen till den fjarde far vi

b1 + 2by =
0 =

b1z + 2by =

0 = 2

(3.29)

_— O

Hér ser vi att ekvationssystemet dr olosbart. Alltsa saknar matrisen A invers.
A

Sats 3.8. Lat A wara en n X n-matris. Da dr A inverterbar om och endast
om det for varjey € R"™ finns ett entydigt x € R™ sa att Ax =y.
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BEVIS: Antag att matrisen A #r inverterbar och 14t y € R™. Vektorn x = A~ 'y
uppfyller nu att Ax = AA~'y = y. Antag att det finns tva vektorer x; och
x2 som uppfyller ekvationen Ax = y. D& foljer att x; = A TAx; = A ly =
A~ TAx, = x,. Alltsé #r 16sningen entydig.

Antag omvint att det for varjey € R™ finns ett entydigt x € R™ sa att Ax =y.
Lat

1 0 0
0 1 0
e1r=|0),ea=10],...en=10 (3.30)
0 0 1
och 14t vektorerna Bj vara de vektorer som uppfyller att AB; = e;. Definiera
matrisen B som bestar av kolonnerna By, Bj,..., B,y och har egenskapen att
AB=|AB;y AB, --- AB,|=1|e e --- e,]| =L (3.31)

Det aterstar att visa att BA = E. Vi har att
A(BA)=(AB)A =EA =A. (3.32)

Matrisen C = BA uppfyller alltsa ekvationen AC = A, vilket 4ven enhetsma-
trisen E gor, d.v.s. AC; = Aj och Ae;j = A; dir A; och C; &r kolonnerna i
matrisen A respektive AC. Enligt antagandet har ekvationen Ax =y en en-
tydig 16sning for alla y. Detta ger att C; = e; for alla j och ddrmed &ven att
C=E. |

3.3 Transponering av matriser

Definition 3.9. Lit A = (aij)?].’;“]. Den transponerade matrisen AT till A
mmn

. T _ ..
definieras som A' = (an)j,i=l'

Exempel 3.10. Lat

2 3
A=1|-1 9]. (3.33)
0 1
Vi har da att
AT:(2 1 ?) (3.34)

A

Antag att A 4r en n X m-matris och att B d&r en m X p-matris. Av formel
(3.7) foljer att pa rad i och kolonn j i n X p-matrisen AB finns elementet
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cyj = ay1by; + aipby; + ... + ajmbyy. Dérmed har vi att talet pa rad i och
kolonn j i matrisen (AB)T dr cj;.

Av formel (3.7) har vi att talet di; pa rad i och kolonn j i matrisen BTAT &r

dij = Db1iaj1 +bziajz + -+ + bmiGjm (3.35)

= ajbiy+ apbzi+ -+ ajmbmi = ¢ji.

Alltsa ar
(AB)T = BTAT. (3.36)

Antag nu att A dr inverterbar. D3 foljer att
T -1
@ﬂ):(ﬂ) , (3.37)
ty ATA- T = (A TA)T = ET = E, vilket visar att (AT)A = (A*])T.

3.4 Skaldrprodukt och lingd av vektorer

Definition 3.11. Lat u,v € R™. Vi definierar skaldrprodukten av u och v

som det reella talet (u,v) =ulv.

Vi sédger att tva vektorer u och v dr ortogonala om (u,v) =0.

Definition 3.12. Lit u € R™. Vi definierar lingden av u som
[ull = v/ (u,u). (3.38)

Exempel 3.13. Lt u = (3 4 . D& foljer att

lul| = v(uu) =vu (3 4 =v9+16=5. (3.39)

Definition 3.14. En matris A kallas symmetrisk om A = AT.

For en symmetrisk matris giller att (Au,v) = (Au)Tv = uTATv = uTAv =
(u, Av).

3.5 Ovningar

Ovning 3.1. Bevisa formel (3.12) och i fallet for 2 x 2-matriser formel (3.13).

Ovning 3.2. Berikna A2, A3 och A* for matrisen
1/1 -1
A‘§(4 1)'
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Ovning 3.3. Laitu= (2 3 —1)ochv= (1 —4 -—3). Beriikna |[u], [[v|?
och (u,v).

Ovning 3.4. Bevisa att inversen till matrisen
a b
c d
1 d -b
ad—bc\—c a/°

Ovning 3.5. Visa att om A #r en kvadratisk matris sidan att A¥ = 0, si &r
E — A inverterbar med inversen E + A + A% + ... + A1

ifallet ad —bc #0 ar
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4 Baser och dimension

4.1 Delrum

Definition 4.1. En icke-tom delméngd U av R™ sigs vara ett delrum av R™
om for alla u,v € U och for alla s € R géller att

u+vel (4.1)

och
su€ U. (4.2)

Exempel 4.2. Losningarna till ekvationen

X1+ 2x3 —%x4 =0 (4.3)
ar ett delrum av R*. Ty 1at U vara méingden av alla 16sningar till ekvationen
(4.3). Antag att u = (w1 u; uz u4)T ochv=(vi v2 v3 v4)T ligger i

U. Vi vill visa att w = (w1 wy w3 W4)T = u + v ocksa ligger i U. Detta
ar klart, da vi har att

w1 +2wz—wg = (U3 +v1)+2(uz+v3)— (ug +vsq) (4.4)
= (W+2uz—w)+(vi+2v3—v4)=0+0=0.
Pa liknande séitt visar man att s - u dr med i U, for alla tal s. A
En vektor u € R" kallas en linjirkombination av vektorerna uq,...,un €
R™ om
u=su;+s2u2+...+ Smum (4.5)
dér s; dr reella tal. Vektorerna uq,..., Wy sigs vara linjirt oberoende om
sS7up +s2ur + ...+ Sy =0 (4.6)
medfor att s; = s» = ... = s;y = 0. Annars sigs vektorerna vara linjért
beroende.
Lemma 4.3. Vektorerna uy,..., Uy dr linjirt beroende om och endast om

nagon vektor dr en linjarkombination av de dvriga.

BEvis: Antag att up,...,um dr linjirt beroende. D4 finns det reella tal
$1,...,Sm dir inte alla dr noll sa att syu; + spuy + ... + sjuuy, = 0. An-
tag att sp # 0. Da foljer att

S:
up =) 5—‘ui. (4.7)

i#p P
Alltsd &r up en linjirkombination av de 6vriga. Omvént, 1&t u, vara en
linjirkombination av de 6vriga vektorerna, d.v.s. det finns reella tal t; sa att

Up = Z tiu. (48)
i#p
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D4 giller att

Z tug — Up = Ov (49)
i#p
utan att alla koefficienter dr noll. Alltsa &r vektorerna linjirt beroende. W
Lat vektorerna uy,...,u;ym i R vara givna. Médngden U av alla linjira kom-
binationer sju; +...syU, av vektorerna u;,...,u, bildar ett delrum av R™,

vilket ldsaren litt sjilv verifierar. Vi kallar U for det linjdra hoéljet till vek-
torerna uq,...,Um-

Exempel 4.4. Det linjira holjet till vektorerna u = (O 1 0 O)T,v =
20 =1 0 ochw= (10 0 1)" ér ett delrum U av R™. Ett god-

tyckligt element i U &r da pa formen (Zb +c a —b c)T, for nagra tal a,b
och c. A

Definition 4.5. Lat U vara ett delrum av R™. En mingd vektorer eq,...,en
ségs vara en bas for U om

(I) vektorerna eq,...,en ér linjirt oberoende,

(IT) mingden U &r linjira holjet av vektorerna ey, ..., em.

Fran (II) far vi att varje vektor u € U kan skrivas som en linjirkombination
av vektorerna eq,...,en, d.v.s. det finns tal sy,...,s; sd att u =s1e1+...+
Smeém- Denna representation dr entydig ty antag att det finns tal tq,...,t, sd
att u=tye; + ...+ tmem. Nu foljer att

(s1—t1)er+...+ (s —tim)em =0 (4.10)

som enligt (I) ger att s; = t; for alla i. Talen s; kallas fér koordinaterna for
u i basen eq,...,emn.

Exempel 4.6. Vi fortsitter exempel 4.4 ovan. Vi vill visa att vektorerna
u=0 10 0",v=02 0 =1 0)Tochw=(1 0 0 1) &ren bas for
deras linjira holje U. Vi maste bara visa att vektorerna u,v och w ir linjért
oberoende, eftersom krav (IT) i Definition 4.5 uppenbarligen géller. Antag nu
att vi kan skriva 0 =a-u+Db-v+c-w for nagra tal a,b och c. Vi skall visa
att a,b och c maste vara noll. Vi har att

0 2b+c
0= 0 =a-u+b-v+c-w= ¢ (4.11)
0 —b '
0 c
Ekvationen ovan har endast losningen a = b = ¢ = 0. Alltsa har vi att
vektorerna u,v och w dr linjirt oberoende, och bildar dirmed en bas for U.

A
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Vi behover foljande lemma.

Lemma 4.7. Ett ekvationssystem av typen Ax = 0 for nagon nx m-matris har
i fallet m > n, d.v.s. det finns fler obekanta variabler dn ekvationer, odndligt
med losningar.

BEvIS: Vi borjar med att inse att det réicker att visa pastiendet dd m =n+1
ty om vi finner odndligt antal 16sningar i de n + 1 forsta variablerna kan vi
alltid sitta resterande variabler till noll vilket ger oéindligt antal 16sningar med
m variabler.

Vi anvander induktion over n.

Lat n = 1. Det &r klart att
X
Ax = ((l]] (1]2) (X;) =ayxit+apx =0 (4.12)

har odndligt antal 16sningar, ty 16sningarna beskriver en linje.

Antag att varje ekvationssystem med n—1 ekvationer och n obekanta variabler
har odndligt med l6sningar. Vi vill visa att n ekvationer med n + 1 obekanta
variabler har odndligt med losningar. I ekvationssystemet har vi ekvationerna

anx; + apx2 + -+ QgenXntr = 0
ax; + axx2 + -+ AmanXntr = 0
_ (1)t (4.13)
anix1 + an2x2 + -+ ApmanXntr = 0
Om alla tal framfér x; &r noll har vi odndligt med 16sningar av typen
s
0
x=1.]. (4.14)
0

Om inte alla dr noll kan vi efter att eventuellt ha &ndrat ordningsféljden pa
ekvationerna anta att aj; # 0. Om vi adderar — - av forsta ekvationen till

an
den j:te ekvationen far vi ekvationssystemet

anxy + apxz + -0+ aQmenXn = 0
+ apx2 + -+ ayipXner = 0

(n+D) , (4.15)
+oalxe + o+ A = 0

fér nigra tal a{j. Om vi bortser fran forsta ekvationen har vi ett ekvationssy-
stem med n — 1 ekvationer och n variabler vilket enligt induktionsantagandet
har odndligt med l6sningar x,x%3,...,Xn. Eftersom aj; # 0 kan vi vilja x;
sa att x1,%2,X3,...,%Xn dven dr 16sningar till férsta ekvationen. Vi har funnit
odndligt med losningar till (4.13) och dr ddrmed klara. [ |
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Sats 4.8. Lat uq,...,wn vara vektorer i R™, dir m > m. Da har vi att
vektorerna Wy, ..., Um dr linjdrt beroende.

BEevis: Ekvationen sjuj + - -+ smum = O leder till ett ekvationssystem med n
ekvationer och m obekanta variabler, vilket enligt Lemma 4.7 har nollskilda
I6sningar. |

Sats 4.9. Varje delrum U # 0 av R™ har en bas. Om uq,...,Um dr linjart
oberoende vektorer i U finns det en bas for U som innehaller dessa vektorer.

BEvIs: Forsta delen f6ljer av den andra delen med m = 0.

Tag en vektor u; # 0 i U. D& foljer att uy dr linjart oberoende ty ekvationen
S1u] = 0 (4.16)

ger s1 =0.
Antag att uq,...,Umn 1 ir linjirt oberoende vektorer i U. Antingen dr vek-

torerna en bas for U eller sa finns det en vektor u;y, i U som ej dr en linjér-
kombination av uq,..., Uy, _1. Da foljer att ekvationen

sS1Up +S2Up + ..o+ Sme1Um—1 + Smum =0 (4.17)

endast har 16sningen s = sy = ... = s; = 0. Detta foljer av att s;p = 0 ty
Uy ar €] en linjirkombination av Ovriga vektorer enligt lemma 4.3 och da &r
dven s1 = sy = ... = s;—1 = 0 eftersom vektorerna uy,...,um_1 ar linjért
oberoende. Alltsa ar up,uy,...,Um en mingd linjirt oberoende vektorer.

P& detta sitt kan vi steg for steg utdka varje mingd av linjirt oberoende
vektorer tills vi fatt en bas. Det foljer att varje delrum U av R™ har en bas och
att om vi har funnit linjirt oberoende vektorer i U kan vi komplettera dessa
med vektorer sa att de bildar en bas for U. |

Sats 4.10. Lat ey,...,em vara en bas for delrummet U av R™. Da dr m + 1
eller fler vektorer i U linjdrt beroende.

Bevis: Lat uy,...,un.1 vara vektorer i delrummet U av R™. Eftersom
€1,...,em dr en bas for U finns det entydiga tal t;; sidana att

m
U = Z ey, (4.18)
j=1

for T < 1 < m+ 1. Vi vill visa att det finns odndligt med 16sningar till
ekvationen
stur +s2u2 + ...+ Sme1Umer =0 (4.19)

33



som iven kan skrivas som

m m m
S1 Z tj1e; + s2 Z tize; + ...+ Sm Z Hmsne = 0. (4.20)
j=1 j=1 j=1
eller
Z (S]’(j] +satp 4.+ Sm+1tj(m+1)) e = 0. (4.21)
j=1
Eftersom eq,...,em dr en bas for U dr de linjirt oberoende vilket medfér att

varje tal s1tj1 + satj2 + ... + Smy1tjme1) = 0. Vi far ekvationssystemet

tiist + tizs2 + oo+ YHmenSma = 0
th1s1 + twsy + ..+ © nSm+1 = 0

, )= (4.22)
tmist + tm2s2 + ...+ tpmen)Smar = O

Ekvationssystemet har m ekvationer och m + 1 obekanta variabler vilket ger
odndligt antal 16sningar enligt Lemma 4.7. |

Foljdsats 4.11. Lates,...,eqn och f1,...,fx vara tva baser for ett delrum U
av R™. Da foljer att m =K.

Bevis: Eftersom eq,...,en genererar U och fy,...,fx dr linjéirt oberoende
maste kK < m fran Sats 4.10. Eftersom fq,...,fx genererar U och eq,...,em
ar linjirt oberoende maste m < k. Tillsammans ger det att m = k. |

Definition 4.12. Lat U # {0} vara ett delrum i R". D4 definieras dimen-
sionen av U eller dim U som antalet vektorer i en bas for U. Om U = {0}
definieras dim U = 0.

Exempel 4.13. Vektorerna

1 0 0
€1 = 0 ,€2 = 1 och €3 = 0]. (4.23)
0 0 1

bildar en bas i R3. De &r linjirt oberoende ty ekvationen

s1e1 + spex +s3e3 =0 (4.24)
ar ekvivalent med
S1 0 0 0
Ol+\s2]410] =10 (4.25)
0 0 $3 0
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som har den entydiga lésningen s; = s = s3 = 0. De genererar R? ty en
godtycklig vektor u i R3 kan skrivas som

U
u=|u | =uer +uzez + uzes. (4.26)
us

Dirmed har vi att dim B> = 3, och p4 liknande sitt visar man att dimR™ = n,
for alla heltal n > 0. A

Definition 4.14. Lat A vara en n X m-matris. Vi definierar nollrummet av
A som
N(A) ={x e R™: Ax =0} (4.27)

och varderummet av A som

V(A)={y € R" : Ax =y, for nagot x € R™}. (4.28)

Man kan visa att nollrummet &r ett delrum av R™ och virderummet &r ett
delrum av R™, vi har valt att 1dmna detta som en Gvning fér ldsaren. Lat
y € V(A), d.v.s. det existerar en vektor x € R™ sadan att Ax = y. Lat

A1,A2,...,An vara kolonnerna i A och x = (x;){",. Vi far
Ax =x1A1+ A2+ ...+ XmAm = V. (4.29)
Detta visar att vektorerna Ajp,...,An, tillika kolonnerna i A, genererar del-

rummet V(A).

Sats 4.15 (Dimensionssatsen). Ldt A vara en n x m-matris. Da foljer att

dimN(A) +dimV(A) = m. (4.30)
BEviIS: Lat eq,ep,...,ex € R™ vara en bas for N(A). Av sats 4.9 kan vi finna,
vektorerna fq,f;,...,fq € R™ siddana att de tillsammans med e, ep,...,ex €

R™ bildar en bas for R™. Alltsa dr k + ¢ = m. For att visa satsen maste vi
visa att q = dim V(A). Vektorerna Afy, Afp, ..., Afq genererar V(A) ty tag
y € V(A) och lat x = Ay. Da foljer att det finns tal ay,...,ax och by,..., by
sadana, att

X =aje; +... +axex +bify +... + byfq (4.31)

och déarmed &r

y = Ax=ajAe;+...+axAex +b1Af1 + ... + bAf, (4.32)
= biAfi +...+ bAfq.

Vi maéste visa att vektorerna Afy, Afy,..., Afq ocksd dr linjért oberoende. Lat
s1Af) + spAf + ...+ sqAfq = 0. DA foljer av linjaritet att

Al(sifi+s2f2+...+5sqfq) =0 (4.33)
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och dérmed att s1fy; + s2fy + ... + sqfq € N(A). Detta ger att det finns tal
t1,..., 1tk sa att

sifi +s2f2 +... +sqfqg =tier +taex +... + trex. (4.34)
Eftersom ey, ez,...,ex, f1,f2,...,fq bildar en bas 4r s1 = ... = sq = t1 =
... =ty = 0. Detta visar att Afy, Afy,...,Afq &r linjirt oberoende, genererar
V(A) och didrmed &r en bas for V(A). [ |

Lat M,, beteckna méingden av alla kvadratiska n x n-matriser.

Sats 4.16. En n X n-matris A dr inverterbar om och endast om N(A) = {0}.

BEviS: Antag att A dr inverterbar. Da foljer av Sats 3.8 att ekvationen Ax =0
ar ekvivalent med att x =0, d.v.s. N(A) = {0}.

Omvint, antag att N(A) = {0}. Fran dimensionssatsen foljer att dim V(A) =n,
d.v.s. V(A) = R". For varje y € R" har vi att det finns ett entydigt x € R™
sadant att Ax =y. For att visa entydigheten antar vi att x och x’ uppfyller att
Ax = Ax! =y, da foljer att Ax — Ax' = A(x —x') = 0. Eftersom N(A) = {0}
foljer att x — x’ = 0 vilket #r detsamma som att x = x'. Enligt Sats 3.8 dr A
inverterbar. |

Sats 4.17. Lat A,B € My,. Da filjer att AB =E om och endast om BA = E.

BEviS: Antag att AB = E. For varjey € R™ har ekvationen Ax =y l6sningen
x = By, ty
A(By) = (AB)y =Ey =v. (4.35)

Vi har att V(A) = R™ och fran dimensionssatsen att N(A) = {0}. Fran sats
4.16 har vi att A dr inverterbar. Alltsa giller att

AT=ATE=AT(AB)=(A'A)B=EB =B. (4.36)

Eftersom B &r inversen till A foljer att BA = E. |

4.2 Ortonormerade baser

Definition 4.18. Vektorerna up,..., Uy sigs vara ortonormerade om
1 i=j
HW) = . 4.37
(i, 1) {0,1#] (4.37)
Om vektorerna uy,..., Uy r ortonormerade dr de linjirt oberoende. Antag

att syuy + ...+ smum = 0. Da foljer att

si = (s5u,u5) = (stur,u) + ...+ (s5u5,45) + ... + (SmUm, 1Y)
= (syur+...+smum, ) = (0,u5) =0. (4.38)
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Alltsa &r alla s; = 0 vilket visar att vektorerna &r linjirt oberoende.

Om en bas bestar av ortonormerade vektorer sigs basen vara ortonormerad.

Sats 4.19. Varje delrum U av R™ har en ortonormerad bas.

BEvis: Antag att U 4r av dimension n och att uy,uy,...,un ir en bas for
U. Bilda vi = uj och v; = uy + svq. Lat oss bestimma s sa att vi och v, blir
ortogonala, d.v.s. (v2,v1) =0. Vi har

0= (v2,v1) = (uz +svy,v1) = (uz,v1) + s(vi,v1) (4.39)
vilket ger att
(uz,v1)
§ = ———7". (4.40)
[vil2
Antag att v, dr i det linjira holjet av vektorerna ug,...,u, forallal <m <k
och att vq,..., vy dr parvis ortogonala for ett fixt virde pa k. Vi vill visa att
vi kan bilda en vektor vy i det linjdra hoéljet av vektorerna uy,...,Ux+1 som
ar ortogonal mot vektorerna vy,...,vi. Bilda
Vitl = Ukt1 FS1v1i +s2va 4+ ...+ spvy (4.41)
och bestim talen s; sa att (viy1,vi) = 0. Eftersom vq,..., vy dr ortogonala
blir 16sningen
(Wiet1,vi)
S$i=———— (4.42)
' [[vi]|2
Induktion 6ver k ger att vi kan finna vektorer vq,...,v, som ir parvis orto-
gonala. Bilda slutligen vektorerna
Vi
Wi = —-. (4.43)
Sl
Vektorerna wi,...,wy bildar en ortonormerad bas for U. ]

4.3 Ovningar

Ovning 4.1. Visa att om A &r en n x m-matris ir N(A) ett delrum av R™
och V(A) ett delrum av R™.

Ovning 4.2. Kan vektorn u = (1 20 —1)T i R* skrivas som en linjir
kombination av vektorerna v = (1 1 -2 1)T ochw=(2 1 4 5)T.

Ovning 4.3. Ar vektorerna u = (1 -7 Z)T, v=(0 5 —Z)T och w =
(1 1 1)T linjirt beroende?

Ovning 4.4. Antag att de kvadratiska matriserna A och B uppfyller ekvatio-
nen A% + AB = E. Visa att AB = BA.
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Ovning 4.5. Lit delrummet U av R* vara linjira héljet av vektorerna

U = yUg =

1 1
0 0
0 2
0 0
Bestdm en ortonormerad bas for U.

Ovning 4.6. Visa att vektorerna u,v och w definierad i exempel 4.4 bildar
en bas for delrummet U givet i exempel 4.2.
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5 Sannolikhet och Markovkedjor

I forra kapitlet presenterade vi brytpunktsavstandet och gav en undre grins
for vindningsavstandet mellan tva genom. Vi ska nu ga vidare och soka det
forvintade antalet operationer som skett mellan tva genom pa givet bryt-
punktsavstand. Vi maste dirfér introducera slumpartade processer och san-
nolikhetslira.

5.1 Sannolikheter

Sannolikhetsldra handlar om slumpméssiga forsék och om hur resultaten av
dessa forsok kan forvantas upptrida. Vi kallar resultatet av ett slumpmaéssigt
forsok for ett utfall. Om vi kastar en térning finns det exempelvis sex mdojliga
utfall, ndmligen virdena 1,2,3,4,5 och 6.

Sannolikheten for ett utfall kan definieras som kvoten mellan antalet sidana
utfall och det totala antalet forsok, om man gor vildigt manga forsék. Om vi
kastar en tdrning kommer vi fa en femma i en sjittedel av fallen, om vi kastar
manga kast. Darfér dr sannolikheten for en femma en sjittedel. Summan av
sannolikheterna for samtliga utfall ska bli 1.

En stokastisk variabel dr en funktion som beror av utfallet av ett eller flera
slumpmissiga forsok. Om vi kastar tdrning pa ett kasino kommer utfallet vara
de tva tdrningarnas virden, medan en stokastisk variabel till exempel kan ange
den vinst man gor pa ett kast. Vinsten beror naturligtvis av vilket utfall det
blev. Sannolikheter for stokastiska variabler beriknas pa liknande sétt som for
utfall.

Antag att den stokastiska variabeln X ger icke-negativa heltal som resultat.
Vi kan da rékna ut medelvirdet av X efter ett antal forsok. Det forvintade
medelvirdet, det medelvirde man brukar fa efter manga, forsok, kallas véinte-
virde. Med hjilp av sannolikheterna kan vi enkelt rikna ut vintevirdet. Lat
p;i beteckna sannolikheten att X antar vérdet i efter ett forsok. D& kommer
vantevirdet E(X) av X att ges av

EX) =) i-pi
i=0

Exempel 5.1. Lat X ange resultatet av ett tdrningskast (hir sammanfaller
den stokastiska variabeln X med utfallet av forsoket). Vintevirdet blir da

+4.-+5.

| =

- . 1 1 1
EX)=) i-pi=1-2+2- 243 2
i=0
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5.2 Markovkedjor

Vi tidnker oss nu en foljd av stokastiska variabler, X;,. Det kan till exempel
vara finalresultatet i Eurovisionsschlagerfestivalen (de mojliga utfallen utgors
av alla mojliga ordningar av 24 deltagande lander) eller bokstdverna i en text
som skrivs (hdr utgors utfallen av alfabetets bokstdver samt skiljetecken och
blanksteg). I bada fallen beror sannolikheterna fér de olika virdena pa Xy
av tidigare resultat: i det forsta fallet genom att de linder som placerade sig
daligt féoregaende ar inte dr med i arets final, och i det senare fallet genom att
man inte kan kombinera bokstidver hur som helst.

Det finns dock en skillnad mellan de bada fallen. I det forsta ricker de att veta
hur resultatet sag ut for foregdende ar for att kunna berdkna sannolikheterna
for de olika resultatlistorna for arets festival. I det andra fallet méaste man ha
mer information &n bara senaste tecknet. Om det senaste tecknet var t kan
manga bokstidver f6lja, men om vi vet att de senaste tecknen var matemat
verkar det troligt att nésta tecken ar i.

Det forsta fallet, néir all information vi behdver kdnna till ges av viardet pa
féregdende stokastiska variabel, kallar vi fé6r en markovkedja. Det dr sidana
foljder av stokastiska variabler som vi ska studera hér. De olika virden som
de stokastiska variablerna kan anta kallas tillstand.

Ett sitt att beskriva en markovkedja dr med hjilp av en 6vergangsmatris.
Bestidm en ordning for tillstanden. I matrisen svarar forsta raden och forsta ko-
lonnen mot forsta tillstdndet, andra raden och kolonnen mot andra tillstandet,
och s& vidare. Som element pa rad i och kolonn j sétter vi sannolikheten p;;
att X1 ar tillstand 1 om X;, ar tillstand j. Vi séger att vi gar fran tillstand
j till tillstdnd i med sannolikhet pj;.

Exempel 5.2. Lisa och Erik gar pa kasino och spelar roulette. For att oka
sina chanser att limna kasinot med pengar pa fickan har de valt var sin strategi
for hur de ska satsa.

Bada har bestdmt att spela tills de antingen har spelat ihop fem kronor eller
forlorat alla pengar. Eriks strategi dr att alltid satsa en krona pa rott, vilket
pa detta kasino ger 50 procent sannolikhet att vinna en krona och 50 procent
sannolikhet att forlora en krona. Lisa anvinder en litet mer komplicerad stra-
tegi. Hon satsar alla sina pengar pa rott, forutsatt att det dr meningsfullt.
Eftersom hon dr n6jd med fem kronor da hon gar hem behover hon inte satsa
mer dn tva kronor om hon har tre kronor och bara en krona om hon har fyra
kronor.

Sannolikheterna fér den méngd pengar Erik respektive Lisa har efter en om-
gang beror bara av hur mycket pengar de har innan omgangen spelas. Om
vi later antalet kronor Erik fger vara de olika tillstinden kommer alltsa hans
spelande att utgora en markovkedja. Aven Lisas spelande utgdér pa samma
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sitt en markovkedja. Overgangsmatriserna for dessa kedjor &r

21T 0000
001000

Py = l 01T 0100
" 21 0 01T 01 0
000100
00001 2

och

211000
000100

Plis = l 01T 0000
BET210 00 010

0O 01T 000

0001 1 2

A

En speciell klass av markovkedjor bestar av dem som har symmetriska over-
gangsmatriser. Det innebédr att sannolikheten att ga till v om vi befinner oss
i u dr samma som sannolikheten att ga till u om vi befinner oss i v. Vi kallar
sadana processer for symmetriska markovkedjor.

Av definitionen av markovkedjor ovan ser vi att en rad innehéaller samtliga san-
nolikheter for dvergangar fran ett givet element. Summan av dessa sannolik-
heter &dr 1, sa varje rad i matrisen har summan 1. Om matrisen dr symmetrisk
giller detta dven for kolonnerna.

Antag att vi befinner oss i tillstand j och att markovkedjans 6vergangsmatris
ar P = (py;). Da far vi sannolikheterna att vi efter ett steg i kedjan befinner
oss i tillstdnd i genom att lidsa av element i i vektorn v; = Pe;. Multiplicerar
vi den med P fran vanster far vi vo) = Pvy = Pzej, som ger sannolikheterna att
vi befinner oss i tillstand i efter tva steg. Pa samma sitt ger v = P*e; sanno-
likheterna att vi befinner oss i tillstand i efter t steg, forutsatt att vi borjade
i j. Vektorerna v kallas tillstandsvektorer. Man beh6ver naturligtvis inte
borja i nagot speciellt tillstand, utan vilken tillstandsvektor som helst duger.
Detta dr anvéindbart om vi inte vet i vilket tillstand vi bérjar, men vi vet vilka
sannolikheterna ar for att borja i respektive tillstand.

Exempel 5.3. Betrakta Erik i foregdende exempel. Antag att han anlinder

till kasinot med tva kronor pa fickan. Da ges hans initialférdelning av vy =

(0 01 00 O)T. Sannolikhetsfordelningen efter tio spelade omgangar ges
av vig = P1E$ikvo. Med hjalp av en dator rdknar man latt fram att det blir

Vio 550 0 89 0 55 330).

= 7023 |
D4 t blir stort gar vi mot férdelningen

1
v=:(310000 2)".
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Sannolikheten att limna kasinot med fem kronor dr alltsa 40 procent.

Om Erik innan han anldnder singlar slant med Lisa om en krona blir initi-
alférdelningen vy = (0 1/2 0 1/2 0 O)T. Da forandras dven alla v, dven
om foérdelningen fér mycket stora t blir densamma i just detta exempel. A

5.3 Antalet brytpunkter efter t vindningar

Att berdkna det forvintade antalet brytpunkter efter t vindningar kan tyckas
vara svart, eftersom brytpunkterna kan uppsta och forsvinna var som helst
lings genomet, men vi kan utnyttja symmetri for att férenkla problemet en
del. Genomet &r cirkelsymmetriskt: sannolikheten att gy foéljer go dr samma
som sannolikheten att g, foljer g7, och sa vidare. Lat pi(t) vara sannolikhe-
ten att vi har en brytpunkt mellan g; och g; 1 efter t vindningar. Eftersom
det forvintade antalet brytpunkter &r summan av dessa sannolikheter och
eftersom alla dessa sannolikheter &r lika far vi att det forvintade antalet bryt-
punkter ar

IEbrp = Zpi(t) =n-p1 (t)
i=1

Vi behover alltsa bara rikna ut sannolikheten att g foljer go.

Ténk nu tillbaka pa konstruktionen av genomet som pérlor pa en staltrad. 1
vinster hand finns go. For att berikna sannolikheten p1(t) att gy inte f6ljer
direkt efter go behover vi bara hilla reda pa var g; befinner sig, eftersom gg
alltid befinner sig i vanster hand.

Vi kan nu inféra en markovkedja dér tillstAnden utgbrs av de mdjliga positio-
nerna for g7 och stegen tas genom att utféra en slumpmaéssigt vald véindning,.
Det dr en markovkedja eftersom sannolikheten att g ska hamna i en viss po-
sition efter en véindning beror enbart av vilken position g; befinner sig i innan
vindningen.

Antalet tillstand ges av antalet mojliga positioner for genen g1. Den kan hamna
overallt utom i vinster hand, eftersom gg alltid ligger dér. Dérmed finns n—1
olika positioner tillgdngliga, nimligen 1,2, ... n—1. Men vi maste ocksa komma
ihag att gi kan véndas till —gq i var och en av dessa positioner. Sammanlagt
blir det alltsa 2(n — 1) olika tillstand i markovkedjan.

Vi ska nu berdkna 6vergangsmatrisen. For att véilja en vindning véljer vi tva
gener, som dr forsta genen i var sitt segment. Sedan viljer vi att vinda det
segment som inte innehaller go. Antalet vindningar ges alltsa av antalet sitt

att vilja tvd olika gener bland n gener, det vill siga (5) = n(“{”

Vi berdknar &vergangsmatrisen genom att for varje par av tillstand berdkna
antalet vindningar som flyttar g fran det ena tillstandet till det andra, och
sedan dela med det totala antalet vindningar. P4 det séttet far vi de korrekta
sannolikheterna. Vi kallar 6vergangsmatrisen for P, och multiplicerar vi den
med (3) far vi Kn. Vi har alltsd P, = 52

(3)°
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Vi kallar tillstanden my, —my, my, —my,...,My_1,—M,_1, ddr m; svarar mot
att g; finns pa position i och —m; innebér att —gy finns pa position i. Det finns
inga vindningar som flyttar g; mellan tva olika tillstdnd med samma tecken,
eftersom en vindning alltid byter tecken pa de gener som vinds. Ddremot finns
véndningar mellan m; och —m;. D& ska véndningen inkludera positionerna j
till 1, och det ska vara lika manga positioner innan j som efter i, om j < i.
Dessutom far inte mg inkluderas. Dirmed har vi i detta fall att antalet méjliga
vindningar dr min{j,n —j}. Om man &ven tar hinsyn till fallet i < j far vi
antalet vindningar till

min{i,j,n —1,n —j}

Slutligen har vi fallet da gy inte byter tillstand. Det innebér att vindningen
inte innehéller g7. Vindningen maste da fa plats mellan go och g7, och antalet
sadana vindningar beror pa avstdndet mellan go och g7. Riknar vi pa antalet
sitt att vélja tva positioner mellan position 0 och den position 1 som g

befinner sig pa far vi
i n n—i
2 2 )

Dessa beridkningar ger alla positioner i dvergangsmatrisen.

Exempel 5.4. Vi berdknar 6évergangsmatrisen for n = 4. Pa diagonalen har

vi formeln
i + 4 —1
2 2 )

Det finns tre mojliga virden pa i, ndmligen 1, 2 och 3. Om i = 1, vilket svarar
mot de forsta tva kolonnerna i matrisen, sa far vi (;) + @) =043 = 3. Samma
sak far vi for 1 = 3, vilket ger virdena pa de sista tva kolonnerna i matrisen.
P4 de mittersta kolonnerna far vi slutligen (g) + (g) =1+1=2

Utanfor diagonalen far vi noll om raden och kolonnen bada &r udda eller bada
ar jamna. I annat fall géller formeln

min{i,j,4 — 1,4 —j}.

Nar 1 eller j &r ett eller tre far vi da 1, och i mitten déir bade i och j ar tva far
vi 2.

Satter vi samman alla dessa berdkningar far vi

310101
131010
012201
Ke=1102210
0101 31
101013
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Slutligen har det blivit dags att stélla upp en formel f6r hur vi berdknar det
forvintade antalet brytpunkter efter t vindningar. Vi sig tidigare att

IEbrp = Zpi(t) =n-pi (t)
i=1

Vi maste alltsa berikna pi(t). Eftersom vi startar med identitetsgenomet
vet vi att g7 borjar i forsta tillstAndet my. Det svarar mot tillstandvektorn
e = (1 0 ... O)T. Sedan applicerar vi 6vergangsmatrisen t ganger, vilket
ar multiplikation frdn hoger. Vi fir alltsd P e. I denna vektor ger férsta po-
sitionen sannolikheten att g foljer direkt efter go, det vill sdga att vi inte har
en brytpunkt. Alltsa &ir e]TP$Le1 sannolikheten att vi efter t vindningar inte
har en brytpunkt, sa vi far

TKt
Foep (0, 1) =n-p1(t) =1 (1- e]Pher) =n (1 S b “‘“) .

(3)°
5.4 Ovningar

Ovning 5.1. Om Erik och Lisa har tva kronor var nir de anlinder till kasinot
och spelar tre omgangar, vem har stoérsta sannolikhet for att ha fem kronor?
Vem har storst sannolikhet for att ha noll kronor?

Ovning 5.2. Hur ir sannolikheterna att Erik och Lisa har fem kronor efter
lang tid, om de startar med tre kronor?

Ovning 5.3. Beriikna Eprp (n, t) for n = 2.

Ovning 5.4. Beriikna matriserna Ks och Kg. Hur stor ér sannolikheten att vi
inte har en brytpunkt mellan go och g efter t = 3 steg om n =47

Ovning 5.5. Beriikna Gvergangsmatrisen om operationerna ér forflyttningar.
Téank pa att vi inte behover lika manga tillstand, eftersom forflyttningar aldrig
dndrar tecken pa generna.
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6 Determinanter

6.1 Definitionen

Vi vill definiera en funktion det : M;; — R, frdn méingden av kvadratiska
matriser till de reella talen. Fér varje kvadratisk matris A vill vi anvinda

féljande beteckningar for det A.:
ann -0 Qi
det A =det(Ay,...,An)=| * .. 1 |,
an1 **° Qnn

n

dir Aq,..., Ay ar kolonnerna till A = (aii)i,jzl-

Funktionen det skall uppfylla foljande egenskaper:

(I) det A beror linjirt pa varje kolonn, d.v.s. att

det(...,A{+A{,...)=det(...,A{,...) +det(...,A{,...

och
det(... ,SAi,...) = sdet(... ,Ai,...)

fér alla i och alla s € R.
(IT) det A =0 om tva kolonner i A &r lika.
(IIT) detE =1.

Lemma 6.1. Fran egenskaperna (1) och (II) foljer egenskaperna

(IV) det A byter tecken om tva kolonner byter plats.

(6.1)

(V) det A dndras inte om man ligger en multipel av en kolonn till en annan

kolonn.

BEvIs: Vi ska nu visa att egenskaperna (IV) och (V) foljer av (I) och (II).

Enligt (I) och (II) foljer att
0 = det(...,Ai-I-Aj,...,Ai-FAj,...)

= det(...,/\i,...,/\i,...)+det(...,/\i,...,/\j,...)
—I—det(...,Aj,...,Ai,...)—f—det(...,Aj,...,Aj,...)
= det(...,Ai,...,Aj,...)—I—det(...,Aj,...,Ai,...),

vilket ger (IV). Villkoret (I) medfor att
det(...,Ai-l-SAj,...,Aj,...) = det(...,Ai,...,A]’,...
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Detta dr egenskapen (V), och vi har visat lemmat. [ |

Exempel 6.2. Lit oss berdkna en godtycklig determinant da n = 2. Antag
att d # 0, av (I), (IIT) och (V) foljer att

a b a—<b b |_|edbe p| ad—bc|1 b
c d c—<d d 0 d| d 0 d
_ad—bc|1 b—b-1| ad—bc|1 O
N d 0 d-b-0| d 0 d
10
= (ad—bc) 0 1 ‘—ad—bc
Antag nu att d = 0. Vi far
a b a 1 0 1
c O‘ =0 c O‘_b c O‘
0 1 10
= bc 1 0‘——bc 0 1‘——bc.
Alltsa
2 Z‘:ad—bc. (6.6)

Lemma 6.3. Lat funktionen D : M, — R uppfylla egenskaperna (1), (II) och
egenskapen D(E) = 0. Da foljer att D(A) =0 for alla A € M,,.

Bevis: Lat A € M, och lat Eq,E,,...,E, vara kolonnerna i enhetsmatrisen.
D3 foljer att varje kolonnvektor i A kan skrivas som

n
Ai = Z aﬁEj. (6.7)
j=1
Upprepad anvindning av (6.7) och (I) ger
n
D(A) = D(A,Az,...,An) =D | ) a;1E5,,Az,... An (6.8)

ji=1

n n n
= ) a;1D(E,,A2,...,An) =) a;;1D(E;,, ) aj,F,,..., An)

Ji=1 =1 j2=1
n o on n
= ..= Z Z Z ajﬂajzz...ajnnD(Eh,Ejz,...,Ejn)
hr=Tjz2=1  jn=1

For att visa att D(A) = 0, rdcker det med att visa att D(E;,, E;,, ..., Ej, ) alltid
ar noll. Om tva jm ar lika ar D(E;,,Ej,,...,E;,) = 0 pa grund av egenskap
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(IT). Antag darfor att alla j:n dr skilda. Vi har tidigare sett att om D uppfyller
egenskaperna (I) och (II) uppfyller D dven (IV). Av egenskap (IV) foljer att
D(E;,,Ej,,...,E;,) ar detsamma som D(E) eller —D(E), vilka bada &r noll.
Alltsa ar D(A) = 0 for alla kvadratiska matriser A. [ |

Lemma 6.4. Det finns higst en funktion det : My, — R som uppfyller egen-
skaperna (I) - (III).

BEvIis: Antag forst att det finns tva stycken funktioner D; och D, som
uppfyller egenskaperna (I) - (III). Definiera funktionen D : M, — R sadan att
D(A) = D¢(A) — D2(A). Funktionen D uppfyller (I) ty

D(...,Al+AY ) = Dy(.., Al+AY .)=Dy(... Al +A",..)
Di(c.o, AL )+ Di(c. A" L) (6.9)
Dy AL ) =Dl A" L)
= D(..,AL..)+D(.. A" ...

och

D(...,SAi,...) = D](...,SAi,...)—Dz(...,SAi,...) (6.10)
SD](...,Ai,...)—SDz(...,Ai,...)
= SD(...,Ai,...).

Egenskap (II) dr uppfyllt for D ty antag att tva kolonner i A &r lika. D& foljer
att D1(A) =0 och D3(A) =0, dérmed dven att D(A) = D;(A) —D3(A) =0.
Déremot dr D(E) = Dy(E) — D2(E) =1 —1 = 0. Av Lemma 6.3 foljer att
D(A) = 0 for alla kvadratiska matriser A vilket ger att D;(A) = D;,(A) for
alla kvadratiska matriser A. |

Lemma 6.5. Det finns en funktion det : M, — R som uppfyller egenskaperna
(I) - (III). For n =1 har vi att det(ay1) = aiy och for n > 1 ges funktionen
av

n
det A =) (=1)™Tay;det(Aly (6.11)
=1

dar, [Aly; betecknas den (n—1) x (n—1)-matris som fas dd rad i och kolonn
j tas bort i matrisen A och m dr ett godtyckligt tal sadant att T < m < n.

BEvis: Vi anvinder ett induktionsbevis. For n = 1 giller att det(a) = a.
Antag att determinanten redan ar definierad for (n — 1) x (n — 1)-matriser
sa att (I)-(III) géller. Lat A vara en n x n-matris och definiera det A enligt
(6.11). Egenskaperna (I)-(III) maste verifieras. For att visa att (6.11) beror
linjért pa kolonn p réicker det med att visa att varje term

(=)™ apm; det[Alm; (6.12)
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beror linjirt pa kolonn p.

Om j # p beror inte am;; pa kolonn p och det[Aly; beror linjért pa alla sina
kolonner, ty det[A];; &r en (n—1)-determinant som enligt antagandet uppfyller
(I). Alltsa beror (—1)™" a,y; det[Alm; linjért pa kolonn p i fallet j # p.
Antag nu att j = p. D4 beror inte det[A], pa kolonn p och amp beror linjéart
pa p. Detta visar att varje term och dérfor summan (6.11) beror linjirt pa
sina kolonner.

Vi vill visa egenskap (II). Vi bérjar med att visa att
(IT b) om tva néarliggande kolonner i A &r lika ar det A = 0.

For att visa att (6.11) uppfyller (IT b) antar vi att kolonnerna A, och A1 ér
lika. Determinanten [A]y; har tva lika kolonner for alla varden pa j utom for
j=p ochj=p+1. Eftersom (II) géller for (n — 1)-determinanter blir (6.11)

detA = ) (=1)™ am; det[Aln; (6.13)
i=1
(—1

)™ g det[Almp + (—=1)™ P a o4y det[Alnpa)-
Hir ser vi att (—1)™P och (—1)™P*1 har skilda tecken, am, = Qm(p+1) och
det[A]lmp = det[Alyp41). Alltsd det A = 0. Detta visar egenskap (II b)

Pa liknande vis som vi visade (IV) fran (I) och (II) kan vi visa fran (I) och
(IT b) att

(IV b) om tva nérliggande kolonner i A byter plats byter det A tecken.

Antag att tva kolonner i A sammanfaller och att (I) och (II b) géller. Genom
successiv anvindning av (IV b) kan vi fa att de lika kolonnerna hamnar bredvid
varandra. Enligt (IT b) dr det A = 0, vilket ger att (II) giller.

Slutligen for att visa (III) inser vi att for varje val av m &r det endast en term
i summan (6.11) som &r skild fran noll. Detta intriffar da j = m och e;m =1
samt (—1)™™ = 1. Vi fir att

det B, = det[Elum =1, (6.14)

ty [Elmm = En_1. Induktion 6ver n ger att (6.11) uppfyller (I)-(III) for alla
virden av n och m. Lemma 6.4 siger att det finns endast en funktion som
uppfyller (I)-(III). Detta visar att (6.11) ger samma virde oavsett virdet pa
m. |

Sats 6.6. Det finns en och endast en funktion det : My, — R som uppfyller
egenskaperna (I) - (III).

BEvIS: Kombinera Lemma 6.4 och Lemma 6.5. |
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6.2 Egenskaper
Sats 6.7. Lat A vara en n X n-matris. Da foljer att

det A =det AT. (6.15)

Bevis: Bilda funktionen D(A) = det AT. Vi ér enligt Lemma 6.4 klara om vi
visar att D uppfyller egenskaperna (I)-(III).

Funktionen D(A) &r linjir i kolonnerna om och endast om det A &r linjér i
raderna. Vi visar att det A &r linjir i raderna. Lt amj = aj; + ay;, dir
j=1,...,n. Da foljer att

ar v An
: . . n )
. . : j=1

an1 ann

an Ain an An
_ ! ! n "
- A Amn + Am Amn

Any - Ann Any - Ann

Lat s vara ett tal da foljer att

an apz -+ Qi
: : : : n
SAml $Am2 ++ SQmn | = Z(—] )m+’samj det[A]m; (6.17)
. . . . j=1
an1 An2 - Ann

(—1)™H amj det[Alm; = sdet A,
1

n
= S

)

vilket visar att det A &r linjér i raderna. Alltsa (I) giller for D.

For att visa att (II) géller for D visar vi det ekvivalenta pastaendet att det A =
0 om tva rader i A &r lika. Vi anvinder induktion 6ver n. I fallet n = 2 géller
att om tva rader dr lika dr determinanten noll, ty

ar az

a @ = aja; —ajaz = 0. (6.18)
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Antag att varje (n — 1)-determinant dér tva rader dr lika &r noll. Lat A vara
en n X n-matris dir tva rader dr lika. Vi utvecklar determinanten lings en
av de andra raderna &n de som sammanfaller. Vi far

n
det A =) (=1)™Yapy; det[Aln; =0, (6.19)
j=1

ty varje determinant det[A]n; dr av ordning n — 1 och har tva rader som é&r
lika. Induktionsbeviset ar klart.

Det ir klart att D(E) = det ET = detE = 1.
Fran Sats 6.4 har vi att D(A) = det A, vilket visar att det AT = det A. [ |

Sats 6.8. Lat A och B vara tva n x n-matriser. Da foljer att

det(AB) = det A det B. (6.20)

BEvIS: Fixera matrisen A och definiera funktionerna D(B) = det(AB) och
D> (B) = det A det B definierade for alla kvadratiska matriser B. Fran definitio-
nen av matrismultiplikation ser vi att AB har kolonnerna AB1, AB,,...,ABy,
dir By, By, ..., By dr kolonnerna i B. Detta ger att om tva kolonner i B ér lika,
foljer att tva kolonner i AB ér lika och didrmed ar Dq(B) = det(AB) = 0. Alltsa
stammer (II) for Dy. Eftersom det(ABy,ABj,...,AB;) ir linjir i sina kolon-
ner och eftersom distributiva lagen (3.12) giller for matriser dr dven Dy linjir
i sina kolonner, vilket ger (I) for Dy. Funktionen D, uppfyller egenskaperna
(I) och (II) ty det A &r ett reellt tal. Vi har dessutom att

D1(E) —D32(E) = det(AE) —det AdetE =det A —det A = 0. (6.21)

Bilda D : M, — R sddan att D(B) = D(B) — D»(B). Eftersom D uppfyller
(I), (IT) och att D(E) = 0 foljer att D(B) = 0 for alla kvadratiska matriser B,
vilket 4r detsamma som att D1(B) = D»(B). [ |

Sats 6.9. Lat E vara identitetsmatrisen och A en godtycklig kvadratisk matris.
Vi har féljande identitet

(—™ det[Alyy -+ (=)™ det[Aly
det(A)E = A - : : (6.22)
(=) det[Aljn --- (=)™ det[Alnn
BEvViS: Observera att
(=1 agy det[Alny + ... + (=1)* ™ ay, det[Alpn = 0 (6.23)

om k # m. Ty antag att A’ dr matrisen A férutom att vi har ersatt rad m i
A med rad k i A. Eftersom A’ har tva lika rader dr det A’ = 0. Utveckling av
A’ lings rad m ger

det A’ = (—=1)*Tayq det[Alny + ...+ (=) M ay, det[Aln = 0. (6.24)
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Detta ger att

ap; -+ an det[A]q1q e (=1 )n+1 det[Alng
anl - Qnn (—1 )1+ﬂ' det[A]l1, --- det[Alnn
detA --. 0
— : : = (detA)E. (6.25)
0 --- detA
vilket vi skulle visa. |

Sats 6.10. Lat A wvara en kvadratisk matris. Da gdller att A dr inverterbar
om och endast om det A #0. Om A dr inverterbar foljer att

1
detA™ ' = —— 6.26
¢ det A (6.26)
och
: (=) det[Alyy - (=)™ det[Aln
-1 _ . ) .
= A : . : (6.27)
(_‘I)]+n det[Ahn e (_1 )n+’n, det[A]nn
BEvVIS: Antag att A dr inverterbar. Da foljer av Sats 6.8 att
1=detE=det(AA"') =det Adet A", (6.28)
Hir foljer att det A # 0 och att (6.26) géller.
Antag att det A # 0. Av Sats 6.9 har vi att
: (=" det[Al;y - (=)™ det[Aly
-1 _ . . .
~ detA : - : (6:29)
(-1 det[Alyy - (=)™ det[Alnn
|

6.3 Ovningar

Ovning 6.1. Beriikna determinanten

a aa a
b a a a
0 b aa
0 0b a
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Ovning 6.2. Beriikna determinanten

21 11
T3 11
1T 1 41
1T 1T 15

Ovning 6.3. Visa att

= aei+ bfg+ cdh —ceg — bdi — afh.

Q e
0 o0 o
O o)

Ovning 6.4. Visa att foljande determinant av ordning n uppfyller att

1 - 11
-1 10 .- 00
0

|
—_
.
o

o
o
—
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7 Egenvdrden och egenvektorer

En n x n-matris innehaller n? element. Det &r svart att direkt ur dessa se vad
matrisen har fér egenskaper. Vi ska i detta kapitel titta pa nagra tal, kallade
egenvirden, som trots att de inte dr sd manga beskriver matrisens egenskaper
val.

7.1 Egenvirden och egenvektorer

Definition 7.1. Lit A vara en nxn-matris. Ett tal A sigs vara ett egenvirde
till A om det finns en vektor u # 0 sddan att

Au = Au. (7.1)

Vektorn u séigs vara en egenvektor till A med egenvérdet A.

Antag att A dr en kvadratisk matris. Lat oss undersdka vilka egenvirden
matrisen A kan ha. Ekvationen

Au=Au (7.2)
ar ekvivalent med
Au—Au=Au—AEu=(A—AE)u=0. (7.3)

Enligt sats 4.16 &r matrisen A — AE inverterbar om och endast om u = 0 &r
den enda l6sningen till ekvationen (A — AE)u = 0. Vi vill finna 16sningar u
som dr skilda fran nollvektorn. Detta gor vi enligt sats 4.16 om och endast om
A — AE ¢j ar inverterbar, vilket intraffar om och endast om

det(A — AE) = 0. (7.4)

Denna ekvation kallas den karakteristiska ekvationen for matrisen A och
polynomet det(A — AE) det karakteristiska polynomet fér matrisen A.

7.2 Beridkning av egenvirden

Exempel 7.2. Lat oss undersoka egenvirden och egenvektorer till matrisen

A= ( > _62) . (7.5)

Vi vill finna rotter till den karaktaristiska ekvationen

= (5=A)(-2—-7A)—6(-2)

det(A—?\E):‘ >-A 6 ‘

—2 2
= M-3A+2=0. (7.6)
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Loser vi andragradsekvationen far vi 16sningarna A7 = 1 och Ay = 2.

Vi vill 4ven finna egenvektorer till egenvérdena. Vi bérjar med Ay = 1. Vi vill
losa ekvationen Au = Tu eller (A — E)u = 0, vilket ger ekvationssystemet

qu; + 6uy = 0
{ —2u1 4+ 3u, = 0 (7'7)
som &r ekvivalent med ekvationen
2u; +3uy =0. (7.8)

Ansitt up = 2t, dér t dr ett godtyckligt reellt tal. Vi far da att uy = —3t. Vi
har da att egenvektorerna till egenvirdet A =1 &r (—3t Zt)T, for nollskilda
tal t.

Vektorn v dr en egenvektor till A med egenvéirdet A =2 om (A —2E)v =0.
Vi far ekvationssystemet

3vi + 6v; = 0
{ —2vi + —4v; = 0 (7.9)
vilket dr ekvivalent med ekvationen
v1 + 2vy, =0. (7.10)

Ansitt vo = t, dar t dr ett godtyckligt reellt tal. Vi far da att v = —2t, vilket
ger egenvektorna v = (—Zt t)T, dir t # 0. A

7.3 Egenvirden for vara 6vergangsmatriser

Vi kommer att i nista kapitel se att vi har nytta av egenvirdena till K,,. Det
ar inte svart att berdkna egenvérdena till K, fér nagot specifikt virde pa n,
men vi skulle vilja siga ndgot om egenvirdena till K,, for alla n. Vi ska darfor
titta pa nagra enkla fall och se om vi kan gora nigra gissningar angiende
egenvirdena, till K,,.

Forst och framst kan vi berdkna storsta egenvirdet till K, med hjilp av
féljande sats.

Sats 7.3. Stirsta egenvdrdet till en dvergangsmatris dr 1. Dess egenrum har
dimension 1 och en egenvektor till detta egenvdrde dar (1 1 ... 1)T.

Bevis: Vi visar forst att (1 1T ... 1)T ar en egenvektor med 1 som egen-
virde till 6vergangsmatrisen P, och sedan att P inte kan ha ndgra storre
egenvirden, och inte heller nagra andra egenvektorer till egenviirdet 1.

Vi hiivdar att vektornv= (1 1 ... 1)T ir en egenvektor med egenvirdet
1. Vi har ndmligen pa position i att

n n
(Pvi=) pyvy=) py=1
=1 =1
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Vi anvénde hér att v; = 1 for alla j samt att radsummorna i P dr 1. Ddrmed
dr v en egenvektor med egenvirde 1.

Betrakta nu en godtycklig egenvektor v med minst ett positivt element. Lat i
vara positionen for det storsta elementet. Vi far da

n

n
Avp = (Pv); = Zpij"j < Zpijvi :\)inij =T1-v;.

=1 =1 =1

Egenvirdet A maste darfor vara mindre 4n eller lika med 1. Det kan alltsa inte
finnas nagra storre egenvirden. |

Foljdsats 7.4. Det storsta egenvdrdet till Ky, dr (2‘)

Bevis: Eftersom K, = (121) P, och P, &dr en Gvergangsmatris foljer att det

storsta egenvirdet ges av egenvektorn v = (1 1T ... 1)T. Vi far

o (1) - )= (-0

Att berdkna Gvriga egenvirden verkar svarare. Vi tittar pa nagra exempel for
att fa idéer.

Exempel 7.5. De enklaste fallen, n = 2 och n = 3, 6verlates pa lidsaren att
berdkna egenvérdena till. For n = 3 kan det vara lampligt att anvénda dator
eller minirdknare som klarare sidan berikning.

For de nirmaste foljande virdena pd m har vi latit en dator berdkna egen-
virdena. Fér n =4 har vi matrisen

310101
131010
012201
Ke=11702210
0101 31
101013

som har egenvirdena {6, 3, 3, 3,2, —1}. Vidare har vi dven

/(61010101
16101010
01420201

K 10242010

ST101 024201
10202410
01010161
10101016

(%]
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med egenvirdena {10, 6, 6, 6, 4.8284, 4, 4, —0.8284} och

/(101010101 0 1
1170101010 1 0
0 1720202 0 1
1 0272020 1 0
K 0 1026302 0 1
= 1 0203620 1 0
0 1020272 0 1
1 0202027 1 0
0 10101011 1
1 0101010 110

med egenvirdena {15, 10, 10, 10, 8.7392, 7, 7, 7, 5.7759, —0.5151}.

Vi ser att det storsta egenvirdet stimmer Gverens med satsen ovan. A

Av exemplen ser vi att manga av egenvirdena dr heltal, och nagra av dessa
ar till och med binomialkoefficienter. Med ledning av exemplet gor vi foljande
férmodan.

Formodan 1. Nast storsta egenvirdet till K, dr (“;1).

7.4 Ovningar

Ovning 7.1. Visa att om u ér en egenvektor till A med egenviirdet A s& &r u
en egenvektor till AZ med egenvirdet A%.

Ovning 7.2. Beriikna egenviirden och egenvektorer till matrisen
(1 o)
1 0)°
Ovning 7.3. Egenvirdena till K7 &r
{21, 15, 15, 15, 13.6767, 11, 11, 11, 2.3789, 9, 9, —0.0546}
och egenvirdena till Kg &r

(28, 21, 21, 21, 19.6285, 16, 16, 16, 14.1581, 13, 13, 13, 11.6604, 0.5530}

Jamfor heltalsegenvirdena med binomialkoefficienterna i Pascals triangel. Vil-
ken formel verkar limplig for det tredje storsta heltalsegenvirdet? Vad blir
formeln for det fjarde storsta heltalsegenvirdet? Gissa en formel fér samtliga
heltalsegenvirden for n > 57
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8 Diagonalisering av matriser

Symmetriska matriser som K;, kan skrivas som en produkt av tre matriser
som ges av egenvirden och egenvektorer. Detta kan tyckas komplicera vara
berdkningar, men har i sjdlva verket en positiv effekt, eftersom det blir enkelt
att berdkna potenser av K;.

8.1 Diagonalisering

Definition 8.1. En kvadratisk matris D = (dij)?j:] sigs var diagonal om
dij =0dai#j.

Definition 8.2. En matris P siigs vara ortogonal om P~ ! = PT,
Lat P vara en ortogonal matris. D4 foljer att
(Pu,Pv) = (Pw)" Py =u"PTPv = uv = (u,v). (8.1)
Lemma 8.3. Lat P € M,,. Da dr filjande ekvivalent:
(I) Matrisen P dr ortogonal.

(IT) Kolonnvektorerna i P ar ortonormerade.

(IT) Radvektorerna i P dr ortonormerade.

BEVIS: Antag att Matrisen P ir ortogonal. D& foljer att PTP = P~'P = E,
d.v.s. om P; dr kolonnvektorerna i P foljer att

Pi P1P1 PiPz PiPn
P plp, PlP, ... PIP

Plp=| 2|y Py - P)=| 2 27 AT =E (82
Pl PPy PIPy - PIP,

Detta visar att Pj alla dr av lingd ett och att de &r parvis ortogonala. Om-
véindningen foljer ocksa av formel (8.2). Om man studerar PPT = E istillet for
PP = E foljer att radvektorerna i P &ir ortonormerade om och endast om P &r
ortogonal. |

Definition 8.4. En kvadratisk matris A ségs vara diagonaliserbar om det
finns en inverterbar matris P och en diagonalmatris D sidana att D = P~ 1AP.
Om P kan véiljas som en ortogonal matris sdgs A vara ortogonalt diagona-
liserbar. D4 #r D = PTAP och A = PDPT.

Om en matris A #r diagonaliserbar s& att A = PDP~! féljer att vi kan enkelt
beridkna positiva heltalspotenser av A. Lat m vara ett positivt heltal, da foljer
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att

A™ = (pop')" =PDP 'PDP'...PDP !
= PD™P . (8.3)

For en diagonalmatris D &r det enkelt att berdkna potenser

ar o - 0

. 0 dr -~ 0

D™= . 5 . (8.4)
0 0 ... dm

Sats 8.5. Symmetriska matriser har endast reella egenvdrden.

Bevis: [Krdver kunskap om komplexa tal] Lat oss utvidga vara matriser,
vektorer och var skaldrprodukt till komplexa tal. Addition och multiplika-
tion for matriser och vektorer blir som tidigare. Lat u = (u1 u ... un)T

ochv = (vi vo ... vn)T, dir u; och v; dr komplexa tal. Vi definierar
skaldrprodukten mellan u och v som det komplexa talet

(u,v) = uT . \_)a (85)
dirv = (\71 vy ... \_)n)T och V; #r Konjugatet till vi. Vi ser att om s &r ett
komplext tal far vi att

(su,v) = (sw)' - v =s(u’ - 9) = s(u,v) (8.6)

medan
(u,sv) =u' - sv=s(u’-v) =s(u,v). (8.7)

Lat A vara ett egenvirde till en symmetrisk matris A med egenvektor u. Vi
vill visa att A dr ett reellt tal. Vi har att

Alu,u) = Ay, u) = (Au,u) = (u, Au) = (u, u) = Alu,u). (8.8)

Detta ger att )
A =N, = A =A)ful* =o0. (8.9)

Eftersom u # 0 har vi att A = A vilket 4r detsamma som att siga att A &r ett
reellt tal. [

Sats 8.6. Varje n x n-matris har minst ett egenvdrde.

Bevis: Det foljer av algebrans fundamentalsats som finns i appendix att n:te
gradsekvationen det(A — AE) = 0 har en rot. [ |
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Sats 8.7 (Spektralsatsen). Varje symmetrisk matris A dr ortogonalt dia-
gonaliserbar.

BEvis: Vi ska anvinda induktion 6éver n. Da n =1 dr det klart, ty matrisen
(aj7) ér en diagonal matris.

Antag nu att satsen dr sann for symmetriska (n — 1) X (n — 1)-matriser. Ef-
tersom A dr symmetrisk har A enligt Sats 8.5 endast reella egenvirden. Lat A4
vara ett egenvérde till A och lat uy vara en tillhérande egenvektor av lingden
1. Av sats 4.9 och sats 4.19 foljer att vektorn u; kan kompletteras med vek-
torerna uy,..., U, sa att de bildar en ortonormerad bas for R™. Matrisen P
med kolonnerna y,uy, ..., Uy 4r en ortogonal matris och matrisen PTAP har
vektorn (A1,0,...,0) i férsta kolonnen, ty

1 (w1, u1) A1
PTAP ? — P AW = MPTuy = Ay (uz’:u” - ? . (8.10)
0 (unom))  \0
Det ér klart att matrisen PTAP #r symmetrisk. Dirmed finns en matris B
sadan att
PTAP = (75‘ g) (8.11)

Eftersom PTAP #r symmetrisk ér B en symmetrisk matris. Enligt induktions-
antagandet finns det en ortogonal (n—1) x (n— 1)-matris Q sadan att Q'BQ
ar en diagonalmatris. Vi definierar nu matrisen

R= ((1) g) , (8.12)

som dr en ortogonal matris, och later slutligen

D = (PR)TA(PR)=RT (PTAP) R (8.13)
(1 0 A0 /T O
- (o) (5 8)( o) 6219
(M 0
(0 gd). o5
Matrisen D #r en diagonalmatris eftersom QTBQ ir en diagonalmatris och
matrisen PR dr ortogonal ty (PR)TPR=RTPTPR=RTR =E. [ |

8.2 Diagonalisering av matriser i var berdkning

Om man utfér en vindning, och sedan vinder samma segment en gang till, sa
far man tillbaka det genom man startade med. Vi kan nu anvinda detta till
att visa att matriserna K, ar symmetriska.
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Lemma 8.8. Matriserna Ky dr symmetriska.

BEevis: Viska visa att antalet véiindningar som flyttar g; fran ett tillstind m;
till ett tillstand m; &r lika manga som antalet vindningar som flyttar g; fran
m; till m;. Vi kallar det férsta antalet Aj; och det andra Aj;. Eftersom tva
likadana véndningar tar ut varandra sia kommer varje vindning som flyttar
g1 fran my till m; ocksa att flytta g; frdn my till m;. Dérmed vet vi att
Ay 2 Aji. Men resonerar vi likadant a4t andra hallet ser vi att Aj; > Ayj, och
sammantaget far vi Aj; = Aji, vilket var vad vi skulle visa.

Alternativt kan vi inse detta direkt genom att betrakta elementen i matrisen.
Det enda nollskilda elementen utanfoér diagonalen ges av min{i,j,n—1i,n —j},
vilket dr en funktion som dr symmetrisk i i och j. |

Vi kan alltsa diagonalisera matriserna K;, enligt beskrivningen tidigare i detta
kapitel. Skriver vi K;, = VDV, dir D,, 4r en diagonalmatris fir vi

TKt
IE:brp (Tl,t) = (1 - 761)

. eTvTDV) )

n

‘t

(
(1 vmt )
[

1— ne1 D Vne1)

I
3

=gt 0 T
TDtv
n
=n ( - T) ,
(%)
dar vektorn v, = (\)1 V)L vznfz)T dr forsta kolonnen i V4, det vill siga

det forsta elementet i respektive egenvektor till Ky,.

Exempel 8.9. Vi betraktar fallet n = 4. Det &r ett rétt sa enkelt fall, eftersom
det bara finns 48 olika genom och 6 olika vindningar.

Matrisen K4 ges av

310101
131010
o1 2201
A1 102210
010131
101013
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Den kan diagonaliseras till K4 = VJ D4V4 med matriserna

-1 0 0 0 0 0

020000

Dy = 003000

0 003 00

0000 30

0 000 0 6

och
0.2887 —0.2887 0.5774 —0.5774  0.2887 —0.2887
0.4082 —0.4082 —-0.4082 0.4082 0.4082 —0.4082
V, = 0.7071 0.0 0.0 0.0 —0.7071 0.0

0.0 0.7071 0.0 0.0 0.0 —0.7071

0.2887  0.2887 —0.5774 —0.5774  0.2887  0.2887
0.4082  0.4082  0.4082 0.4082 0.4082  0.4082

Vektorn vy ér forsta kolonnen i V4 och ges alltsa av

vs = Vae; = (0.2887 0.4082 0.7071 0.0 0.2887 O.4082)T.

Vi kan nu berdkna VIDZ,‘M- Eftersom Dy &r en diagonalmatris kan vi flytta in
exponenten till elementen pa diagonalen. Vi far

g
Aot
Il
)
2
wWoo
wWooo
Woooo
cocooc oo

O O OO NO
o o

o

[o)}

(2

O O OO OO —
O O O WO o
O O WO oo
O WS OO O
OO O O OO
O O O OO
O O O O

o O o

vilket ger
(—1)t.0.2887
2%.0.4082
3.0.7071
3t-0
3t.0.2887
6" - 0.4082

DZV4 =

och dirmed
viDivy = 0.40822-644(0.707124-02+0.28872) -3t +0.40822 - 24 +0.2887% - (—1)*.

Det forvintade antalet brytpunkter efter t vindningar ges siledes av

0.1667 - 65 + 0.5833 - 3t + 0.1667 - 2t + 0.0833 - (—1)t
Ebrp(4’t):4(1_ +0.5833 - 3t + +0.0833 - ( )>.

6t
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Den berdkning vi gjorde i senaste exemplet géller naturligtvis generellt. Vi far
alltid en summa av potenser av egenvirdena, med koefficienter som ges av vy,.
Eftersom V,, ir ortogonal vet vi dessutom att v, har lingd ett, vilket ger att

2n—-2

2 2
> vi=lval*=1.
k=1

Darmed har vi visat foljande sats.

Sats 8.10. Lat v, = (\)] vy oL, Vznfz)T =Vper ochlat A\ 2N > ... 2>
Aon_2 vara egenvdrdena till K. Da ges det forvantade antalet brytpunkter efter

t vdndningar av
2n—-2 It
2 Vi
1 _ k=1

G

]Ebrp (TL, t) =n

2n-2 5
dir Y vi=1
k=1

Den viktigaste informationen om Ey,p, (n,t) far vi om vi berdknar de storsta
egenvirdena till K;,. Anledningen ar att dessa kommer att ge de dominerande
termerna i summan da t véxer.

8.3 Owvningar

Ovning 8.1. Bestim en ortogonal matris P och en diagonalmatris D sidan
att A=PDP' om
7 4
A= (4 13) :

Ovning 8.2. Berikna A™ for alla heltal m om

7 —6

3 -2)°
Ovning 8.3. I kapitel 5 sag vi for n = 2 att antalet brytpunkter dr 2 efter
udda antal vindningar och 0 efter jimnt antal vindningar. De forvintade
antalet brytpunkter blir da tva efter udda antal vindningar och noll efter

jamnt antal vindningar. Verifiera detta genom att berdkna [y, (2,1) enligt
formeln given i detta kapitel.

Ovning 8.4. Berikna Ebrp (3, 1).
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9 Forvantat avstand mellan genom

Vi kan nu berékna en bra approximativ formel for Ey,(n,t). Denna formel
gar dessutom att invertera, vilket ger en god uppskatting av det evolutionéra
avstdndet mellan tvd genom. Vi avslutar med att se hur vil det fungerar i
praktiken.

9.1 De storsta egenvirdena och deras egenvektorer

I foregaende kapitel sag vi att beteendet hos Eprp (n,t) i huvudsak styrdes av
de till beloppet storsta egenvirdena till K,,. Det storsta har vi berdknat till
(%), och vi har fsrmodat (n;]) for det néist storsta. Vi ska nu visa att detta
dr korrekt och dessutom bestdmma, koefficienterna v% till dessa.

Foljdsats 9.1. Koefficienten till det storsta egenvdrdet A\ = (121) ar

1
2
v = )
T m-2
BEvIs: Sats 7.3 gav att storsta egenvirdet till K, bara har en egenvektor,
némligen (1 1 ... 1)T. Normerar vi far vi ﬁ pa varje position, si v =
: |

2n—2

For att kunna gé vidare till nista egenvirde behover vi samla mer informa-
tion. Vi borjar med en hjélpsats som vi behover, och presenterar dérefter ett
exempel pa hur vi kan anvinda detta lemma fér att visa satsen. Lemmat pre-
senteras utan bevis. For att gora framstillningen tydligare kommer vi siga
att de element my; i en matris som har i+j udda star pA udda plats, och de
ovriga star pa jadmn plats.

Lemma 9.2. Lat \1(A) > M (A) > ... = Ay (A) vara egenvdrdena till matri-
sen A. Da gdller aitt
AM+ig (A +B) < Ajpi(A) + A45(B).

Exempel 9.3. Betrakta matriserna K4 och Kg i exemplet i kapitel 7. Dra
bort 1 fran varje element pa udda plats i Kg och dessutom 4 fran elementen
pa diagonalen. D3 far vi matrisen

6 000 0O0O0O0O0O0
06 0000O0O0O00O0
0031010100
0013101000
0001220100
0010221000
60001013100
0010101300
0 000O0O0O0OO0GS6O0
0 000O0O0O0O0O0°GE6

(=]
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Jamfor vi denna med Ky ser vi att mittenomrddet dr precis samma som Ky
och utanfor har vi bara element pa diagonalen. Det &r denna relation som gor
att vi kan sidga nagot om egenvirdena till Kg med hjilp av egenvérdena till
Kg.

Kalla matrisen av denna storlek med ettor pa udda plats och nollor pa jaimn
plats for Ag, och kalla matrisen vi fick i berdkningen ovan fér Bg. Vi har da
relationen Kg = Ag + Bg + 41, dér I dr identitetsmatrisen. Egenvirdena till 41
ar alla 4, egenvirdena till Ag ar {5,0,0,0,0,0,0,0,0,—5} och egenvirdena till
Bg dr samma som till K4, samt fyra sexor, vilket ger {6,6,6,6,6,3,3,3,2,—1}.
Dérfor far vi

A2(Ke) =A2(Ag + Bg +41) < A2(Ag) + A1 (B +41)

< A2(Ag) +

< A2(Ag) +AM1(Bg) + A (41) =0+ 6+4 =10.
Det riacker nu att visa att 10 dr ett egenvérde till K¢ for att visa att det ocksa
maste vara det nist storsta egenvirdet till Kg. A

Foljande sats beskriver det nist storsta egenvéirdet och dess egenvektorer.
Beviset ér langt och ritt svart, sa for att underlitta ldsandet bor man vélja ett
virde pa n, till exempel n = 6, och utfora alla berdkningar i detta specialfall.
D4 blir det ldttare att férsta det allminna resonemanget i beviset.

Sats 9.4. Naist storsta egenvdrdet till Ky, dr (“;1) forn > 4. Dess multiplicitet

) ; ; 2 2 2 __ 3 1
dr minst tre och koefficienten ges av v5 +Vv3+vi =7 — 3—>-

BEvis: Vi visar forst att Ky, verkligen har egenvirdet (721) med multiplicitet
minst tre. Det gor vi genom att presentera tre ortogonala egenvektorer till
detta egenvéirde.

Tre ortogonala egenvektorer med detta egenvérde ar

wi=(100 ..0 -1 0",
wy=(0 10 o —1)"
och
wy= (2 2 1 1 . -1 3 3T

Det &r enkelt att se att de tva forsta har egenvéirdet (“21), och for den tredje
far vi i vektorn K,,w3 elementen

n—-3/n-1 +2n—3_2n—2—4_n—3 n—1
2 2 2 2 2 2

pa de tva forsta och sista positionerna och

()20 - () - ()2
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pa de andra positionerna. Detta visar att &ven w3 &r en egenvektor med detta
egenvirde. Man ser enkelt att dessa tre vektorer ir ortogonala.

Vi ska nu visa att om man tar bort A,, och (n —2)I fran K, sd far man en
matris som innehaller K, > pa samma sétt som Bg innehaller K4 i exemplet.
Vi definierar B, = K;;, — A, — (n — 2)I och later C,, vara den matris vi far
om vi tar bort de forsta och sista tva raderna och kolonnerna fran B,,. Den
ska jimforas med K;,,_,. Platserna i matriserna svarar mot olika tillstaind i
markovkedjorna, vilket innebér olika positioner for genen gy. I C;, svarar det
mot positionerna 2 till n—2, riktade savél framat som bakat, eftersom vi tagit
bort positionerna 1 och n — 1, och i K,,_» svarar det mot positionerna 1 till
n—3.

Lat 1 och j vara de aktuella positionerna i C, och antag att de tillstdnd vi
jamfor har olika tecken. Da far vi

min{i,j,n—i,n—j)}— 1T =min{i—1,j—1,n—1—i{,n—1—j)}

I Kn_2 dr positionerna ett steg ldgre, sa fér att kunna jaimfora ersétter vi
dérfor 1 med i+ 1 och j med j 4 1. Detta ger

min{(i+1)-1,GG+1)—-I,n—-1—-@{+1),n—-1—-(G+1))}
vilket &r precis vad vi har i M —n — 2. For 6vriga element utanfor diagonalen
dr elementen noll i bigge fall.

Vi betraktar nu diagonalen. Lat 1 vara positionen i C,,. Vi far, med hjilp av
rekursionsformeln fér binomialkoefficienter,

() () -2 () (75 ) it
()~ (7))
_ (1;1) N (n—21—1).

Ersitter vi igen 1 med i+ 1 far vi

(1) (7)) (2,

vilket dr precis vad vi ska ha for K, .

Déarmed har vi visat att By, innehaller K,,_». Utanfor C,, innehaller B, elemen-
ten (n;]) —(n=2)= (n;Z) pa diagonalen och nollor i 6vrigt. Egenviirdena blir
dérfor fyra kopior av diagonalelementen (nzz) samt egenvirdena till Ky, .
Anvénder vi nu lemma, 9.2 far vi att
M(Kn) =2An + B+ (m—2)I) < A2(An) +A1(Bn + (n—2)1)
<

A
A2(An) 4+ A1(Bn) + Ar((n —2)T)

—0+ (ngz) +(n—2)= (n;])
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Eftersom vi vet att detta egenvirden existerar maste de ocksa vara de nist
storsta, eftersom det bara finns ett storre, och det ar (2)

Vi har visat att om (nz3) ir niist storsta egenviirdet till K,_, sd ér (n;]) det
nist storsta egenvirdet till K. Eftersom det dessutom &r sant for K4 &r det
enligt induktionsprincipen sant f6r all jimna n > 4 och eftersom det &r sant
for n =5 ar det sant for alla udda n > 5. Darmed ar det sant for alla n > 4.

Koefficienten v3 +v3 +v3 ges av egenvektorerna. Deras lingder ir |w1|| = V2,

w2l = V2 och
2
lws|| = \/4 (“73) +(2n—2-4)-12

—\/ —6n+9)+(2n—6)

=vVn —4dn+3=y/(n—1)(n-3),

sa om vi normerar far vi

2
1 n—3 1
2,.2,.2_ 1 2 ! _2_
vitvitve = 50t (2 ] ) =2 im-1) "1 Im_2

9.2 Beridkning av formel och dess invers

Vi har nu berdknat de storsta egenvirdena och deras koefficienter. En empirisk
undersokning indikerar dessutom att den tredje storsta egenvirdet ligger nira
det nist storsta egenvirdet, och att dess koefficient &r nistan 1/4. Vi far
ddrmed en god approximation om vi latsas att det tredje storsta egenvirdet
ar (ngl) och att koefficienten dr 1/4. Totala koefficienten till (n;]) blir da

31 by
4 2n- 2 4 n-2°
Séatter vi in detta i formeln
2n—2 It
2 VM
E%rp(nﬂt)::Tl 1'_'_31_____ )

(3)
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sa far vi den approximativa formeln

1— ﬁ(g)t + (1 — ﬁ) (ngl)t

)
—n (1 - (1 B 2n1—2> (nj)t)
(1) (- 0-2))

Denna, formel kan inverteras. Gor vi det far vi en approximation av det forvin-
tade antalet vindningar som lett till ett genom med b brytpunkter. Formeln

v (m) (- (-2))

vilket i sin tur leder till
- b
log (1 “7“273—2))

log (1—2)

IEauppr (Tl, t) =n

leder till

Evina(n,b) =t =

Eftersom vi inte riknat helt exakt dr detta bara en approximation. Det kan
darfor vara lampligt att ta reda pa hur vil den beter sig. I figur 8 ser vi
resultatet av ett antal simuleringar. Vi ser att det forvintade avstandet f6ljer
linjen mycket béttre dn det kortaste avstandet. De stora felen langst till hoger
beror pa att slumpen far en allt stérre betydelse ju fler vindningar som utforts.

9.3 Ovningar

Ovning 9.1. Ett genom av lingd 400 uppvisar 273 brytpunkter. Vilket r det
férvantade evolutionira vindningsavstandet till identitetsgenomet?

Ovning 9.2. Vilket ér det forviintade antalet brytpunkter efter vildigt manga
forflyttningar?

Ovning 9.3. En biittre approximation av Ebrp (1, t) far vi om vi approximerar
det tredje storsta egenvirdet med (n?) — 2 och koefficient 1/4. Vilken formel
far vi da? Gar den att invertera?

Ovning 9.4. Egenvirdet (“;2) + 1 har tre egenvektorer. Tvd av dem &r

0010 ..-1000"0h(©O00710..0-100)".
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800
700~ "4

600

Vandningsavstand
B wu
(=] o
o o

w
=}
=)

s
200 pesi

100 1 1 1 1 1 1 1
200 250 300 350 400 450 500 550 600

Verkligt avstand

Figur 8: Vi har berdknat det kortaste avstandet och det férvintade avstandet
for ett antal simulerade genom. Vi ser att det forvintade avstandet dr mycket
béttre 4n det kortaste for att uppskatta det verkliga avstandet.

Finn den tredje, genom att gissa och verifiera (glom inte att den maste va-
ra ortogonal mot de tva forsta), och visa sedan att koefficienten till detta
egenvirde dr noll. Egenvirdet paverkar alltsa inte resultatet av berikningen
av Ebrp (n,t).

Ovning 9.5. Om matriserna A och B ér av storlek m x m gller formeln
Am—i—j(A + B) = Am_i(A) + Am—;(B).

Anvind denna for att visa att minsta egenvirdet till K, &r storre dn eller lika,
med —m/2.

Ovning 9.6. Lat n = 4 och jamfor det approximativa forviintade antalet
brytpunkter, E,ppr(4,t), med det riktiga antalet, Eyp (4,1), for nagra virden
pa t (den senare formeln finns i kapitel 8). Hur stort blir felet som storst? Vad
hénder nir t blir stort?
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10 Appendix: Algebrans Fundamentalsats

Lemma 10.1. Varje reellt polynom av udda grad har atminstone ett nollstdlle.

BEVIS: Vikan anta att polynomet ar pa formen p(t) = t" +a;t™ ' +-- -+ a,.
Lat c = Jaj/+ -+ lan| + 1. Dad ¢ > 1 har vi att —|a;/c™ ' > —|a;/c™ for alla

i=1,...,n. Detta ger féljande estimeringar
plc) > ¢ —lajlc™ —-- —lay
> " —c" a4+ +lan) =T > 0.

Om vi anvidnder att n 4r udda visar man, analogt med argumentet ovan,
att p(—c) < —c™ ! < 0. Vi har d& att funktionen p(t) antar bada negativa
och positiva virden, och rimligtvis da dven virdet noll. Mera precist kan vi
anvinda Medelvirdesatsen som séger att en kontinuerlig funktion f definierad
pa ett intervall [a, b] antar alla virden mellan f(a) och f(b). [ |

Hjilpsats 10.2. Lat d vara ett fizrerad heltal, och lat F antingen vara de reella
talen R eller de kompleza talen C. Antag att for varje heltal n som ej delas av
d, har varje linjdr avbildning A : F* — F™ atminstone en egenvektor. Da vill
varje mdngd av kommuterande avbildningar Ay, ..., A, pa F'* ha en gemensam
egenvektor.

BEvis: Vi visar satsen med hjilp av induktion pa antalet avbildningar r.
Fallet r = 1 ar klart, och vi antar dirfér att satsen giller for kommuterande
avbildningar som &r r — 1 i antalet.

Vi skall nu visa att avbildningarna Aj,...,A; har en gemensam egenvektor,
och detta skall vi gora med induktion pa dimensionen n. Startvirdet for denna
induktion, n = 1, &r klart. Antaga didrmed att Aq,..., A, har en gemensam
egenvektor i dimensionen m, ddr m < n, som ej delas av d.

Lat K vara nollrummet till avbildningen Ay — AL, : F* — F*, dir I, &r
identitetsavbildningen och A ett fixerat egenviirde till Aj. Vi har antagit att
A7 har en egenvektor, och foljaktligen har vi att dim(K) > 0. Lat I vara bilden
till avbildningen A1—AlL,. D& vi har att avbildningarna A1, ..., Ay kommuterar
foljer det att vi far inducerade avbildningar A; : K — K och A; : I — I, for
varjei=1,...,T.

Om dim(K) = n, dvs. egenrummet till Ay dr hela F™* ar vi klara, ty de (r—1)

avbildningarna Aj, ..., A; har en gemensam egenvektor v vid induktionsanta-
gande. Men denna vektor v dr ocksa en egenvektor till Ay da K =F™.

Om m = dim(K) < n dér talet d ej delar m, dr vi ocksé klara. Vi har d& av
induktionsantagandet att de inducerade avbildningarna Aq,...,A; pa K har
en gemensam egenvektor v, och denna vektor betraktad som ett element i F™
blir di en gemensam egenvektor.

Vi har da kvar tillfillet m = dim(K) < n och d delar m. Vi har da ocksa att
0 < dim(I) < n. Av Dimensionssatsen har vi att dim(K) 4+ dim(I) = n, och
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foljaktligen kan inte talet d dela dim(I). Av induktionsantagendet har vi att de

inducerade avbildningarna Aq,...,A; pa I har en gemensam egenvektor, och
denna vektor betraktad som ett element i F™* blir da en gemensam egenvektor.
Vi har nu visat satsen. |

RZTTL—I- 1

Foljdsats 10.3. Kommuterande avbildningar pa har en gemensam

egenvektor.

BEevis: Vi har att d = 2 inte delar n = 2m + 1, och pastaendet i satsen foljer
da om vi kan visa att varje avbildning A : RZ™*! — R?™*1 har en egenvektor.
Det karakteristiska polynomet p(t) = det(A — tl,,) ar ett polynom av udda
grad 2m + 1. Av lemma 10.1 har polynomet p(t) ett nollstélle, och dirmed
har T ett egenvirde och en egenvektor. |

10.1 Komplexa och reella vektorrum

Varje komplext vektorrum kan ses som ett reellt vektorrum. Méark att di-
mensionen till ett komplext vektorrum W dubblas ndr W betraktas som ett
reellt vektorrum. Lat W,, vara det reella vektorrummet av komplexa (n x n)-
matriser. En matris B € W ir Hermitisk om B =B . Miéangden av Hermitiska
matriser H,, dr sluten under multiplikation med reella tal, och under addi-
tion. Med andra ord har vi att midngden H,, dr ett delrum av W,,. Vidare har
vi att diagonalelementen till en Hermitisk matris B &r reella och att element
nedanfoér diagonalen bestdms av elementen ovanfor diagonalen. Av detta reso-
nemang foljer att dim H,, = n+n(n—1) = n2. Speciellt har vi att dimensionen
till H,, 4r udda om n &r udda.

Hjilpsats 10.4. Varje avbildning pa C*™ har dtminstone ett egenvirde.

BEvis: Vi later A : CP™*!' — 2™ vara en given avbildning. Definiera
nu tva avbildningar Ty och T» pa det reella vektorrummet Hy, = Homyr av
Hermitiska matriser med

_AB+BA'

_ AB—BA'
5 ki

B h B) =

T1(B) och  Ty(B) 7

Man kollar att avbildningarna T{ och T, kommuterar varpa det féljer av
foljdsats 10.3 att T; och T, har en gemensam egenvektor E € H,,. Med andra
ord har vi att T{(E) = AE och att T»(E) = vE for nagra reella tal A och ~v.
Slutligen ser vi att

A-E= (T +iT)E = (A —1iv)E.

Vi har da for varje kolonn v i E att Av = (A — iv)v. Matrisen E ér ej noll-
matrisen per definition av egenvektor, och f6ljaktligen maste dtminstone en
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kolonn v i E vara noll-skild. Denna kolonn kan vi betrakta som en vektor i
C?™+1 och vi har att T(v) = (A —iv)v; en egenvektor for T. [ |

Lemma 10.5. Varje komplext polynom p(t) = t> —At +v kan skrivas som en
produkt p(t) = (t — &) (t — B).

BEVIs: Detta pastdende visas pa samma sitt som man visar att ett reellt
andragradspolynom kan skrivas som en produkt av linjira faktorer (t— o) (t—

B)- ]

10.2 Skevsymmetriska matriser

Lat S, vara det komplexa delrummet av skevsymmetriska (n x n)-matriser.
En matris B #r skevsymmetrisk om B = —BT. Det komplexa vektorrummet
S, har dimension n(n —1)/2 da elementen pa nedre diagonal bestims av den
ovre diagonalen och diagonal elementen ir alla noll.

Hjilpsats 10.6. Lat k > 0 wvara ett fizerad heltal, och lat n vara ett tal
som ej delas av 2%. Dd har vi att varje mangd av kommuterande avbildningar
A1,...,Ar pa C" har en gemensam egenvektor.

BEvVIS: Vi visar satsen med induktion 6ver k. For k = 1 har vi att n
nodvéndigtvis dr udda n = 2m + 1. Av hjilpsats 10.4 har vi att varje av-
bildning T : C* — C™ har en egenvektor, och av hjilpsats 10.2 har vi da,
med d = 2, att varje mingd av kommuterande avbildningar pa C™ har en
gemensam egenvektor.

Antaga nu att pastidendet giller for k = 1 — 1, d.v.s. alla kommuterande av-
bildningar p4 C" har en gemensam egenvektor, dir 2V ej delar n. Vi skall
nu visa att pastaende ocksa ir sant for k = L.

Lat A : C* — C™ vara en godtycklig linjir avbildning dir 2! ej delar n. Av
hjilpsats 10.2 behover vi bara visa att A har en egenvektor, och kombinerad
med induktionsantagandet kan vi lata | vara sadant att 2V delar n.

Vid att anvinda att 2" delar n, men att 2V ej delar n far vi att 2V ¢j delar
till dimensionen n(n — 1)/2 till vektorrummet av skevsymmetriska matriser
Sn. Vi skall anvénda induktionsantagandet pa vektorrummet S;,.

Definiera féljande tva avbildningar Ty och T, pa S, vid
Ti(B) =AB —BA' och T,(B)=ABAT,
for alla skevsymmetriska matriser B. Lisaren kollar sjalv att T;(B) och T»(B)

ocksd dr skevsymmetriska, och att avbildningarna kommuterar. Foljaktligen
har vi av induktionsantagandet att Ty och T, har en gemensam egenvektor E.
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Med andra ord har vi att T;(E) = AE och att To(E) = vE for nagra komplexa
tal A och v. Detta ger ekvationen

vE =T,(E) = AEAT = A(AE — Ty(E)) = A(AE —AE),

vilket vi kan skriva om som (A2 —AA —+v)E = 0. Fér varje kolonn v i E har vi
da ekvationen

(A2 —AA —v)v =0.
Det komplexa polynomet p(t) = t2 — At — v kan vi skriva som p(t) = (t —
a«)(t — B). Vi later v vara en icke-noll kolonn i E och sitter w = (A — BI,)v.
Om w = 0 &r v en egenvektor for A, och w # 0 har vi att w ir en egenvektor
for A da vi av ekvationen 6ver har att

(A —aly)w = (A — al)(A— Bl )v=0.

Vi har da visat att var godtyckliga avbildning T : C* — C™ har en egenvektor
och av hjilpsats 10.2 har vi, med d = 2!, att varje mingd av kommuterande
avbildningar har en gemensam egenvektor. Vilket vi skulle visa. |

Foljdsats 10.7. Varje mdngd av kommuterande avbildningar pa C* har en
gemensam egenvektor.

Bevis: Till ett givet heltal n kan vi alltid hitta nigot k sidan att 2% ej delar
n, och pastaendet foljer da av hjilpsatsen. [ |

Sats 10.8 (Algebrans Fundamentalsats). Varje polynom p(t) = t™ +
art™ '+ .- 4 a, med kompleza koefficienter kan skrivas som en produkt av

linjdra faktorer, d.v.s.
n

p(t) =] [t — o).

i=1

BEvis: Det ar tillrickligt att visa att ett godtycklig polynom p(t) har ett
nollstélle «, ty detta ger att p(t) = q(t)(t— «) var graden till q(t) 4r 1 mindre
an graden till p(t). Vi kan dérfor anvinda induktion pa graden och varav
resultatet foljer.

Vi skall darfor visa att p(t) har ett nollstille. Lisaren kan litt verifiera att
p(t) = det(tl,, — A), dir matrisen

00 -+ 0 —an

10 -+ 0 —an_g
A= . . . . )

00 -+ 1T —a

Med andra ord dr p(t) det karakteristiska polynomet till ndgon linjéar avbild-
ning A : C* — C". Av foljdsats 10.7 har denna linjéira avbildning en egen-
vektor, och da ocksa ett egenvirde «. Egenvirdet « &r ett nollstélle till det
karakteristiska polynomet p(t). [ |
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