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Nagra ord pa vigen

Detta kompendium dr skapat fér att anvindas som litteratur till KTHs MATE-
MATISKA CIRKEL under lisaret 2004-2005. Kompendiet bestar av atta av-
snitt, samt ett inledande avsnitt. Kompendiet dr inte tinkt att ldsas pa egen
hand, utan ska ses som ett skriftligt komplement till undervisningen pa de sju
traffarna.

Som den mesta matematik pa hégre niva dr kompendiet kompakt skrivet.
Detta innebir att man i allménhet inte kan lisa det som en vanlig bok. Istéllet
bor man préva nya satser och definitioner genom att pa egen hand exemplifiera.
Dérmed uppnar man oftast en mycket béttre férstaelse av vad dessa satser och
deras bevis gar ut pa.

Ovningsuppgifterna ir fordelade i tva kategorier. De med udda nummer har
facit, och syftet med dessa ar att eleverna ska kunna rikna dem och pa egen
hand kontrollera att de forstatt materialet. De med jimna nummer saknar
facit och kan anviindas som examination. Det rekommenderas dock att man
forsoker 16sa dven dessa uppgifter 4ven om man inte examineras pa dem. Om
man kor fast kan man alltid friga en kompis, en lirare pa sin skola eller nagon
av o0ss.

Vi bor ocksa ndmna att fa av uppgifterna dr helt enkla. Kika dérfor inte i
facit efter ndgra f4 minuter (om du inte 16st uppgiften), utan prata férst med
kompisar eller forsok litet till. Alla uppgifter ska ga att 16sa med hjilp av
informationen i detta kompendium.

KTHs Matematiska Cirkel finasieras av Marianne och Marcus Wallenbergs
Stiftelse. Vi tackar Dan Laksov och Roy Skjelnes, bada fran Institutionen for
Matematik vid KTH, for deras givande kommentarer om denna skrift.



Nagra ord om Cirkeln

KTHs Matematiska Cirkel, i dagligt tal bendmnd Cirkeln, startade 1999.
Dess ambition dr att sprida kunskap om matematiken och dess anvindnings-
omraden ut6éver vad eleverna far genom gymnasiekurser, och att etablera
ett ndrmare samarbete mellan gymnasieskolan och hoégskolan. Cirkeln skall
sirskilt stimulera elevernas matematikintresse och inspirera dem till fortsatta
naturvetenskapliga studier. Léirarna pa cirkeln kan vid behov ge eleverna
férslag pa dmnen till projektarbeten vid gymnasiet.

Till varje kurs skrivs ett kompendium, varav detta ar ett exempel, som distri-
bueras gratis till eleverna. Detta material, liksom 6vriga uppgifter om KTHs
Matematiska Cirkel, finns tillgingligt pa

http://www.math.kth.se/cirkel

Sedan 2001 godkinns Cirkeln av Stockholms Stad som en 50-poédngskurs eller
som matematisk breddning. Det ar upp till varje skola att godkinna Cirkeln
som en kurs och det &r lirarna fran varje skola som sétter betyg pa kur-
sen. Lararna dr sjilvklart ocksa vilkomna till Cirkeln och minga har kommit
overens med sin egen skola om att fi Cirkeln godkind som fortbildning eller
som undervisning. Vi vill gdrna understryka att foreldsningarna &r éppna for
alla.

Vi har avsiktligt valt materialet fér att ge eleverna en inblick i matematisk
teori och tankesétt och presenterar diarfor bade nagra huvudsatser inom varje
omrade och bevisen for dessa resultat. Vi har ocksa som malsittning att bevi-
sa alla satser som anvinds om de inte kan forutsittas bekanta av elever fran
gymnasiet. Detta, och att flera 4mnen &r pa universitetsniva, gor att lirarna
och eleverna kan uppleva programmet som tungt, och alltfor langt 6ver gym-
nasienivin. Meningen dr emellertid inte att lirarna och eleverna skall behérska
dmnet fullt ut och att lira in det pad samma sétt som gymnasiekurserna. Det
viktigaste dr att eleverna kommer i kontakt med teoretisk matematik och far
en inblick i matematikens vdsen. Var forhoppning ér att ldrarna med denna
utgangspunkt skall ha ldttare att upplysa intresserade elever om KTHs Mate-
matiska Cirkel och 6vertyga skolledarna om vikten av att 1ita bade elever och
larare delta i programmet.



Nagra ord om betygssittning

Ett speciellt problem tidigare ar har varit betygssittningen. Detta borde em-
ellertid bara vara ett problem om ldrarna anvéinder sig av samma, standard som
de gor nir de sitter betyg pa ordinarie gymnasiekurser. Om utgangspunkten
istéllet &r att eleverna skall fa insikt i matematiken genom att gi pa fore-
lasningarna och att eleven gor sitt bésta for att forstad materialet och 16sa
uppgifterna, blir betygsittningen littare. Sjilvklart betyder det mycket vad
eleverna har lirt av materialet i kursen, men lirarna kan bara forvinta sig att
ett fatal elever behérskar dmnet fullt ut. I det perspektivet blir det litt att
anvianda de officiella kriterierna:

Godkdnd: Eleven har viss insikt i de moment som ingar i kursen och kan pa ett
godtagbart sitt redovisa valda delar av kursen savil muntligt som skriftligt.
Detta kan ske genom att eleven haller foredrag infor klassen, redovisar eller
lamnar en rapport till sin matematiklirare.

Vil godkand: Eleven har god insikt i flera moment fran kursen. Eleven kan
redovisa dessa moment bade skriftligt och muntligt och dessutom uppvisa
l6sningar pa problem som givits pa kursen. Detta kan ske genom att eleven
haller foredrag infor klassen, redovisar eller limnar en rapport till sin mate-
matiklirare.

Mycket wvdl godkdand: Eleven har mycket god insikt i flera moment av kur-
sen och ldmnar skriftliga redovisningar av flera delar av kursen eller limnar
I6sningar pa problem som givits pa kursen. Detta kan ske genom att eleven
héller foredrag infor klassen, redovisar eller ldmnar en rapport till sin mate-
matiklirare.

Det dr ocksa majligt att skolorna samarbetar, sa elever fran en skola redovisar
eller lamnar rapport for en ldrare i en annan skola.

Forfattarna, augusti 2004



1 Introduktion

For att pa ett enkelt och kortfattat sitt kunna beskriva det vi 6nskar i féljande
kapitel kriavs att vi behérskar lite elementir méingdlira. Vi ska darfor ga ige-
nom grunderna héir.

En mdngd innehdller objekt, utan repetition. Objekten kallar vi for element.
Den tomma mdangden innehaller ingenting. Ibland kan en méngd presenteras
genom att elementen skrivs i godtycklig ordning mellan ett par krullparenteser

{h-

Exempel 1.1. Méingden som innehaller elementen 1, 3 och a kan exempelvis
skrivas {1, 3,a} eller {1,q,3}. A

Att ett element x ligger i midngden A betecknas z € A. Att mingden B ar
en delmdngd till méngden A, d.v.s. att alla element i B ocksa &r element i A,
betecknas B C A.

Exempel 1.2. Mingden {1,a} &4r en delmingd till {1,3,a}, eftersom alla
element i {1,a} finns i méngden {1,3,a}. Vi skriver {1,a} C {1, 3,a}. A

Man ir ofta intresserad av de element som &r element i nagon av tva mingder,
eller i bada méingderna.

Definition 1.3. Unionen av tva mingder A och B bestar av de element som
ligger i nagon av méngderna och betecknas A U B. Snittet av tva méingder
bestar av de element som ligger i bada méingderna och betecknas A N B.

Exempel 1.4. Lat A = {1,3,5,6} och {5,8,3,4711}. D4 har vi AUB =
{1,3,5,6, 8,4711} och AN B = {3,5}. A

Vi ska nu titta pa nagra viktiga talmidngder. Den méangd vi anvinder f6r att
rikna féremal dr de naturliga talen {0,1,2,3,...}. Denna mingd betecknas
N och beteckningen kommer fran Naturliga tal. Tar vi med negativa tal far
vi heltalen {... —3,-2,-1,0,1,2,3,...} = Z (Zahl (tal pa tyska)). Tar vi
kvoter av heltal (med ndmnare skild fran 0) far vi de rationella talen Q (fran
engelskans Quotient (kvot)). Den viktigaste talméngden inom analysen ar de
reella talen. Det &r alla tal som kan skrivas som en (dndlig eller oédndlig)
decimalutveckling. Médngden av dessa betecknas R.

Maingder betecknas ofta mer indirekt, med hjélp av en beskrivning. Innanfor
krullparenteser skriver man da ett uttryck, sedan ett kolon och déirefter re-
striktioner fér uttrycket.

Exempel 1.5. Mingden av alla reella tal storre dn 3 kan skrivas {z € R :
r > 3}. Lat A = {1,2,3,4,5}. D4 giller foljande likheter: {z? : z € A} =
{1,4,9,16,25} och {2 : x € A} = {2,4, 8,16, 32}. A



Vill man beteckna ett intervall av de reella talen anvinder man paranteser och
hakparanteser. Exempelvis betecknar [a,b] mingden av alla reella tal mellan
a och b, inklusive dessa (d.v.s. [a,b] = {z € R : a < z < b}) och (a,b) ar
samma intervall, men utan a och b ((a,b) = {z € R: a < z < b}). Dessa
intervall kallas slutna respektive dppna. Det finns dven halvéppna intervall,
t.ex. [a,b) = {z € R:a < z < b}.

Det vi kommer att forutsitta i hela kompendiet dr att lisaren kédnner till
derivatan av de elementéiira funktionerna, sisom derivatan av 2™, sin(z), e*, ...
samt produktregeln och kedjeregeln for derivering.

*I



2 Griansvarden

Vilket tal i méngden [0, 1] &r storst? Talet 1 verkar ju vara en given vinnare,
vilket ocksé stimmer. Vi skriver

max[0,1] =1

min[0,1] =0
Om jag nu fragar efter det storsta talet i méngden [0,1) blir det betydligt
svarare. Svaret ir att inget tal dr storst. (Varfor? Om nagot tal dr stérst borde

vi kunna ange det, eller hur?) Lat oss precisera var intuitiva uppfattning av
storsta elementet i en mangd.

Definition 2.1. M &r en odvre begrinsning till en mingd G om x < M for
allaz € G.

Axiom 2.2. Varje uppat begrinsad delméngd av de reella talen har en minsta
Ovre begrinsning.

Axiom 2.2 ir inte sant om vi endast studerar de rationella talen da t.ex.
{z € Q: z? < 2} saknar minsta 6vre begrinsning (v/2 ¢ Q).

Definition 2.3. Den minsta 6vre begrinsningen av en mingd A kallas for
supremum av A och skrivs sup A.

Exempel 2.4. sup|0,1] = max|[0,1] = 1. A

Exempel 2.5. sup[0,1) = 1 medan max [0, 1) saknas. A

Pa ett analogt vis kan vi definiera infimum av en méingd A eller inf A som den
storsta undre begrinsningen av A.

I resten av detta kompendium kommer vi att anvinda oss mycket av absolut-
belopp. Lat paminna oss om vad vi menar med beloppet av x.

2] x ,daxz >0
Il =
—z ,daxz<0

Beloppet av = anger avstandet fran z till talet 0. Lite mer allmint kan vi
skriva |z — a| = b som betyder att avstandet fran z till a &r b.

Exempel 2.6. |3 —4|=|—1| =1. [4—-3| = 1| = 1. Alltsa, avstandet mellan
4 och 3 ar 1. A

Betrakta foljande f6ljd av brak



Intuitivt vet vi att nir n blir storre och stérre sa blir 1/n mindre och mindre,
och vi kan komma hur nira 0 som helst bara vi véiljer ett tillrackligt stort n.
Det &r denna intuitiva uppfattning om gransvdrden som vi vill géra matematik
av.

Lat oss betrakta en godtycklig talfoljd av reella tal ai,as,as,... eller lite
forenklat {a,},- . Vi fragar oss om talféljden stabiliserar sig vid nagot vérde
for stora virden pa n. I exemplet med 1/n tycks talféljden ndrma sig 0. Vi
inf6ér foljande definition

Definition 2.7. En talfoljd {a,},-, sigs konvergera mot grinsvirdet A om
det for alla € > 0 finns ett N sadant att |a, — A] < € dd n > N. Vi infor
beteckningen

lim a, = A.
n—oo

En talfoljd med denna egenskap kallas konvergent, annars divergent.

Exempel 2.8. Lat oss visa att lim,_, % = 0. Tag ett godtyckligt € > 0. Om
vi véljer n > 1/e sa far vi att

Exempel 2.9. Lit oss visa att lim, ,,,e™™ = 0.

Tag ¢ > 0. Vi vill nu finna ett N sadant att e™" < ¢ for allan > N. Det giller
att e — 0] < e om —n < Ilne eller om n > —Ine. A

Exempel 2.10. Ar lim,_,o, n? konvergent? Intuitionen séger oss att det inte
ar si. Nar n vixer s vixer n’ dnnu fortare. Lat oss anta att det skulle kon-
vergera mot talet C. Tag som exempel att ¢ = 1. Om uttrycket dr konvergent
skall vi kunna, hitta ett N, sa att

|n2—C‘<1

for alla n storre dn N. Men hér ser vi direkt att om vi véljer ett n mycket storre
an C, sa kommer inte olikheten att gilla. Alltsa &r inte lim,,_,o, n? konvergent.
A

En talfoljd {an},. ; kallas vizande om an41 > ap, for alla n € N, och uppdt
begransad om det finns en 6vre begriansning till {an},-, d.v.s. ett tal M
sadant att a, < M for allan € N.

Sats 2.11. En talfoljd {an}52, som dr vdzande och uppat begrinsad dr kon-
vergent och

lim a, = sup{a, :n > 1}.
n—00



BEvis: Antag att talféljden dr uppat begrinsad av talet M, d.v.s. M &r en
ovre begrinsning till talféljden. Enligt Axiom 2.2 finns det en minsta Gvre
begransning till {a,}, -, 14t oss kalla denna minsta 6vrebegrénsning for K.
Vi har att

sup{a, : n > 1} = K.

Da K 4r den minsta 6vre begrinsningen till talféljden sa finns det tal i
talfoljden odndligt ndra K (i vissa fall dven lika stora som K). D.v.s. for
varje givet € > 0 finns ett N sadant att K —ay < €. Men da talfoljden &r
vaxande kommer K — a, < ¢ for alla n > N. Vi har visat att grinsvirdet av
talfoljden dr K, d.v.s.

lim a, = K.
n—oQ

Sats 2.12. Lat Iy = [ak, b] vara slutna intervall sadana att Iy C Iy for alla
k > 1. Da finns det atminstone en punkt x© sadan att x € Iy, for alla k.

BEevis: Vi observerar att a, < b, for alla m och n, ty om n > m har vi
an < by < by, annars om m > n har vi a, < @ < by, Talfoljden {ay}32,
ar vixande och uppat begrinsad av varje bi. Enligt sats 2.11 &r talfoljden
konvergent med grinsvirdet x = sup ak. Vi har att a,,, < x for varje m och att
z < by, for varje m eftersom alla b, dr 6vre begrénsningar till {a;}32, varav
z &r den minsta. Alltsa har vi visat att z € I for alla k. [ |

Vi har definierat vad vi menar med att en talfoljd {an},- ; konvergerar mot
ett grinsvirde. Denna definition ar enkel att generalisera till funktioner. Vi
borjar med att forklara vad som menas med en funktion.

Definition 2.13 (Funktion). En funktion f : A — B tilldelar till varje
element i mingden A ett unikt element i mindgen B. Mingden A, som ofta
betecknas Dy, kallas definitionsmdngd och méngden B kallas malmdngd.

f

En funktion kommer alltsd i ett paket med sin definitionsméingd och sin
malméngd. I manga fall 4r det underforstatt vilken definitions- och malméngd
det handlar om, och vi utelamnar dem.

Exempel 2.14. Nir vi skriver funktionen f(z) = 3z, s menar vi samtidigt
att f:R—> R A

10



Om vi inte skriver ut malméngden i detta kompendium, sa ir det alltid R
som giller. Att det inte &r lika viktigt att ange malmingden som defini-
tionsméngden, ser vi i féljande exempel.

Exempel 2.15. Lit f(z) = 2?, Dy = [2,5]. Som malmingd kan vi ta R eller
[4,25]. A

Ett nagot mer abstrakt exempel kan se ut enligt féljande.

Exempel 2.16. Lat A = {z,y,z} och B = {a,b,c}. Lat oss definiera en
funktion f : A — B genom att f(z) =b, f(y) = a och f(z) =b. A

En viktigt begrepp forknippat med alla funktioner &r funktionens virdemdangd
V¢. Det dr den méngd vi fir om vi stoppar in alla tal i definitionsméngden i
funktionen

Vi={f(z) :z € Dy}

Exempel 2.17. Tag f : R — R och f(z) = z2. Vi inser att vi aldrig kommer

att f4 ut ett negativt tal ur funktionen, nir vi stoppar in ett reellt tal. Dock

kommer vi att fa ut alla reella positiva tal. Vi har virdeméngden V; = [0, 00).
A

Lat oss nu utvidga var definition av gransvirde till funktioner.

Definition 2.18. En funktion f : R — R sigs ha grdnsvdrdet A da © — oo
om det for alla ¢ > 0, finns ett N sadant att |f(z) — A| < e dd £ € Dy och
x > N. Vi infor beteckningen

lim f(z) = A.

T—00
Exempel 2.19. Lat f(z) = % Da z vixer, avtar % mot 0. Lat oss visa att

1
lim — =0.
T—00 I
Tag ett € > 0. Vi vill visa att vi kan vilja ett N (som beror pa virdet av ¢)

sadant att

1
——0l<e
X

diz>N.Vilj N >1 diérl/z <eforallaz> N. A

Med funktioner &r man emellertid inte endast intresserad av grinsvirden da
 — oo utan dven i en godtycklig punkt. Vi infér detta med en liknande
definition.

Definition 2.20. En funktion f ségs ha grdinsvdrdet A da x — a om det for
alla e > 0, finns ett § > 0 sadant att |f(z) — A| < € da |z — a|] < 6. Vi infér
beteckningen

lim f(z) = A.

Tr—a

11



Som ett exempel pa ovanstiaende definition kan vi definiera derivatan.

Definition 2.21. Lat f vara en funktion definierad pa intervallet (a,b) och
lat = € (a,b). Om griansvirdet

L St h) = (@)

h—0 h

existerar, sigs f vara deriverbar i punkten z. Gransvirdet betecknas med
f" (z) och kallas derivatan av f i punkten x.

Sats 2.22. Antag att
lim f(z) = A och lim zy = a,
k—o0

r—a
da foljer att
lim f(zg) = A.
k—o0
BEvIs: Lat € > 0. Vi vill visa att det finns ett K sadant att
|f(zk) — Al < e (2.1)

omk > K.

Forutsittningarna for satsen siger att det finns ett § > 0 sadant att
|f(z) — Al <eom|z—a|<§ (2.2)

och att det finns ett K sadant att |z —a| < d om k > K. [ ]

Vi definierar nu vad vi menar nér vi séger att en funktion ir begrdnsad.

Definition 2.23. Funktionen f sigs vara begrinsad om det finns ett tal M
sa att f(z) < M for alla z i definitionsméngden.

Sats 2.24. Lat f och g vara begransade funktioner definierade pa intervallet
(a,b) och anta att

lim f(z) =A4, lim g(z) = B,
T—T0 T—To
da foljer att
1. limg_yy (f(z) + g(z)) = A+ B,
2. limg_yz, (f(z)g(x)) = AB.

BEVIS: Vi anvinder oss av definitionen.

12



1. Tag € > 0. Vi vill visa att det finns ett § > 0 sddant att
[f(z) +g(z) —A-B|<e
for alla |z — zo| < ¢. Triangelolikheten ger oss
f(z) +9(z) — A— B[ <|f(z) — A] + |g(z) — B|

Da limy 4, f(z) = A och lim,_,;, g(z) = B vet vi att det finns tal d;
och do sadana att

f@)-Al<s5, dife—ml <
och
l9(@) = BI <2, dile—ao| <.
Detta ger att
F(@)+9(e) — A~ B < |f(2) — Al +lge) — B| < 5 + 5 <,

da |z — zo| < min(d, d2).

2. Tag e > 0. Vi vill visa att det finns ett § sadant att |f(z)g(z) — AB| < ¢
for alla |z — zo| < d. Lat K vara storre dn |B| och storre &n sup f. Da
limy_,,, f(z) = A och lim,_,;, g(z) = B har vi att det finns tal J; och
d2 sadana att

€

ﬁ’ dfoi. |$—.’I)0| <51,

|f(z) = Al <

€ o
l9(e) = BI < 5=, délo— o] <.

Detta ger att

|f(z)g(z) — AB| = |f(z)g(z) — f(z)B+ f(z)B — AB|
< |f(x)g(z) — f(z)B| + |f(z)B — AB|
= |f(@)|lg(z) — B| + |B||f(z) — A
< Klg(z) - Bl + K |f(z) — A|
< K% + K% <

da |z — zo| < min(d1, d2).

Exempel 2.25. Vi visar att derivatan av en konstant ar noll. For en konstant
funktion f giller att f(z) = C for alla z. Darfor far vi

lim L&MW @) OO 0

h—0 h h—0 h h—0

13



Exempel 2.26. Ett annat vilbekant exempel ar

. (z+h)? — a2 . x?+2zh + h? - 12? . 2xh+ h?
lim ——— = lim = ljm =2~ " —
h—0 h h—0 h h—0 h
= lim (2z+ h) = lim (22) + lim(h) =22 + 0 =2z
h—0 h—0 h—0

d.v.s. att derivatan av z2 dr 2z. P4 samma sitt kan vi visa att derivatan av
" &r na! A

Ovning 2.1. Bestiim viirdemiingden till funktionen f : [4,9] — R dir

Ovning 2.2. Lit oss betrakta funktionen f: {r € R:z > 2} - R

_2x+1
T or-—1"

f(z)

Vad ér limg_, o f(2)?

Ovning 2.3. Visa att

3n 41
Sup{:_:_2 :n:O,1,2,3,...}:3.

Ovning 2.4. Visa att talfoljden {a,}°° ,

" /1 1
=3 (5 577)

k=1

ar konvergent. Vad ar grinsvérdet?

14



3 Kontinuitet

Definition 3.1. En funktion f sigs vara kontinuerlig i punkten x = a om

lim f(x) = f(a).

T—a

Funktionen f sédgs vara kontinuerlig om f dr kontinuerlig i alla punkter i sin
definitionsméngd.

Lemma 3.2. Lat f vara en kontinuerlig funktion och lat

lim zp = a, (3.1)
k—o0

da foljer att
Jim f(zx) = f(a).

Bevis: Eftersom f &dr kontinuerlig foljer att

lim f(z) = f(a). (3.2)

T—a

Identiteterna (3.1) och (3.2) ger via Sats 2.22 att
lim f(zx) = f(a),
k—o00

vilket vi skulle visa. |

Lemma 3.3. Lat f vara kontinuerlig i punkten © = a och f(a) > c. Da
existerar ett oppet intervall I = (a — §,a + 0) kring x = a sadant att f(z) > ¢
for alla x € 1.

BEvis: Tag ¢ > 0 sadant att f(a) — ¢ > €, vilket dr ekvivalent med att
f(a) —e > c. Da f dr kontinuerlig i z = a giller att

lim f(z) = f(a)
som i sin tur betyder att vi kan finna ett § > 0 sadant att |f(z) — f (a)| < €
da |z —a| < 0. Att |f(z) — f(a)| < € betyder att f(a) —e < f(z) < f(a)+¢,
vilket ger att ¢ < f(a) —e < f(z) forallaz € I = {z: |z — a|] < ¢}. [ ]

Sats 3.4. Ldt f : [a,b] = R vara kontinuerlig. Da antar f alla virden mellan
f(a) och f(b), d.v.s. for varje c sadant att f(a) < ¢ < f(b) finns det ett xg
sadant att f(xzg) = c.

BeEvis: Om f(a) = f(b) finns det inget att visa. Antag att f(a) < f(b), det
motsatta fallet f(b) < f(a) kan behandlas analogt. Lat ¢ vara ett godtyckligt

15



tal sadant att f(a) < ¢ < f(b) Vi vill visa att det finns ett tal zy sadant att
fzo) = c.

Lat oss bilda midngden M = {z € [a,b] : f(z) < ¢} som ej dr tom eftersom
a € M (eller hur?). Vi ska nu visa att A = sup M uppfyller att f(A) = c¢. Ett
sitt att visa detta dr att visa att vi inte har varken f(A) < celler f(A) > c.

Antag att f(A\) < c. Eftersom f(A) < ¢ < f(b) kan vi inte ha A = b alltsa
maste A < b. Enligt foregdende lemma finns det nu ett 6ppet intervall I kring
A sadant att f(z) < ¢ for alla z € I, d.v.s. det finns ett tal § > 0 sadant att
f(z) <cda A<z <A+4. Alla dessa = ligger alltsa i M, men detta strider ju
mot att A = sup M. Vi har fatt en motségelse till vart antagande att f()) < c.

Antag nu att f(A) > c. Eftersom f(\) > ¢ > f(a) miste A > a. Aterigen far
vi fran foregaende lemma att det finns ett tal § > 0 sadant att f(x) > ¢ da
A—0 < z < A Detta betyder att det inte kan finnas nagot tal i M i intervallet
(A =4, A]. Detta strider mot att A = sup M.

Vi har fatt onskad likhet f(\) = ¢. Da ¢ var godtyckligt vald i [a, b] giller att
[ antar alla virden mellan f(a) och f(b). |

Sats 3.5. Lat f vara en kontinuerlig funktion pa det slutna intervallet 1 =
[a,b], da gdller att maxgey f(x) och mingey f(x) existerar.

BEvIs: Lat oss visa att max,c; f(x) existerar, d.v.s. att det finns en punkt
p € I sadan att sup,c; f(z) = f(p). Att minger f(z) existerar foljer pa ett
analogt vis.

Lat A = sup,¢; f(z), da foljer att for varje positivt heltal k existerar det ett
tal z; sadant att

|A — f(zi)| < % (3.3)

Dela intervallet I mitt itu och lat I; beteckna en av delarna som innehaller
oéndligt manga tal ur talféljden {z}72,. Dela nu intervallet I; mitt itu och
lat I, beteckna en av delarna som innehaller odndligt manga tal ur talfoljden
{zk}72,- Vi aterupprepar proceduren och far de slutna intervallen I D I D
I3 O .... Lat nu ¢; vara det forsta talet i talféljden z, zo,x3,... som ligger i
intervallet 17, alltsa ¢ = X,,. Antag att z,, dr det forsta talet i f6ljden som
ligger i intervallet I. Lat d& ¢, vara det forsta talet i den resterande talféljden
Tm1, T2, Lmts, - - - som ligger i intervallet Io. Aterupprepa denna procedur
for att skapa talfoljden {g,}5° ;, dir ¢, € I,. Vi har fran ekv. 3.3 att

A= flan)] <+, dvs. Tim flg) = A (3.4)

Enligt sats 2.12 finns det ett tal p sadant att p € I, for alla heltal n > 1.
Langden av intervallet I dr b — a vilket ger att lingden av intervallet I,, =
(b — a)/2"™. Eftersom bade p och g, finns i intervallet I, giller att

b—a )
lp — qn| < on d.v.s. nlggo Gn = - (3.5)
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Fran lemma 3.2 foljer att

f(p) = lim f(qn) = A

n—oo

vilket visar att

sup f(x) = f(p)-

el
|

Definition 3.6 (Lokal maximipunkt). Funktionen f ségs ha en lokal maxi-
mipunkt i p om det existerar ¢ > 0 sa att f(z) < f(p) for alla z dér |z —p| < €.

Pa samma séitt kan vi forstas definiera en lokal minimipunkt. Vi bevisar nu
att i en lokal maximipunkt dr derivatan noll.

Sats 3.7. Lat f vara definierad pa intervallet [a,b]. Om f har ett lokalt maz-
imum 1 punkten p och om f'(p) existerar, sa dr f'(p) = 0.

BEvIs: Tag en omgivning (p — 6, p + 6) till punkten p,sd att a <p—0 <p <
p+ 0 < b. For alla z till vinster om p, d.v.s. p — § < = < p, gilller det att
f(z) — f(p)
r—p
eftersom f(z) < f(p) och £ < p. Om vi skriver x = p + h och later h — 0
(d.v.s. z — p), sa far vi
flp+h)—f(p)

. f(-T)—f(p)_ gt
.

>0

For alla z till héger om p giller

f(z) — f(p)
T—p

<0

eftersom f(z) < f(p) och z > p. Om vi later z — p far vi, pa samma sitt som
ovan, att

i $@) = 1)

T—p T—0p

= f'lp) <0

Vi har nu fatt fram att f'(p) > 0 och f'(p) < 0. Enda mojligheten ir att
f'(p) =0. u
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Sats 3.8 (Medelvirdessatsen). Lat f vara kontinuerlig pd intervallet [a,b),
och deriverbar i (a,b). Da finns det en punkt xo € (a,b) sa att

f(b) = f(a) = (b= a)f'(zo) (3.6)

BEevis: Lat oss definiera en ny funktion h pa intervallet [a, b] som

h(t) = (f(b) = f(a))t — (b—a)f(t).
Funktionen A ir helt klart kontinuerlig och deriverbar, med derivatan h'(t) =
(f(d) = f(a)) — (b—a)f'(t), eftersom f &r kontinuerlig och deriverbar. Om vi

kan visa att det finns en punkt zo sd att h'(zg) = 0, s& har vi bevisat satsen
(jamfor h'(zg) = 0 med ekv. (3.6)). Vidare giller

h(b) = h(a) = af(b) - bf(a)

Lat oss forst anta att h &r konstant. I sddana fall kan vi vilja g till vilken
punkt som helst i intervallet (a, b), eftersom derivatan av en konstant funktion
ar noll. Alltsa, om h #r konstant, sa ér h'(z¢) = 0 for alla zg € (a,b).

Lat oss nu anta att funktionen h inte dr konstant; det betyder att det maste
finnas en punkt ¢t € (a,b) sa att h(t) # h(a); l1at oss anta att h(t) > h(a)
(h(t) < h(a) fallet dr analogt). Detta leder, enligt Sats 3.5, till att det maste
finnas en punkt zop € (a,b) dir h antar sitt maximala virde. Eftersom h
ar deriverbar, vet vi, enligt Sats 3.7, att i sidana lokala maximipunkter &r
h'(zg) = 0, vilket bevisar ekv. (3.6). [ |

Ovning 3.1. Visa med hjilp av definitionen fér griansviirde att derivatan av

1. z° ar 3z2.

2. Lgr —L
x T

Ovning 3.2. Visa med hjilp av definitionen fér grinsviirde att
1

T—00 T

Ovning 3.3. Bestim konstanterna a,b och ¢ si att funktionen f : R — R

definierad som
-2 ,diaz<?2

flx)=1qa ,daz =2
bxr+c ,daz>2

och dess derivata blir kontinuerliga funktioner.

Ovning 3.4. Visa att

. V1i+z-1 1
lim —— M = —.
z—0 T 2

(Tips: Anviind konjugatregeln, d.v.s (a + b)(a — b) = a® — b?.)
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4 Integralen

Efter de mer inledande avsnitten om grinsvirden och kontinuerliga funktio-
ner, ska vi ge oss in pa titeldmnet for detta kompendium — integraler. Det
bakomliggande skilet till att infora integraler &r att vi skulle vilja berdkna
arean under grafen till funktionen f i intervallet [a, b].

A

y

Idén ar att approximera arean genom att berdkna arean av en antal rektanglar,
som &r inskrivna under grafen

A

Till rektangelns hojd tar man, som i bilden, nagot funktionsvérde i stapelns
intervall. Vi kan tdnka oss att om vi minskar bredden, d.v.s. viljer fler och
fler staplar med mindre och mindre bredd, sd kommer vi att f4 en béttre och
béttre approximation till den riktiga arean. Vi ska berdkna arean genom att
lata bredden av staplarna ga mot 0 och antalet mot ofdndligheten.

Lat [a,b] vara ett intervall. En uppdelning P av intervallet [a,b] &r en mingd
tal zg,x1,T2,...,%, sddana att a = 9 < 1 < 2 < ... < z, = b. Antag att
f ar en begrinsad funktion definierad pa [a,b], d.v.s. det finns en konstant c
sadan att |f(z)| < c for alla = € [a,b]. Vi vill understryka att vi bara kommer
att definiera integraler for begrinsade funktioner i detta avsnitt.
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M;

my

Lat A; = z; — z;—1 och definiera o

m.a.p. uppdelningen P som

U(P, f)

L(P, f)

Det &r klart att U(P, f) > L(P, f)

sup f (‘T) ) (4 1)
T;—1<TLT;
inf  f(z). (4.2)

T;—1<TLT;

versumman respektive undersumman av f

n

= > MA, (4.3)
=1

= Y mid,. (4.4)
=1

eftersom M; > m; for alla i.

Exempel 4.1. Lit I = [0,2] och definiera p& I funktionen f(z) = z2. L&t P

vara uppdelningen 0, %, 1, E,
1
Al = §7A2 =
mi = 0,m2 =
1
Ml = ZaMQ =
Vi far darfor
1
11
L(P = —._

2 av intervallet I. Vi har att

1 3 1
T Aa=22 A, ==
2; 3 4; 4 4
T
4,m3— ’m4_16
49
1, M3 = —, M, 4
) 3 16’ 4
1 1 3 49 1 105
.z oy 2= 4.
4 2+1 4+16 4 64’ (4.5)
1 49 3 1 251
o=t = 4.
1 2+16 4+ 4 64 (4.6)
A

For olika uppdelningar P far vi olika virden pa U(P, f) och L(P, f). Nu &r
tanken att vi vill hitta ett P, som ger oss det minsta U(P, f) och ett Ppq,
som ger oss det stirsta L(P, f). Vi definierar dverintegralen respektive un-

derintegralen av f genom

dar

ir}gf U(P, f):=inf{U(P, f
sup L(P, f) = sup{L(P, f
P

mfU(P, f),

sup L(P, f),
P

)
):

P &r en uppdelning av I}
P &r en uppdelning av I}
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Om overintegralen och underintegralen ar lika sigs f vara integrerbar och det
gemensamma virdet kallas for integralen av f och skrivs

b
[ty »

Definition 4.2. Vi sédger att Q) &r en forfining av en uppdelning P om P C Q).

Sats 4.3. Om Q dr en forfining av en uppdelning P da foljer att
L(P,f) < L(Q,f) U, f) U f). (4.10)

Bevis: Att L(Q, f) < U(Q, f) édr kint fran tidigare. Vi viljer att visa att
U@, f) SU(Pf), att L(P, f) < L(Q, f) f6ljer pa ett analogt vis. Antag att
P &r méngden {z;}]_, dir z; < z; om 4 < j. Det ricker att visa att om vi later
P* vara mingden P utokat med en punkt dr U(P*, f) < U(P, f), ty genom
att successivt addera alla punkter ur Q till P far vi U(Q, f) < U(P, f). Antag
vidare att forfiningen P* innehéller talet z* mellan z;_; och ;. Oversummorna
U(P*,f) och U(P, f) ar lika 6verallt utom bidraget av intervallet [z;_1,z;].
Till 6versumman U(P, f) blir bidraget

(z; —xi—1) sup f(z) (4.11)

;-1 STLL;
medan bidraget till 6versumman U (P*, f) blir

(" —mi1) sup  f(z) +(zi —2%) sup f(z). (4.12)

z;—1<TLT* AR AN 7}

Det ar klart att

sup  f(z) < sup  f(a), (4.13)

T 1 LTLT* T 1T
sup f(z) < sup f(x). (4.14)

T LTy Ti— 1T

Vi har att
(z* —zi—1) sup f(z)+ (zi—2") sup f(z)
Ti1 LTLT* o* < LT;

<((@* —zic1) + (z; — %)) sup  f(x)

Ti—1 ST

< (zi—xi-1) sup  f(x)

Ti—1 ST

Alltsa foljer att bidraget av intervallet [z;_1,z;] till U(P*, f) dr mindre dn det
till U(P, f) och U(P*, f) < U(P, ). n

Vi vet att L(P, f) < U(P, f) for en uppdelning P av ett intervall I. Men &n
sa linge vet vi inte om L(Py, f) < U(Pa, f) for tva uppdelningar P, och P, av
1. Féljande sats visar dock att detta galler.
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Sats 4.4. Varje undersumma dr mindre dn varje éversumma, d.v.s.

/; flz)dz < ff(w) dz. (4.15)

BEevis: Lat P; och P, vara indelningar av intervallet [a,b]. Vi vill visa att
L(P,f) SU(P, f). Vi har att Q = P; U P, ér en forfining av Py savil som
P,. Fran sats 4.3 har vi att

L(P, f) L@, f) SUQ, f) SU(P, f). (4.16)

Vi gor ett motségelsebevis. Antag motsatsen till (4.15), d.v.s.

/Lbf(x) dz — ff(m) dz >0, (4.17)

supL(P, f) — infU(P, f) > (4.18)

P P
Det finns da en uppdelning Py sadan att L(Ps, f) —infp U(P, f) > 0. Det finns
en uppdelning P; sadan att L(Ps, f) — U(P;, f) > 0. Detta dr en motségelse

till att (4.16) géller, alltsa ar antagandet (4.17) felaktigt och darmed ar (4.15)
sann. B

Exempel 4.5. Vi vill visa att
2
/ ey (4.19)
0 3
Vi kommer att utnyttja identiteten
k 1
i = 6(2k3 +3k* + k), (4.20)
=1

som kan bevisas med hjilp av induktion, vilket gar utanfér ramarna fér denna
kurs.

,2] och lat f(z) =

Lat P, vara uppdelnmg 0, 4 o n,
z2. Eftersom M; = (%) och m; = (%)2 har vi att

2n N 2 2n
v = Y (1) s-ms
=1 i=1
2 (220)° + 3(2n)” + 20)
8
3

2+ 1 _)8
3n? 3
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da n — oo, vilket visar att infp U(P, f) < g. Vi har dven att

2n i—1 21 2n—1
wr) = Y (50) & ngzz_1 -3

=1

1
= 6n3(2(2n—1) +3@2n—1)2 +2n—1)
1 8§ 2 1 8
= —(16n® —12n% +2 e s
g3 (100" — 1207+ 2n) =5 = D4 05 2 5

d& n — oo, vilket visar att supp L(P, f) > $. Tillsammans far vi att

f
8
§ sgpL(P,f). (4.21)

Vi vet fran sats 4.4 att supp L(P, f) < infp U(P, f) vilket ger att

2 2 8
/xde:/xde:—.
Jo_ 0 3

Sats 4.6. En funktion f definierad pa ett slutet intervall I dr integrerbar om
och endast om det for varje € > 0 finns en uppdelning P av I sadan att

UP,f)— L(P, f) < e. (4.22)

BEvis: Antag att det for varje ¢ > 0 finns en uppdelning P sadan att U (P, f)—
L(P, f) < e. Vi har att

b
L(P,f) < / f(z)d / f(z)dz <U(P, f), (4.23)

vilket innebir att .
b b
0< / f(x) dw—/ f(z)dz < e. (4.24)
a Ja_

Eftersom (4.24) géiller for varje € har vi att

Zf(x)da::/ibf(m)da:, (4.25)

d.v.s att f ar integrerbar. Antag nu att

ff(x) dz = K f(z)dz = / ’ f(z)dz (4.26)
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géller. Vi vill visa att det for varje € > 0 finns en uppdelning P sadan att

UP,f)—L(P, f) <e. (4.27)
Lat e vara ett positivt tal. Da finns det en uppdelning P; sadan att
UP, f) / fla)ds < & (4.28)

och en uppdelning P, sadan att

b
/ f(z)dr — L(Py, f) < (4.29)

N ™

Tillsammans har vi for férfiningen P = P, U Py

b
UP.1) SUPLT) < [ fla)do+ 5 < Lo f) + < LP.S) +e. (430)

Det vill saga

vilket vi ville visa. |

Exempel 4.7. Skillnaden mellan 6versumman U(P,, f) och undersumman
L(P,, f) i exempel 4.5 ar

U(Pa, f) = L(Pay f) = (@) = . (4.32)

Detta visar att om vi Okar virdet pa n sa minskar skillnaden mellan Gver-
och undersumman. Lat ¢ vara ett godtyckligt positivt reellt tal, da foljer att
U(P,,f)— L(P,, f) = % <eommn > g. Enligt Sats 4.6 ar f integrerbar. A

For integraler géller vissa rakneregler. Vi kommer att anvinda nagra av reg-
lerna, sa vi formulerar dem i en sats och bevisar en av dem.

Sats 4.8. Lat f och g vara en integrerbara funktioner och lat a,b,c vara tal
sddana att a < b < c. Da gdller

/ (1) +9( dx—/ @ d:v-|—/c (z) dz (4.33)
/b dw—l—/ o dw—/ o (4.34)
IRE

b
Flz)ds = — /b () dz (4.35)
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BEvis: Lat oss bevisa ekvation (4.33). For alla partitioner P sa giller det att
UP,f+9) <UL )+ U(Pg). (4.36)

Eftersom f och g ér integrerbara sa finns det, fér varje € > 0, en partition P,
av intervallet [a,c]|, s att

[+
U 1)~ [ fe)ds <
a
C
U(Pg) - [ g(o)ds <.
a
Om vi adderar dessa olikheter far vi

Cc C
U(Py, f)+U(Py,g) < / f(z)dx +/ g(z)dz + 2¢ (4.37)
a a
Per definition av integralen vet vi att

/ (f(@) + 9(@) de <UP,f +9)

for alla partitioner P. Speciellt kan vi anvénda oss av partitionen P,

/ (@) + 9(@)) dz < U(Po, f +9)

Nu anvinder vi ekvation (4.36)

/ "(F(@) + 9(x)) dz <U(Py, f +9) <U(Po, f) + U(Po,g)

Slutligen anvinder vi ekvation (4.37)
| (@) + @) do <UP.f +6) <UD + U9

c C
< / f(z)dz +/ g(z)dz + 2¢
a a

Eftersom ¢ ar godtyckligt, sa drar vi slutsatsen att

C (4 C
/ (f(z) + g(z)) dz < / f(z)dz +/ g(z)dz (4.38)
a a a
Om vi nu kan visa att

[ @ @) do> [ faydat [ oto)ds

s& har vi visat satsen. Detta kan vi gora genom att notera att for alla parti-
tioner giller det att

L(P, f +g) 2 L(P, f) + L(P,g)

25



Vi kan nu, precis som ovan, finna en partition P; sa att
Cc
[ @ds-1(p) <
aC
/ g(z)dx — L(Py,g) < €.
a

Analogt med resonemanget ovan far vi
[ @)+ 9(@) do> LPL T +9) > TP ) + LR
> /cf(:v)d:v+/cg(:v)d:v —2¢
Alltsa

/ (@) +9la)) dz > / f(a)do+ / (@) do

Detta, tillsammans med ekvation (4.38), visar att

/ (7@ + 9(a)) da = / (@) do+ / g(z) do

Ovning 4.1. Visa att det for varje ¢ > 0 existerar en partition P, av intervallet
[0, 1], sa att

U(P,f)_L(Paf)<€

dir f(z) = z. Detta visar att f dr integrerbar.
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5 Integrerbarhet

Sats 5.1. Lat f wara en integrerbar funktion definierad pa intervallet [a,b).
For varje € > 0 ezisterar det en uppdelning P = {zg,x1,...,zn} sadan att

b n
/ f@)de = f(t:)A] <e,
a i=1

ddr t; dr en godtycklig punkt i intervallet [z;_1, z;].

Bevis: Da m; < f(t;) < M;, eftersom m; och M; ér det minsta respektive
storsta funktionsvirdet i intervallet, har vi att

L(P, f) <) f(t)Ai < U(P, f).
i=1
Satsen foljer nu eftersom

b
P < [ 1(a)da <UPS).
|
Definition 5.2. En funktion f ségs vara likformigt kontinuerlig p4 Dy om det
for varje € > 0 existerar ett d > 0 sadant att |f(z) — f(y)| < e om |z —y| < 6.

Vad &r nu skillnaden pa kontinuitet och likformig kontinuitet? Lat oss ta ett
exempel pa detta.

a C

Bada dessa funktioner dr kontinuerliga i det 6ppna intervallet (a, ¢). Funktio-
nen i den vénstra bilden &r dessutom likformigt kontinuerlig, vilket inte &r
sant for funktionen i den hégra bilden. Som ni kanske misstdnker sa dr det
i nirheten av punkten ¢ som det uppstar problem. Antag att ¢ > 0 &r gi-
vet. Oavsett hur litet d vi dn véljer, sa kan vi, genom att ga tillrdckligt néira
punkten c, alltid hitta punkter z och y sa att

[f(z) = f(y) > e

vilket betyder att funktionen inte &r likformigt kontinuerlig pa intervallet
(a,c). Notera att funktionen dock dr likformigt kontinuerlig till exempel pa
intervallet (a,b), didr a < b < c.
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Sats 5.3. Om en funktion f dr kontinuerlig pa ett slutet intervall [a,b] dr f
likformigt kontinuerlig pd [a, b].

BEvis: Lat oss gora ett motségelsebevis. Antag att f &r kontinuerlig men inte
likformigt kontinuerlig pa Iy = [a,b]. Att f &r kontinuerlig siger att for varje
e > 0 och varje zy € Ij existerar ett § > 0 sadant att |f(z) — f(zo)| < € om
|z — 2| < 4. Att f inte dr likformigt kontinuerlig betyder att det finns ett
€ > 0 sadant att hur litet vi &n véljer § > 0 sd finns alltid z och y sddana att

|z =yl < och |f(z) — f(y)| > e

Lat oss vilja § i en avtagande f6ljd. Infor §; = % Det finns nu z; och y
i Ip sadana att |z — yx| < 4 och |f(zk) — f(yk)| > €. Dela nu intervallet
Iy i tva lika stora delar [a, (a + b)/2] och [(a + b)/2,b]. Eftersom talféljden
{zk}72, innehéller odndligt manga element maste minst ett av dessa tva in-
tervall innehalla oédndligt manga x, kalla detta intervall I;. Nu aterupprepar
vi proceduren. Vi har fatt en inklusion av intervall Iy D I; D I, D ... som
alla innehéller odndligt manga element ur talféljden {zx}32,. Enligt sats 2.12
finns det ett tal z som ligger i alla I,,.

Da f &r kontinuerlig i z kan vi vilja ett 6 > 0 sadant att |f(z) — f(2)| < §

om |z — z| < §. Vi har att |z — 2| &r hogst lingden av I, vilket dr %t for

2n
alla i € I, och |y — 2| < |yk — =kl + |2k — 2| < £ + %2 for alla zy € I,,.
Vilj nu n och k sa stora att |z — 2| och |y, — 2| &r mindre &n §. Vi har att

|f(zk) = fye)| < |f(zk)— f(2)|+|f(2) — f(yk)| < € eftersom f var kontinuerlig
i z. Men detta motséger att f inte var likformigt kontinuerlig eftersom for zj

och yx hade vi att |f(zg) — f(yg)| = €. Alltsa dr f likformigt kontinuerlig. W

Sats 5.4. Om f dr kontinuerlig i intervallet [a,b], sa dr f dven integrerbar
pad intervallet [a, b].

BEvis: Lat e > 0 vara givet. Vilj a sa att (b—a)a < €. Fran sats 5.3 har vi att
f ar likformigt kontinuerlig, sa det finns ett 6 > 0 sadant att |f(z) — f(y)| < «
om |z —y| < ¢ och z,y € [a,b]. Lat P vara en godtycklig uppdelning sadan
att A; < 0 for alla ¢ da foljer att M; — m; < « och déarfor

n

UP,f)—L(P,f) = Z(Ml —m;)A; < ZaAi <(b-a)a<e.
i=0 i=0

Eftersom e var godtyckligt s betyder det att for varje € > 0 sa finns det en
uppdelning P sadan att

U(P,f) — L(P, f) < e.

Da ar f integrerbar enligt Sats 4.6. |

Definitionen av integralen lamnar inte manga praktiska tips om hur man kan ga
till véga for att berdkna en integral. Naturligtvis gar det att folja proceduren
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med att berikna Over- och undersummor, men det &r, som ni har sett, en
ganska kranglig vig.

I detta avsnitt ska vi visa att det finns ett mycket enklare sétt att berdkna
integraler, som bygger pa att det finns ett samband mellan integrering och
derivering. Vi bevisar att integrering och derivering &r omvdnda operationer,
d.v.s. integrerar vi en funktion och sedan deriverar resultatet s far vi tillbaka
funktionen vi bérjade med, ndmligen

d T
il = 1
B REICL R (5.1
Detta leder fram till Integralkalkylens huvudsats, och med de féljande tva sat-

serna bevisar vi denna relation mellan integrering och derivering.

Sats 5.5. Lat f wvara en integrerbar funktion pd intervallet [a,b]. For varje
z € [a,b], definiera F(x) som

Fz) = / oL (5.2)

Funktionen F dr kontinuerlig pa intervallet [a,b]. Om f dr kontinuerlig i punk-
ten xg € [a,b] sa dr F deriverbar i xg, och

F'(z0) = f(xo) (5.3)

BEvIs: Vi borjar med att visa det forsta pastaendet — att F' dr kontinuerlig.
Eftersom f antas vara integrerbar maste den vara begridnsad, d v s for ndgot
M &r |f(t)| < M for alla t € [a,b]. Tag nu z och y sa att a < z < y < b. Fran
definitionen i (5.2), av F(z), fas att
y
/ () dt‘
x

/ayf(t)dt—/:f(t)dt‘:

eftersom z < y, enligt Sats 4.8. Nu kan vi anvinda oss av att vi vet att f &ar
begrinsad av M, vilket gor att vi kan skriva

|F(y) — F(z)| =

|F(2) = F(y)| < M(y — x)

eftersom integralen helt klart &r begransad av funktionens maximala virde M
multiplicerat med intervallets lingd y — . Detta betyder att givet vilket € > 0
som helst sa kan vi, genom att vilja

| _x|<i
Y M
se till att
€
[F(2) = Fly)| S Mly —z| <M r=e
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Per definition betyder detta att F' &r kontinuerlig. (Ga gérna tillbaka till de-
finitionen av kontinuitet om du kdnner dig oséker pa detta.)

Lat oss nu visa det andra pastaendet — att for varje zo dir f &r kontinuerlig
giller att

F'(x0) = f(x0)-

Hur kan vi bira oss at for att visa detta? Lat oss sidtta in definitionen av
derivata i uttrycket F'(zg) — f(zo)

F'(x0) — f(x0) = Lim A — f(20)

Lat oss nu istéllet anvinda variabeln z = x + h, vilket ger

F(z0) — (o) = lim L&) = F(@0)

T—T0 T — X0

— f(=o)

Genom att sitta in vad F(z) ar (ekv. (5.2)), fas

F'(w0) — f(z0) = lim —

T—=T0 T — X

) 1
= lim
IT—To0 T — T

(F(z) = F(z0)) — f(wo)
/w " f(t)dt — (o) (5.4)

Nu vill vi férsoka skriva f(zo) innanfor integraltecknet. Eftersom vi vet att

X
/ dt = x — x,
o

flw0) = —— flao)(@ — 2p) = —— f(x0) /mdt: ! /zf(wo)dt

r — X r — Xy 0 r — Xy

kan vi skriva

eftersom f(z¢) inte beror av z. Nu sitter vi in detta i ekvation (5.4)

FI(SC()) - f(.’Eo) - wligclo T — I f(t) dt = x —1.7?0 / f(-TO) dt
. 1 z
= JEEO T — 0 /$0 (f(t) - f(wo)) dt

Om vi kallar det storsta virdet av f(t) — f(zo), 1 intervallet [zg, z], for M (z),
kan vi begrinsa integralens virde med M (z) multiplicerat med intervallets
laingd x — xo.

F'(z0) — f(mo) < lim

T—To0 T — X

= lim M(x)

T—T0

(z — zo) M (x)
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Nér z — zo sa gar f(t), i integralen, mot f(zg), vilket leder till att

lim M(z) = 0.

T—TQ

Vi har da visat att

F'(x0) = f(z0)
|

Nu kommer vi till den sats som ger oss ett kraftfullt verktyg for att kunna
beridkna integraler i praktiken.

Sats 5.6 (Integralkalkylens huvudsats). Ldt f vara en integrerbar funk-
tion pa intervallet [a,b]. Om det finns en funktion F pa [a,b], sa att F' = f,
da gdller det att

b
/ f(z)dz = F(b) - F(a) (5.5)

Bevis: Tag ett godtyckligt ¢ > 0. Eftersom f &r integrerbar sa kan vi vilja
en partition P = {a = zg,1,...,Z, = b} av intervallet [a,b], sa att U(P, f) —
L(P, f) < € (enligt Sats 4.6). Nu vill vi anvinda Medelvirdessatsen (3.8) pa
varje litet intervall. Medelvirdessatsen séiger oss att det finns punkter ¢; €
[:L‘,'_1,.’L‘Z'] sa att om A; = x; — T;_1, S8 ar

F(z;) = F(zi1) = F'(t:) Ay = f(t:) A

Genom att summera Over alla 7 far vi
> fti)Azi = F(z1) — F(wo) + F(z2) — F(z1) + -+ + F(zn) — F(zn_1)
=1

= F(zp) — F(xo) = F(b) — F(a)

Nu skulle vi vara firdiga om den summa vi har till vinster i ekvationen var
en integral istillet. Men enligt vart antagande om att U(P, f) — L(P, f) < ¢
skiljer sig denna summa endast med ¢ fran integralen (enligt Sats 5.1). Dérfor
far vi att

b n
[ 1@dz =3 pepaa
a i=1

Notera nu att detta skall gilla for alla € > 0. Detta medfor att virdet pa
uttrycket maste vara lika med noll. Alltsa

/abf(:v) dr — (F() - F(a)) ‘ <e

b
/ F(z)dz = F(b) — F(a)
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Ovning 5.1. Beriikna

Ovning 5.2. Beriikna

for alla n.

Ovning 5.3. Berikna,
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6 Integrationstekniker

Sats 5.6, “Integralkalkylens huvudsats”, gav oss ett verktyg som vi kan anvén-
da oss av vid berdkning av integraler. Allt vi behdver gora dr att finna en
funktion vars derivata sammanfaller med funktionen vi vill integrera. Enkelt,
eller hur? Nu dr det inte s enkelt som det liter, och vi dgnar storre delen av
detta avsnitt till att visa pa olika tekniker for berdkna integraler.

/a ' fle) do

kallar vi en bestamd integral, eftersom vi har “bestdmt” integrationsgrénserna
a och b. Vi definierar

Integralen

[ trdsi= [ de = Fa) - £

och kallar integralen for en obestamd integral. Ligg mirke till att a ar god-
tycklig i detta uttryck. Vi sidtter C = —F(a) och infor skrivsittet

/f(a:)d:c =F(z)+C

dér vi kallar F' den primitiva funktionen till f. Att C ar godtycklig inser vi
genom att derivatan av F(z) + C dr densamma oberoende av vad C tar for
virde, eftersom derivatan av en konstant &r noll.

Nér vi vil kdnner till den primitiva funktionen F', 4r det en smal sak att
berdkna bestdmda integraler fér funktionen. Vi anvinder ofta foljande skriv-
sdtt med hakparenteser

b
/ f(@)dz = [F(z)]’, = F(b) - F(a). (6.1)

Léigg mirke till att jag i (6.1) utelimnade konstanten C. Detta dr tillatet
eftersom C' forekommer i bada termerna i f6ljande differens

b
/a f(@)dz = [F(z) + O = F(b) + C — (F(a) + C) = F(b) — F(a)

Det dr dock viktigt att komma ihdg att den primitiva funktionen bara &r
bestdmd upp till addition av en konstant.

d x> _

Exempel 6.1. Vi séger att % dr en primitiv funktion till z eftersom -5 =

Zr — 1 (g4 tillbaka till Exempel 2.26). Vi skriver

2
/a:da::%+0
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Med hjilp av den primitiva funktionen kan vi rikna ut alla bestimda integra-
ler, sdsom

Exempel 6.2.
/sin(m) dx = —cos(z) + C
Deriverar vi — cos(z) + C fr vi —( — sin(z)) = sin(z). A

Vi noterar att den primitiva funktionen till f+g dr F 4G, eftersom (F—I—G)’ =
f + g. Med hjilp av huvudsatsen kan vi nu enkelt verifiera vilka rikneregler
som giller for integraler.

Sats 6.3. For integraler gdller foljande likheter

b b

/(ﬂ)hy m_/f Mi/()m (6.2)

/f dm—/f d:c—l—/f (a < c<b) (6.3)

/ c-f(a:)d:c:c/ f(z)dz (6.4)
ab aa

./ﬂ@m=—/f@Mx (6.5)
a b

BEvis: Bevis av ekv. (6.2)

[ (10 £0@) ao = (F0) = G

= F(b) £ G(b) — (F(a) £ G(a))
= F(b) - F(a) + (G(b) — G(a))

:Kﬂ@@ifﬂ@m

Bevis av ekv. (6.3

/f d:v+/f )dz = F(c) — Fa) + F(b) - F(c) = F(b) - F(a)

:/a f(x)dx
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Bevis av ekv. (6.4)

Ovning 6.1. Integrera

/ 2z cos(z?) dz

(Tips: Ténk pa kedjeregeln for derivering)

Ovning 6.2. Integrera
/ (sin(x) +z cos(a:)) dx
(Tips: Ténk pa produktregeln for derivering)

I de foregaende exemplen gissar vi oss litt till vad integralen skall vara utifran
var kunskap om elementéira funktioners derivator. Om vi tar nagot lite mer

komplicerat, t ex
/ ze® dx

sa dr det inte sa litt att gissa lingre. Néar det géller integrering sa finns det en
hel del knep f6r att finna de primitiva funktionerna. Hér ska vi beskriva tva
av dem — partiell integration och variabelsubstitution.

Partiell integration

Vid derivering av en produkt av tva funktioner, anvinder vi produktregeln for
att rikna ut derivatan

(FG)' = F'G+ FG' (6.6)

Alltsa, om vi vet de enskilda funktionernas derivata, sa kan vi rikna ut pro-
duktens derivata.
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2

Exempel 6.4. Derivera z°sin(z).

d—:z:2 sin(z) = 2z sin(z) + z? cos(z)
z

A

Géller samma sorts “rikneregel” for integraler? Tyvérr ricker det inte att
kédnna till de primitiva funktionerna for F' och G for att kunna berdkna den
primitiva, funktionen till F'G. Didremot kan vi komma en bit pa vigen med
hjilp av partiell integration (alt. partialintegrering).

Sats 6.5 (Partiell integration). Antag att F' och G dr deriverbara funktio-
ner samt att F' och G' dr integrerbara. Da gller

b b
/ F(2)G(z) dz = F()G(b) — F(a)Gla) — / Fl2)Gx)ds  (6.7)

BEevis: Definiera funktionen H = FG. Deriverar vi H far vi (med hjilp av
produktregeln for derivering)

H =F'G+ FG

Nu integrerar vi likheten med hjilp av huvudsatsen (5.6) och Sats 6.3

H(b) — H(a) = /b H do = /b (ro+re)

b b
:/ F'Gd$+/ FG'dz

Genom att flytta 6ver en av termerna fas

/bFG’dx — H(b) — H(a) - /bFG’dx

a a

Observera att svaret vi far genom att anvinda ekvation (6.7) fortfarande in-
nehaller en integral, vilket gér att man vid férsta anblicken kanske tvivlar pa
dess anvidndbarhet. Att det fér integraler inte existerar en lika enkel formel,
som ekvation (6.6) fér derivering, gor att integrering i allménhet ir svart. Det
visar sig dock att man kan ha mycket nytta av partialintegrering i praktiken.

/ ze® dx
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Vi férsoker anviinda oss av partiell integration och siitter F(z) = z och G'(z) =
e”. Detta ger oss direkt F'(z) = 1 och G(z) = [ €*dz = €® (vi pAminner oss
om att (e“”)' = ¢€%). Om vi sétter in detta in ekv. (6.7) far vi

/:Bewd:v::vez—/e‘”dw:wew—ez-l—(}’:(w—l)ew-I—C
A

Genom att vara lite listiga kan vi anvinda partiell integrering for att beréikna
integraler av en rad speciella funktioner.

Exempel 6.7 (Naturliga logaritmen). Vad dr den primitiva funktionen
till In(z)? Vi vet att derivatan &r 1/z, men har ingen aning om vad integralen
kan ténkas vara. Nu kommer vi till den listiga biten; skriv integralen som

/ In(z) dz = / 1 - In(z) dz

Anvind nu partiell integrering med F(z) = In(z), G'(z) = 1 vilket ger F'(z) =
1/z,G(z) = z. Fran ekv. (6.7) fas

/1.1n(x)dx:x1n(x)—/xldw:xln(x)—/1dx:x1n(:c)—x+c

T

Detta lilla “trick” gar ocksa att utfora pa t ex de inversa trigonometriska
funktionerna arcsin(z) och arccos(z).

A

Variabelsubstitution

Vi paminner oss om kedjeregeln for derivering

(f(g(2) = f'(9(2)) - ¢' () (6.8)

Exempel 6.8. Derivera sin(z?). Vi sétter f(z) = sin(z) och g(z) = z?, vilket
ger oss

L1 (@) = 2 sin(a?) = cos(a?) - 27
A

Det finns en mycket anviéindbar variant av denna formel fér integraler; man
brukar kalla forfarandet for variabelsubstitution.

Sats 6.9 (Variabelsubstitution). Ldt g vara deriverbar och lat f och ¢'
vara integrerbara funktioner pa intervallet [a,b]. Da gdller

b g(b)
/fmmwmm=/’fwﬁ (6.9)
a g(a)
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BEevis: Definiera funktionen H(z) = F(g(z)), dir F' betecknar den primitiva
funktionen till f. Derivatan av H blir (med hjilp av kedjeregeln for derivering)

Nu integrerar vi H' med hjilp av huvudsatsen

b b
H(b) - H{a) = / H'(z) di = / f(9(2))g' () dx

Eftersom F' = f kan vi skriva om viinsterledet i denna likhet som en integral

(b)
H(b) - H(a) = F(g(b)) — Flg(a)) = (g) F(t) dt
g(a

Vilket slutligen ger oss att
9(b)

b
dt = )¢ (z) dz
[ s / flg()d (@)

Exempel 6.10. Berikna

2 1 2
/ n(z) iz
1 T

Vi noterar nu att 1/z dr derivatan av In(z); dirfor har vi en integral pa formen
(6.9), med f(z) = z? och g(z) = In(z). Formeln for variabelsubstitution ger

0SS
21 2 In2 £ In2 In2)3
/ Ina)” d:v:/ 12 dt = [—] _ (n2)
1 A 0 3 0 3

(Kom ihag att In1 = 0.) Om vi vill komma at den primitiva funktionen sa
hoppar vi 6ver att sitta in nagra grinser, men vi maste ersitta ¢ med Inz,
vilket ger oss

/ln(a:)2 dr — In(z)3 Lc
T 3

Exempel 6.11. Integrera

/ tan(z) do
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Vi skriver om tan(z) som

/ Cosl(x) sin(z) dz

Eftersom derivatan av cos(z) dr — sin(z) kan vi anviinda oss av variabelsub-
stitution med f(z) = 1/z och g(z) = cos(z)

/;sin(x)dw:—/%dt:—ln(t)+C:—ln(cos(:E))-I-C’

cos(z)
dér vi har fatt 14gga till ett minustecken for att kompensera for minustecknet

i derivatan av cos(z). A

I dessa exempel har vi anvint oss av att vi har ként igen kombinationen
“funktionxinre derivata”. Istéllet for att gora detta kan vi anvénda ekv. (6.9)
at andra hallet.

Exempel 6.12 (Cirkelns ekvation). Hitta den primitiva funktionen till
halvcirkeln f(t) = V1 — t2. Integralen blir

/f(t)dtz/ﬂdt

Lat oss nu séitta f(z) = V1 — 22, t = g(z) = sin(z) i ekv. (6.9).

/ VI—dt = / J1 = sin?(z) cos(z) dz = / cos?(z) dz

eftersom “trigonometriska ettan” séiger att 1 — sin?(z) = cos?(x). Nu har vi

cos(2z)+1
2

fitt en ny integral; dr den enklare? Ja, eftersom cos?(z) = far vi

2 1 1 1
/cos%:v)d:vz/%dx:i/cos(2w)dx+§/da:

Dessa tva integraler klarar vi av att 16sa

1 1 1. 1 1/ .
2 /cos(Zw) dzr + 5/ dz = 1 sin(2z) + 3% +C = 3 (sm(w) cos(z) + :1;)

I det sista steget har vi anvént att sin(2z) = 2sin(z) cos(z). Vill vi ha svaret i
variabeln ¢ (som vi borjade med) maste vi stoppa tillbaka vad = ar uttryckt i
t. Den inversa funktionen till sinus kallas fér arcsinus och skrivs som arcsin(z).
D4 t = sin(z) dr alltsa x = arcsin(t), och vi far svaret

/ V1—t2dt = %tcos (arcsin(t)) + %arcsin(t) +C. (6.10)

Vi drar slutsatsen att, genom att anvinda oss av ganska enkla metoder, har
vi integrerat en funktion dér vi aldrig kunde ha gissat oss till svaret.

A

39



Ovning 6.3. Visa att ekv. (6.10) verkligen &ir den primitiva funktionen till
V1 — t? genom att derivera. Du behover kiinna till f6ljande derivata

1
V1—12

pr arcsin(t) =

och den trigonometriska likheten

cos (arcsin(t)) = v/1 — ¢2

Ovning 6.4. Integrera
/x\/ 1—22dx
Ovning 6.5. Integrera

———dz
V1—1?

Ovning 6.6. Integrera

/ arcsin(z) dx

(Tips: Ténk pa hur vi integrerade logaritmfunktionen.)

/x2e$ dz

(Tips: Partialintegrera tva ganger.)

Ovning 6.7. Integrera
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7 Rotationsintegraler

Att berdkna integralen av en funktion &r ett sétt att berdkna arean som be-
gransas av z-axeln och funktionsgrafen. Det finns dock ett sédtt att enkelt
berékna volymer av vissa kroppar med hjilp av integraler, si kallade rota-
tionskroppar.

Lat oss anta att grafen av f ser ut som

)
A

y = f(x)

>

Om vi ténker oss att vi roterar grafen runt z-axeln, sa uppkommer féljande
rotationskropp

Hur kan vi berdkna volymen av denna kropp? Vi tar en partition P = {a =
Zo,T1,---,Tn = b} av z-axeln, och definierar A; = z; — z; 1. Sedan ténker
vi oss att vi i varje punkt z; skir ut en tunn skiva av rotationskroppen, med
tjockleken A;.

~ z

z

Volymen av skivan dr ungefir lika med volymen AV, av en cylinder med radien
f(z;) och bredden A;.

AV; = mf(z;)? A
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Genom att ligga ihop alla dessa skivor kan vi approximativt berikna volymen
som

Va) AV =) wf(w)’A
=1 i=1

Niir tjockleken p4 skivorna gir mot noll och om f2 ir integrerbar, si gir denna
summa mot integralen

b
V= 7'('/ f(z)?dx (7.1)

enligt Sats 5.1. Lat oss nu med hjilp av denna formel berikna nagra vilkdnda
volymer.

Exempel 7.1 (Volymen av en kon). Lat oss berdkna volymen av en kon
med hojden h och en (cirkuldr) bottenyta vars radie dr r. Vi far en kon om vi
roterar en rit linje, som gir genom origo, kring z-axeln. Exakt vilken rit linje
ska vi rotera? Om vi tinker efter lite sd inser vi att linjen ska vara sadan att

nir z = h sa ska y = r. Detta far vi genom att ta f(z) = ;2.

Nu anvinder vi oss av ekvation (7.1) for att berdkna volymen.

hrr N2 r2 [z3 h r2h3  wr2h
V—”/O (72) d‘”_”_[?]o_”W_ 3

Detta svar stimmer 6verens med vad vi vet fran elementir geometri. A

Exempel 7.2 (Klotets volym). Lat oss berdkna volymen av ett klot. Som ni

kanske redan misstinker sa ska vi berdkna volymen genom att rotera en cirkel.

En cirkel med radien r fis av de punkter z och y som uppfyller 22 + % = r2.

Ur detta uttryck kan vi 16sa ut y
y=+Vr?2—22

For att gora det enkelt fér oss noterar vi att om vi roterar grafen av en

fjardedels cirkel kring z-axeln
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A
r
f(z) =1 — 22
> T
0 T

sa far vi ett halvt klot. Alltsa blir hela klotets volym tva ganger rotationsin-
tegralen av y

r r LE3 r 2,,.3
V:27r/ y2d$:27r/ (r2—m2)da::27r[r237——] =2n——
0 0 31, 3
_ 473
3

Ett svar som vi vil kdnner igen fran geometrin. A

Ovning 7.1. Beriikna volymen av den rotationskropp, begrinsad av z = 0
och z = 1, som uppkommer d& vi roterar f(z) = z2 kring z-axeln.

Ovning 7.2. Genom att rotera funktionen f(z) = (1 + w)é

3

Y15

far vi nagonting som med lite vilja kan tdnkas likna ett vattenglas. Antag att
du vill méta upp exakt 4 volymenheter av vatten i glaset. Hur hogt upp i
glaset skall du fylla?

Ovning 7.3. Beriikna volymen av den rotationskropp, begrinsad av z = 0
och z = 7/2, som uppkommer da vi roterar f(z) = y/cos(z) kring z-axeln.
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8 Generaliserade integraler

Vi har hitintills dgnat oss at att berdkna areor och volymer i ett begridnsat
intervall. Kan vi bringa nagon mening i att rdkna ut arean under hela den
foljande delen av grafen till f(z) = 1/22?

Det skulle motsvara en integral av typen

* 1

Ar detta d3 inte bara nonsens? Arean miste vil vara odndlig? For det forsta
maste vi erinra oss om att det inte ar tillatet att sdtta b = oo i var definition
av integralen. A andra sidan sé vet vi att resultatet av att ligga ihop odndligt
manga tal som minskar, kan vara dndligt.

Exempel 8.1.

o0 1 k 1
— := lim — =~ 1.644934068

(Detta dr det svar som fis om man med datorns hjilp berdknar summan av
de forsta tio miljarder termerna.) A

P34 samma sitt kan faktiskt en area 6ver ett obegrinsat omride vara dndlig.
Vi gor féljande definition av en generaliserad integral

Definition 8.2 (Generaliserad integral).

/a " f(z) dz = lim / ") de (8.2)

t—00

/_ boo f(z)dz = lim /t {2 da (8.3)

t——0o0

/_c:f(cv)da: = /_(;f(x)da:+/ooof(g;)dm (8.4)

Om griansvirdet existerar (d.v.s. dr dndligt) kallar vi integralen konvergent.
Om griansvirdet inte existerar kallar vi integralen divergent.

Vi séiger att integralen (8.4) dr konvergent om bada integralerna i hogerledet
ar konvergenta.
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Exempel 8.3. Konvergerar integralen

o0
1
1 T

Enligt definitionen ovan sa berdknar vi gransvirdet

t1 11° 1
lim [ — dz= lim [——] = lim 7“21

t—o0 1 T t—o0 x 1 t—o00

Integralen ar konvergent och har vérdet 1. A

Exempel 8.4. Konvergerar integralen

00

1
/—d:v?
1 T

Vi berdknar griansvirdet

t

1 — = 1i t: 1 =
i [ o= i Do)l = Jim () =
Integralen dr siledes divergent. A

Av dessa exempel lir vi oss att konvergensen av en generaliserad integral i allra
hogsta grad beror pa vilken funktion vi integrerar. Den “lilla” skillnaden att
vi har w%, i stéllet for %, i det forsta exemplet gor att integralen konvergerar.
Detta dr nira relaterat till konvergensen/divergensen av foljande summor

~ 1.644934068

M]3
§w|"‘

3
Il
—

NE
S|
I
8

S
Il
—

Mantelytan av en rotationskropp

Precis som vi berdknade volymen av rotationskroppen

Y
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kan vi ocksa berdkna dess area. Vi tar en partition P = {a = ¢, %1,...,Z, =
b} av intervallet [a, b]. For varje z; kan vi approximera skivans mantelyta med
mantelytan AA;, av en cylinder med radie f(z;). Den lilla komplikation som
tillkommer &r att vi tyvérr inte kan vilja A; som bredd, utan maste vilja As;,
som betecknar striackan fran z; 1 till z; langs ytan.

AAi = 27Tf(£L‘Z')ASZ'

Skilet till denna “komplikation” &r att felet vi gor nidr vi viljer A;, vid
berdkning av volym, dr litet jAmfort med volymen. Nar det giller ytan ar
samma, fel, om vi skulle vilja A;, inte litet i forhallande till arean.

For sma A; dr As; lingden av den rita linjen

A C2)
ASZ'

Gy

Y

Ti—1 T

Vi ridknar ut As; med hjilp av Pythagoras sats.

- (f(xi_l +A) - f(x,-_l))zl A2

2

(850)” = A2+ (F(a) ~ flzin)) =

A; '

Nu kan vi summera 6ver alla delar for att fa den totala arean

n n :
A%QWE}f@ﬂA&ZQWEQf@0¢1+(f@pl+€§—f@Fﬂ>ZM

Nar A; — 0 sd gar denna summa mot integralen
b
A=2r / F@)VI1 T @) dz (8.5)
a
enligt Sats 5.1, om f4/1+ (f')2 dr integrerbar.

Gabriels horn eller Torricellis trumpet
Evangelista Torricelli (1608-1647) var en italiensk fysiker och matematiker som

studerade féor munken Benedetto Castelli — professor i matematik pa Collegio
di Sapienza i Rom. 1641 akte han till Florence for att studera for Galileo, men
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tyvérr gick det bara ett par manader tills det att Galileo avled i januari 1642.
Torricelli &r mest kénd for att ha konstruerat den forsta barometern 1643. Hans
namn lever kvar genom enheten torr, som motsvarar 101365/760 = 133.375
Pascal. Torricelli upptéckte att om man roterar grafen till f(z) = 1/z kring
z-axeln sd far man en rotationskropp med odndlig area och &ndlig volym.

Wy

~ W,
2 SRy
Y

Detta tyckte Torricelli var en mycket mérklig egenhet, och han riknade ut
volymen och arean pa manga olika sétt bara fér att komma fram till samma
resultat. Det &r 6verraskande att en dndlig volym kan vara innesluten i en
oandlig area.

Detta leder till den skenbara paradoxen att om vi skulle férsoka mala Gabriels
horn, sa skulle det krévas en odndlig méngd farg for att mala det, men bara
en dndlig méngd firg for att fylla det.

Detta &ar, som sagt, endast en skenbar paradox som har sin 16sning i att det ar
en enorm skillnad mellan en odndlig yta och en odndlig volym. Farg, t.ex., ar
nagot som &r tredimensionellt i allra hogsta grad och upptar en dndlig volym.
Nér vi talar om att mala en tvadimensionell yta, sa forséker vi gora det med
farg som #r tredimensionell. Skulle vi ddremot kunna gora firgen odndligt
tunn, sa skulle vi kunna mala hornet med en dndlig méngd farg.

Nog med utvikningar; 1at oss berdkna hornets volym med hjéilp av vara kunska-
per om rotationskroppar och generaliserade integraler. Volymen kan vi skriva

SOom
© /1\2 K 1
V:w/ (—) d:cz]imw[——] :1im7r(——+1):7r
1 €T t—00 T]y t—00 t

Integralen &r med andra ord konvergent, och det krdvs m volymenheter av
“farg” for att fylla hornet.

Nu forsoker vi rikna ut arean av Gabriels horn. Genom att anvinda ekv. (8.5)

far vi att
*1 1\2
A:27r/ 1+ (=) de
0 A x
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Det dr lite trickigt att integrera detta explicit (se dock Gvningarna), si vi
ska, med hjilp av en olikhet visa att integralen divergerar. Vi noterar att det
som star inuti rottecknet alltid kommer att vara storre &n 1, vilket betyder
att roten ur detta tal alltid kommer att vara stérre &n 1. Om f < g pa ett

intervall [a, b], s& &r
b b
/ f(z)dz < / g(z)dz.
a a

Denna “sats” kan enkelt bevisas genom att studera under- och éversummorna
fér de tva integralerna. Om vi tillimpar detta pa var integral far vi

> 1 14\2 1
A:27r/ — 1—I—(——2> dw>27r/ —dz = 0,
0 xz xz 0 X

enligt tidigare utridkningar. Alltsd dr arean av Gabriels horn oéindlig.

o0
/ zet dz
0
o X

Ovning 8.1. Berikna,

Ovning 8.2. Berikna,

Ovning 8.3. Integrera

(Tips: Gér forst en variabelsubstitution med g(z) = 4/z, och sedan en parti-
alintegrering med G'(z) = 1/z2.)

Ovning 8.4. Berikna,

48



9 Appendix — Gammafunktionen

Vi ska nu visa att det i vissa fall 4r praktiskt att definiera funktioner med
hjalp av integraler. Lat oss forst infora en funktion som kallas fakultet.

Definition 9.1 (Fakultet). Lat n vara ett positivt heltal. Vi definierar fa-
kulteten av n, n!, som

nl:=n(n—-1)(n—-2)---3-2-1 (9.1)
Vi definierar ocksa att 0! = 1.
Exempel 9.2. Vihar 5!=5-4-3-2-1 = 120. A
Denna funktion anvinds mycket i sannolikhetslira och kombinatorik, dar n!
talar om for oss pad hur manga olika sétt vi kan ordna n saker i en rad. Fa-
kultetsfunktionen géller for positiva heltal, men skulle vi kunna definiera fa-
kulteten av 1/2? I sddana fall skulle vi vilja ha en funktion som &r definierad

for alla positiva z, och for ett heltal ska virdet av funktionen vara lika med
fakulteten av talet. Den funktion man véljer kallas Gamma funktionen.

Definition 9.3 (Gammafunktionen). For alla z > 0 definierar vi
o0
I'(z) := / t*te "t dt (9.2)
0
Detta &r en generaliserad integral, och den forsta fragan vi stéller oss dr na-

turligvis: konvergerar integralen?

Sats 9.4. I'(z) konvergerar for alla x > 0.

BEvIS: Léat oss skriva om exponenten inuti integralen
oo
['(z) :/ o let 2672 gt
0
Eftersom limy_,o t*'e~%/2 = ( (oberoende av z > 0), sa kan vi alltid hitta
ett tal T sa att
e t2 <1 forallat>T

Vi far f6ljande olikhet

00 T 00
I'(z) :/ 2 te 272 dtg/ twletdt+/ e 2 dt
0 0 T

T
= / 17l 2 g 207 T/2 < g
0

D.v.s., I'(z) konvergerar for alla z > 0. [ |

Ar det nu si att om vi sétter in ett heltal i I'(z), sa far vi ut fakulteten av
talet? Ja, sd nir som pa att vi maste forskjuta talet ett steg.
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Sats 9.5. I'(n + 1) = n! for alla heltal n > 0.

BEvVIS: Lat oss forst visa att for alla x > 0 sa ar I'(z + 1) = z['(z).
o0
I'(z+1) :/ tTe "t dt
0

Nu utfér vi en partialintegrering déir vi sitter F(t) = #%,G'(t) = e, vilket
ger F'(t) = zt*1, G(t) = —e7!

L(z+1) = [tw(—eft)]go — /00 ot* (- e ) dt

0

o0 o0
= / ot* et dt = x/ t*le~tdt = zT'(x)
0 0

Nér vi vet detta kan vi tillampa nagot som kallas for induktionsbevis. Lat oss
forst beridkna I'(1)

*° o0
I'(1) :/ e tdt = [—e_t]o =1
0
Nu kan vi anviinda oss av att ['(z + 1) = zI'(x) for att berdkna I'(2)
rEe)=1-r)=1-1=1=1!

Vi kan ga vidare

[NC—
Il
o N
Il
w N

Eftersom vi vet att for fakulteten giiller ocksa (n+1)! = (n+1)(n!) si innebér
detta att T'(n + 1) = nl, for alla heltal n > 0. [ |

Nu kan vi rikna ut vad 1/2! tar for virde med var nya definition

o
1/2'=T(1+1/2) = / t1/2e7t dt ~ 0.8862269255
0

Hér har vi tagit datorn till hjélp fér att berdkna det numeriska virdet pa
integralen.
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10 Losningar till udda 6vningsuppgifter

Gransviarden

Ovning 2.1. Funktionen f(z) = /z vixer hela tiden mellan 4 och 9. Minsta
virdet dr di i x = 4, dir f(4) = V4 = 2, och storsta virdet dr i z = 9 dir
£(9) = V9 = 3. Alltsa ar V; = [2,3].

Ovning 2.3. Man ser enkelt att 37?1'21 =3- ni-ﬂ < 3,Vn € N. Supremum 6ver
méingden av dessa tal dr alltsa 3 eller mindre. Antag att supremum &r mindre
dn 3, t.ex. 3 — ¢ for nagot € > 0. Vi ser da att om vi viljer n > g — 2 far vi

att % =3- ni—|—2 >3- ﬁ = 3 — &. Supremum kan alltsa inte vara 3 — ¢

for nagot € > 0. Diarmed &r supremum fér mingden 3.

Kontinuitet

Ovning 3.1. Derivatan av 23 ges av

. (w+h)3 -2 . (z®+ 32 h +3zh? +h3) — 2P
hm _— = hm
h—0 h h—0 h
. 322h + 3zh® + K®
= lim
h—0 h

= lim 322 + 3zh + h? = 32°.
h—0

Derivatan av 1/z ges av

11 z—(xz+h)
1imw+h7w:1imM:hm_71:__1
h—0 h h—0 h h—0 z(z + h) 2’

Ovning 3.3. Funktionsbitarna fér z > 2 och z < 2 #r kontinuerliga i dessa
omraden. Av detta foljer att nir vi later  gd mot 2, sa gar funktionsvérdet
mot det virde man fir, om man sétter in x = 2 i dessa funktioner. For z < 2
blir viirdet 23 —2 = 6 och for > 2 blir viirdet 2b+ ¢. Vi ska alltsa viilja a = 6.

Ytterbitarnas derivator maste ocksi passa ihop. Derivatorna dr 3z och b,
vilket for © = 2 ger b = 3 - 22 = 12. Ur detta samt frdn 2b+ ¢ = 6 fis nu
c= —18.

Integralen

Ovning 4.1. Definiera féljande partition av interavallet [0, 1]

2 1
R |
n n

P, :0,

bl

S|+
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vilket direkt ger oss A; = % for alla 7. Funktionens supremum i intervallen

ges forstas av funktionens virde i hogra intervallgrinsen. P4 samma sétt ges

funktionens infimum av funktionens vérde i vinstra intervallgrinsen. Alltsa
1 2 n—1

Mlz—,MQZ—,...,Mn_]_: ,Mn:].
n ) 1
n — 2 n—1
mi :07m2 = ey Mp_1= —,Mp =
n n n
Vi kan skriva detta pa den mer kompakta formen
k k—1
Mk:_ mg = kzl,...,n
n n

Nu aterstar bara att berdkna U(P,, f) och L(P,, f). Vi paminner oss forst om
hur man beriknar féljande summa

n
2
k=1

Lat oss berdkna U(FP,, f)

U(Py, f) ZMkAk— El %Zk

=1 " k=1
B i n(n+1) n+1
~ n? 2 2
Lat oss berdkna L(FP,, f)
E-11 1
P = —_— —
naf kaAk n n n2 (k 1)
k=1 =1
1 n(n +1) 1 n—1
= —_—en =
n? 2 n? 2n
Dessa tva berdkningar ger
n+l n-1 1
P, — L(P, = - =—

Alltsa, givet godtyckligt € > 0 kan vi, genom att vilja n > 1/e, erhalla

U(Pnaf) _L(Pnaf) <e.
Vi har da visat att f dr integrerbar pa intervallet [0, 1].

Integrerbarhet

Ovning 5.1. Vi far F(z) = 1—4 vilket ger
2 2t 14 16 1 15
3

/1$x @-F) =T -FT=7"1"73

Ovning 5.3. Vi fir F(z) = sin(z) vilket ger

w/2
/ cos(z)dr = F(n/2) —F(0)=1-0=1
0
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Integrationstekniker

Ovning 6.1. Om vi deriverar sin(z?) (genom att anvinda kedjeregeln) far vi
precis 2z cos(z?). Alltsd

/255 cos(z)dz = sin(z?) 4+ C

évning 6.3. Vi deriverar uttrycket (borja med att anviinda produktregeln
pa den forsta termen) och struntar i faktorn 1/2 sa lange

d d
p (t cos(arcsin(t)) + arcsin(t)) = cos(arcsin(t)) + t_t cos(arcsin(t))
1 (6.1)
+
VI—12
Med hjilp av kedjeregeln berdknar vi den kvarstiende derivatan

t
V1-—1t2

7 cos(arcsin(t)) = — sin (arcsin(t)) p arcsin(t) = —

Sétter vi in detta i ekvation (6.1) fas
12 L]
V-2 V1-12

t2 1
=v1-1t - +
V-2 J1-#2

Skriver vi detta pa ett gemensamt brakstreck far vi
1—12
2 =2v1—1¢2
V1-—1t?

Vilket stimmer 6verens med funktionen vi integrerade (om vi kommer ihag
att sitta tillbaka faktorn 1/2).

CZ (t cos(arcsin(t)) + arcsin(t)) = cos(arcsin(t)) —

Ovning 6.5. Vi anviinder oss av variabelsubstitution med f(z) = 1//z,t =
g(z) = 1 — 2. Eftersom ¢'(z) = —2x skriver vi

e T T
:—E-zx/ﬂcz—x/ﬂ():—ﬂJrc

2

Ovning 6.7. Vi bérjar att gora en partialintegration med F(z) = z2 och

G'(z) = €. Detta ger F'(z) = 2z och G(z) = €”

/x2ewdac = z%e® — /Qmewdm

Vi kan nu gora en till partialintegrering av den kvarstdende integralen

/a:Zezdx = z%e® — 2 (wez - /emd:v> = 2%e® — 226" + 2¢* + C
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Rotationsintegraler

Ovning 7.1. Vi beriknar rotationsintegralen av f(z) = z2

1 2 .
7T/0 (.’L’)d.’ll':7'('|:€:|0:g

Ovning 7.3. Vi beriknar rotationsintegralen av f(z) = 1/cos(z)

w/2
7r/0 ( Cos(:v))2 de = [sin(w)]g/2 =7r1(1-0)=m

Generaliserade integraler

Ovning 8.1. Med hjilp av partialintegrering far vi
oo o0
/ ze ¥dx = [—:ve_z]go - / z(—e ") dx
0 0
=0+ [_e—w]go =1
Ovning 8.3. Vi bérjar med att forenkla uttrycket inuti integralen

1 1)\2 N
~4/1 =) dt= dt
/t\/ +< t2) / £3

Vi litar nu pa tipset och gor en variabelsubstitution med g(z) = /z och
f@t) = "1” . Detta ger att ¢'(z) = 2{

\/1#))? /\/1:74 1 /\/H-—LE

och Sats 6.9 ger oss

Nésta tips var att gora en partiell integration med G'(z) = $2 och F(z) =
V1 + z? vilket ger oss G(z) = —1/z och F'(z) = 77— Med hjilp av partiell

integration far vi

/m

Den sista integralen ar kia',nd och ar arcsmh(:c), vilket kan visas pa samma, sitt
som vi gjorde for arcsin(z). Vi far

/¢1+—w2 VITE

=g 5 arcsmh( )

Eftersom vi vill ha svaret uttryckt i den ursrungliga variabeln ¢ sa ersitter vi
r med g—1(t) = t? Sverallt.

\ /1 4
/ \V31+1| - t_2 dt + Pl arcs1nh(t2)




