KTH-matematik

Tentamensskrivning, 2008-01-08, kl. 14.00-16.00.
SF1602 Diffint (envariabel), for F.

Hjdlpmedel: BETA, Mathematics Handbook.

Foér betyg E kridvs minst 4 av 6 moduler godkéinda (Del 1), och for betyg D krivs 5 av 6 moduler
(Del 1). For hogre betyg krivs dessutom deltagande i Del 2. Losningarna skall motiveras véll

KOMPLETTERANDE TENTAMENSSKRIVNING AVSEENDE DEL 1:
LOSNINGSFORSLAG

1. [MODUL 1] Fibonacci-talen &r talfoljden 0, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34,.... Hérvid bildas

varje nytt tal som summan av de tva foregaende talen.

(a) Beskriv med matematiska symboler den iterativa process som definierar Fibonacci-

foljden.

(b) Antag att foljden av kvoter 2, 3, 2 8 konvergerar mot ett tal 7. Bestdm i sa
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fall virdet pa 7. Detta tal kallas det gyllene snittet.

(a) Vi har att x,11 = x5, + T,—1, med initialdata xg = 0, 1 = 1.

(b) Vi skriver om iterationsrelationen som

mn+1 Tn—1
alian e .
Tn Ln

Hirvid giller att xp41/x, — 7, medan x,_1/x, — 1/7, da n — +oo. Vi far alltsa

ekvationen
1
T=1+4+—,
o

vilken vi skriver om som
P2—7r—-1=0.

Denna andragradsekvation har 16sningen

Den negativa roten kommer inte i fraga, sa i sjilva verket &r
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2. [MODUL 2] Avgér hur manga reella 16sningar ekvationen
ze P =C

har, beroende pa vérdet pa konstanten C.

V.g. vind!



Vi betraktar funktionen
flx)=xze ™.

Dess derivata ar

fll@) =1 -z)e .
Vi far att f/(z) > 0 pa intervallet | — 0o, 1], och att f'(z) < 0 pa intervallet ]1, +o0[.
Detta innebér att f(z) #r stringt vixande pa | — oo, 1], och stringt avtagande pa
[1,400[. Vi observerar att f(z) — —oo d& x — —oo, medan f(z) — 0 da © — +o0. Vi
far ett globalt maximum i = 1, och virdet &r da f(1) = e~'. Om C > e~! far vi alltsa
inga 16sningar alls. Om C' = e~! har vi exakt en l6sning = 1, och om 0 < C' < e~}
far vi tva losningar. For C' < 0 har vi exakt en 16sning.

[MODUL 3] Bestdm en primitiv funktion till funktionen

fl@)=vV1+z+ 22

Vi kvadratkompletterar och far

Efter substitutionen ¢t = z + % har vi alltsa

3
-+ t2 dt.
Vi
Enligt [BETA, s. 158] har vi
/3 / / 3
/ *+t2dt ft t2+ —I— hl(t—‘r t2 4+ 4)+C

Efter atersubstitution blir det

1 1 3 1
/\/1+x+$2dm=§(x+§) 1+x+x2+81n(x++ 1+x+az2)+0.
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[MODUL 4] Bestdm den punkt z i intervallet [0, 2] for vilken funktionen

F(x) = /OZ cos(t?) dt

antar sitt storsta varde.

Funktionen cos(#?) &r positiv om 0 < ¢ < /m/2. P& intervallet \/m/2 < ¢ < 2 &r
cos(t?) istillet negativ. Eftersom F'(z) = cos(z?) #r detta avgorande: max for F(x)
antas da x = /m/2.




[MODUL 5] En dag borjade snon falla och det fortsatte att snoa med jamn hastighet
under nagra timmar. En snoplog med den speciella egenskapen att dess hastighet &ar
omvént proportionell mot snotéickets tjocklek startade kl 12.00. Det visade sig att den
tillryggalade en dubbelt sa lang vigstricka under den forsta timman som under den
andra. Nér borjade det snoa?

Lat oss sétta tiden sa att klockan 12.00 motsvarar ¢ = 0. Lat nu s(¢) beteckna den
tillryggalagda viigstrickan vid tiden ¢; da #r forstas s(0) = 0. Nu géller att

C

/

)= ——,
SO =7
dér T betecknar antalet timmar sedan det borjade snoa, enligt modellen for snofallet
och plogens egenskaper. Det foljer dessutom ur uppgiften att

25(2) = 3s(1).

0<t< 400,

Eftersom
s(t)=Cln(t+7T)—-CInT
blir saledes
2(Cln(24T)—-ClnT)=3(Cln(1+T)—-CInT).
Om vi delar med C 6verallt blir
2(In(2+7T)—InT)=3(In(14+T)—-InT),
vilket leder till
2In(2+T)—-3m(1+T)+InT =0,
dvs
TR+T)>=(1+T)>%
Detta ar en ekvation av tredje graden dér hogstagradstermerna tar ut varandra:
T(T? +4T +4) = T3 + 3T% + 3T + 1,
sa att
T°+T-1=0.

Denna ekvation har 16sningarna
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varav den negativa losningen dr orimlig. Det hade alltsa gatt

-1+5
2
timmar sedan snéfallet borjade kl 12.00.

[MODUL 6] Ange summan av serien

+
8

b
2%k

=
Il
—

Vi kommer ihag att
400 .Z‘k

—In(l —2) = Z?
k=1

for —1 < z < 1. Stoppar viin x = % far vi den givna summan till hger, och pa vénster
sida har vi In2. Summan &r alltsa In 2.



