KTH-matematik

Tentamensskrivning, 2008-05-29, kl. 08.00-13.00.

SF1602 Diffint (envariabel), for F.

Hjdlpmedel: BETA, Mathematics Handbook.

For betyg E krévs minst 16 p, for betyg D krévs 18 p, for betyg C kréivs 22 p, for betyg B krévs
28 p, och for betyg A kriavs 32 p. Losningarna skall motiveras val!

TENTAMENSSKRIVNING

1. Berdkna gransvérdet

In(1 + 2z) — tan(2z)

lim
z—0 e*—1—=z
(5p)
Vi har att
2
In(142x) = 22—2224+23By (z), tan(2z) = 2z+23By(z), € = 1+IE+%+’I’3B3(ZL'),
dér By, Bo, Bs &r funktioner som &r begrinsade da x ndrmar sig 0. Detta innebér att
In(1 +22) — tan(2x)  —222 + 23(By(2) — Ba(z)) —2+ 2(Bi(z) — Ba(x)) 4
= — o
er—1—uz x2/2 4+ x3Bs(x) 3 + xBs(z)
da x — 0.
2. Understk om serien
io | sinn|
vnd+1
konvergerar. (5p)
Vi ser att
| sin n 1
0< ——=< —,
T V341 nd?
och eftersom
+oo
>
3/2
n=1 n /
konergerar, ger jamforelsesatsen for serier att serien konvergerar.
3. Avgdr hur manga reella 16sningar ekvationen
ze ™™ =C
har, beroende pa vérdet pa konstanten C'. (5p)

V.g. vind!



Funktionen &r positiv for positiva x, och negativ for negativa x. Av symmetriskél racker
det att forst betrakta positiva C. I sa fall logaritmerar vi:

F(z) =Inz —2? =InC.

Vi deriverar F':

1
Fllz) = - -2z = 5(1 — 22?),

1
x
vilket betyder att F(x) vixer for 0 < z < %, och avtar for % < x < 400; maximum
blir F(271/2) = —11n(2¢). F(z) — —oco0 da x — 0 samt da @ — +o00, s att F(z) antar
varje vérde i intervallet | — oo, f% In(2e)[ tva ganger, och virdet f% In(2¢) en gang.

Svar: For C' = (2¢)7'/2 har vi bara en 16sning, och for 0 < C < (2¢)~!/2 har vi
tva losningar. For C' = 0 har vi bara en 16sning. Fér C' = —(2¢)~!/2 har vi bara en
16sning, och for —(2¢)~'/2 < C' < 0 har vi tva lésningar. Fér C' > (2¢)~'/2 och for
C < —(2¢)~1/2 har vi inga reella losningar.

Ett rep av ldngd L anvénds till att konstruera en kvadrat och en cirkel. Bestdm mini-
mum av den sammanlagda arean av kvadraten och cirkeln.

Lat = beteckna kvadratens sidlangd, och r cirkelns radie. Vi har
4x + 27r = L.

Den sammanlagda arean blir
A=z +mr?

och den ska vi minimera. Vi skriver

L —27mr
r=—
4 )
och skriver om arean: )
L—-2
A = % + ’/TT'2.

Vi deriverar uttrycket:
dA  27(2mr — L)
dr 8

Om vi sdtter derivatan till noll far vi att

+ 27r.

L
2(r+4)°

Det ar uppenbart att enbart cirkel eller enbart kvadrat inte kommer att minimera.
Detta blir alltsa enda aterstaende alternativet:

B L L
"Tomray T ira
Den minimala arean blir da
L2
A =

4(4+m)’




Lat funktionen f(x) vara definierad genom

@) = /OI HE+ 1)(E— 2) et dt.

Visa att funktionen antar sitt minimum i en punkt. Vilken?

Integranden ar negativ for 0 < t < 2, och positiv f6r ¢ > 2. Det betyder at minimum
intréffar for z = 2.

En dag borjade snon falla och det fortsatte att snéa med jamn hastighet under nagra
timmar. En snéplog med den speciella egenskapen att dess hastighet &r omvént propor-
tionell mot snotéickets tjocklek startade kl 12.00. Det visade sig att den tillryggalade
en dubbelt sa lang vigstricka under den forsta timman som under den andra. Nér
borjade det snoa?

Lat oss sétta tiden sa att klockan 12.00 motsvarar ¢ = 0. Lat nu s(¢) beteckna den
tillryggalagda vigstriackan vid tiden ¢; da édr forstas s(0) = 0. Nu giiller att

C
1oy
S(t>_t+T’

dar T betecknar antalet timmar sedan det borjade snda, enligt modellen for snofallet
och plogens egenskaper. Det foljer dessutom ur uppgiften att

25(2) = 3s(1).

0<t< 400,

Eftersom
s(t)=Cln(t+T)—-CInT

blir saledes
2(CIn(2+T7T)—-CInT)=3(Cln(1+T)—C1InT).
Om vi delar med C 6verallt blir
2(In(2+7T)—InT)=3(In(14+T7)—-InT),
vilket leder till
2In(24+7)—-3n(14+T7)+1InT =0,
dvs
T2+T)>=(1+T)3.
Detta ar en ekvation av tredje graden dér hogstagradstermerna tar ut varandra:
T(T? +4T +4) = T3 + 3T% + 3T + 1,
sa att
T?°+T—-1=0.
Denna ekvation har l6sningarna
—1++5
2 )
varav den negativa losningen dr orimlig. Det hade alltsa gatt

-1+5
2

T =

timmar sedan snofallet borjade kl 12.00.

(5p)

V.g. vind!



Ange summan av serien

+oo 1
Z2’€(k+1)'

k=1
(5p)
Serien erhalls vid Taylorutveckling av In(1 — z) kring « = 0. Svaret blir 2In2 — 1.
En solid kropp erhalles genom att lata omradet 0 < y < /z, 0 < z < 4, rotera kring
z-axeln. Dérefter borras ett cylindriskt hal ldngs med z-axeln med radie 1. Berdkna
volymen av den kropp som aterstar. (5p)

Ett vertikalt snitt i yz-led har arean wx — 7, ddr 1 < x < 4. Integrerar vi enligt
skivformeln far vi volymen



