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Matematiska Institutionen
KTH

Exam for the course Linjär algebra, SF1604 (och 5B1109), for F1 and D1, December 3, 2007, 08.00-
13.00.

Written by: Olof Heden och Sandra Di Rocco

PROBLEM:

PART I

1. (3p) Besẗam samtliga l̈osningar till den linj̈ara ekvationssystem: x + 2y − z = 3
−x + y + z = 0
x + 8y − z = 9

Koefficientmatrisen̈ar

A =

 1 2 −1
−1 1 1
1 8 −1


ochdet(A) = 0 eftersom de f̈orsta och sista kolonnernaär linjärt beroende. Detta betyder att sys-
temet har öandliga m̊anga l̈osningar:

{(1 + t, 1, t) ∈ R3, t ∈ R}.

Samtliga l̈osningar till systemet beskriver linjen parallel till(1, 0, 1) och som g̊ar genom punken
(1, 1, 0) :

(1, 1, 0) + t(1, 0, 1).

2. (3p) Besẗam belopp och principalargument för samtliga komplexa tal som satisfierar ekvationen:

z5 = −1.

Låtz = |z|eiθ. Då är:
|z|5 = | − 1| = 1, d.v.s|z| = 1

Argumenten blir:θk = π
5 + 2kπ

5 för i = 0, ..., 4. Med tanken att principalargumentetαk är s̊adant att

−π ≤ αk ≤ π

är principalargumentena:

α0 =
π

5
, α1 =

3π

5
, α2 = π, α3 =

−3π

5
, α4 =

−π

5
.

3. (3p) L̊at:

A =
(

1 3
0 1

)
, B =

(
1 0
2 2

)
.
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Besẗam matrisen(ABT + 3A)−1.

ABT =
(

1 8
0 2

)
, ABT + 3A =

(
4 17
0 5

)

(ABT + 3A)−1 =
1
20

(
5 −17
0 4

)
4. (3p)Visa att triangeln med hörn i punkterna(1, 0, 1), (2, 3, 3) och(2,−1, 2) är r̈atvinkligt och besẗam

dess area och omkrets. (ON-system)

LåtA = (1, 0, 1), B = (2, 3, 3) ochC = (2,−1, 2). Triangelns sidornäar:

~AB = (1, 3, 2), ~AC = (1,−1, 1), ~BC = (0,−4,−1).

Man ser att ~AB är ortogonal mot ~AC, då ~AB · ~AC = 0. Eftersom‖ ~AB‖ =
√

14, ‖ ~AC‖ =√
3, ‖ ~BC‖ =

√
17 är arean lika med12

√
42 och omkrets lika med

√
14 +

√
3 +

√
17.

5. (3p) Betrackta matrisen:

A =
(

2 −1
−1 2

)
.

Unders̈ok om det finns en diagonalmatrisD och en ortogonalmatrisQ sådan attA = QDQT .
Besẗam i s̊a fall D ochQ.

Eftersom matrisenA är symmetrisk, s̊a är A ortogonalt diagonaliserbar. Detta betyder att det finns
en diagonalmatrisD och en ortogonalmatrisQ sådan attA = QDQT .

Egenv̈arden till matrisenA, somär lösningar tilldet(A − λI2) = λ2 − 4λ + 3 = 0, är λ = 1 och
λ = 3. EgenrummenE1 ochE3, har dimension1 ochE1 = Span(1, 1), E1 = Span(1,−1). Efter
man normerar dem får man en ON bas, och basbytematrisenär:

Q =

(
1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2

)
.

DiagonalmatrisenD är:

D =
(

1 0
0 3

)
.

DEL II

6. (3p) F̈or vilka värden p̊a taleta är den kvadratiska formen:

x2 + y2 + ayz + z2,

in de tre variablernax, y, z, positivt definit?

En kvadratisk form,Q, är positivit definit om och endast om alla egenvärdena till den associerad
matris,AQ, är positiva.

AQ =

 1 0 0
0 1 a

2
0 a

2 1

 .

det(AQ − λI3) = (1− λ)(λ2 − 2λ + 1− a2

4 ) = (1− λ)(λ− 2+a
2 )(λ− 2−a

2 ). De egenv̈ardena till
matrisen̈arλ = 1, 2+a

2 , 2−a
2 . De är alla positiva oma + 2 > 0 och2− a > 0, d.v.s

−2 < a < 2.
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7. Låt A vara den linj̈ara avbildning som speglar vektorerna, i den vanliga tredimensionella rymden, i
planet med ekvationenx + 3y − 2z = 0.(ON system).

(a) (2p) Besẗam avbildningens matris relativt ett bassystem som du väljer sj̈alv, vilket du vill.
Låt(xo, yo, zo) ∈ R3. Linjen l, normal till planetx+3y−2z = 0, och som g̊ar genom punkten
(xo, yo, zo) har ekvation:

(x, y, z) = t(1, 3,−2) + (xo, yo, zo).

Punkten,P , där linjen tr̈affar planeẗar den punkt p̊a linjen som satisfierar ekvationenx + 3y−
2z = 0. Detta ger14t + (xo + 3yo − 2zo) = 0 ocht = − 1

14 (xo + 3yo − 2zo). Då är

P = − 1
14

(xo + 3yo − 2zo)(1, 3,−2) + (xo, yo, zo)

Bilden av punkten(xo, yo, zo) genom avbildningenA, A(xo, yo, zo), är den punkt p̊a linjen l,
sådan att

‖A(xo, yo, zo)− P‖ = ‖P − (xo, yo, zo)‖.
Det följer att

A(xo, yo, zo) = − 2
14

(xo + 3yo − 2zo)(1, 3,−2) + (xo, yo, zo) =

= (
6
7
xo −

3
7
yo +

2
7
zo,−

3
7
xo +

−2
7

yo +
6
7
zo,

2
7
xo +

6
7
yo +

3
7
zo).

Matrisen, med avseende till standardbasen,B, är:

[A]B =
1
7

 6 −3 2
−3 −2 6
2 6 3

 .

(b) (2p) Besẗam avbildningens matris relativt att bassystemetB′ = {~e1 = (1, 1, 0), ~e2 = (0, 1, 1), ~e3 =
(1, 1, 1)}.
Den basbyte matrisen, frånB′ till B är:

TB′B =

 1 0 1
1 1 1
0 1 1

 .

och

TBB′ = T−1
B′B =

 0 1 −1
−1 1 0
1 −1 1

 .

Avbildningens matris relativt att bassystemetB′ blir då:

[A]B′ = TBB′ [A]BTB′B =
1
7

 −13 −5 −10
−8 5 −4
16 4 15

 .

8. (4p) Finns det n̊agon tredjegradsekvation

x3 + ax2 + bx + c = 0

som har precis tv̊a reella r̈otter och en ickereel rot, sådan atta and b är reella tal medanc är en
ickereelt tal?

Låtx1, x2 ∈ R, x3 = α + iβ, därβ 6= 0 vara r̈otterna till ekvationen. D̊a ära = −x1 − x2 −α− iβ
som inteär reelt (β 6= 0). Detta visar att det finns ingen sådan ekvation.
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DEL III

9. LåtA ochB vara3× 3 matriser.

(a) (2p) Visa att om kolonnmatrisenX är en egenvektor till b̊adaA och B så är X ocks̊a en
egenvektor tillAB.

OmAX = λAX ochBX = λBX så är

ABX = A(BX) = A(λBX) = λBAX = λBλAX.

(b) (2p)Är det alltid sant att om kolunn-matrisenX är en egenvektor till b̊adaB andAB så ärX
en egenvektor tillA? Nej, det g̈aller inte f̈or allaA,B. Till exempel:

B =

 1 0 0
0 0 0
0 0 0

 , A =

 0 0 0
0 4 0
0 0 3

 , X =

 0
2
3


X är en egenvektor till b̊adaB ochAB, med egenv̈arde0( i båda fall), men

A

 0
2
3

 =

 0
4
9

 6= λX för allaλ ∈ R

(Observera att p̊ast̊andet alltid g̈aller om egenv̈ardet f̈or X till B är skilt från0.)

(c) Är det alltid sant att om kolunn-matrisenX är en egenvektor till b̊adaA andAB så är X en
egenvektor tillB? Nej, det g̈aller inte f̈or allaA,B. Till exempel:

A =

 1 1 0
1 1 0
0 0 0

 , B =

 0 0 0
0 0 0
1 2 0

 , X =

 −1
1
0


X är en egenvektor till b̊adaA ochAB, med egenv̈arde0( i båda fall), men

B

 −1
1
0

 =

 0
0
1

 6= λX för allaλ ∈ R

(Observera att p̊ast̊andet alltid g̈aller om matrisenA är inverterbar.)

10. (a) (2p) L̊atA beteckna den lin̈ar avbildning fr̊anR3 till R4 sådan att

A(1, 0,−1) = (2, 1, 0, 1), A(1, 1, 0) = (0, 1, 1, 2), A(0, 1,−1) = (1, 1, 1,−1).

Besẗam en lin̈ar avbildningB frånR3 till R4 sådan att

BA(~x) = ~x för alla~x ∈ R3.

Samt besẗamker(B).
Vektorerna~w1 = (1, 0,−1), ~w2 = (1, 1, 0), ~w3 = (0, 1,−1) är linjärt oberoende för att

det(

 1 1 0
0 1 1
−1 0 −1

 = −2 6= 0.

Så ärS = { ~w1, ~w2, ~w3} en bas tillR3.

Vektorerna~v1 = (2, 1, 0, 1), ~v2 = (0, 1, 1, 2), ~v3 = (1, 1, 1,−1) är ocks̊a linjärt oberoende:
a~v1 + b ~v1 + c~v3 = 0 ger(2a + c, a + b + c, b + c, a + 2b− c) = (0, 0, 0, 0).
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a + b = a + b + c = 0 gera = 0, och2a + c = 0 gerc = 0 och d̊a b = 0.

Därför kan man komplettera till en bas tillR4:

S′ = {~v1, ~v1, ~v1, ~v4}.

AvbildningenB sådan att:

B(2, 1, 0, 1) = (1, 0,−1), B(0, 1, 1, 2) = (1, 1, 0), B(1, 1, 1,−1) = (0, 1,−1) ochB(~v4) = 0.

är s̊adan attBA(~x) = ~x för alla~x ∈ R3. Varje vektor~x ∈ R3 skrivs som~x = a ~w1+b ~w2+c ~w3

B(A(~x)) = B(aA( ~w1) + bA( ~w2) + cA( ~w3)) = B(a~v1 + b ~v1 + c ~v3)

= aB(~v1) + bB(~v1) + cB(~v3) = a ~w1 + b ~w2 + c ~w3 = ~x.

Matrisen[B]SS′ har rank3 eftersom:

[B]S′S = (I3|0)

B är surjektiv. Det f̈oljer attdim(Ker(B)) = 1. EftersomSpan(v4) ⊆ Ker(B) ärKer(B) =
Span(v4).

(b) Låt A beteckna den lin̈ar avbildning fr̊anRn till Rm. Under vilka f̈oruts̈attningar finns det en
linj är avbildningB frånRm to Rn sådan att

BA(~x) = ~x for all ~x ∈ Rn?

Vad kan du s̈aga omKer(B) i så fall?

Först observera attB(0) = x för alla x ∈ Ker(A). Så för att B existerar beḧover man att
Ker(A) = {0} som betyder attA är one-to-one ochrk(A) = n ≥ m.

Så vi ska anta attrk(A) = n ≥ m. I så fall låtS = {~v1, ..., ~v1} vara en bas tillRn. Vektorerna
A(~v1), ..., A( ~vn) är linjärt oberoende eftersom

rk([A]S) = rk(A) = n.

Vi kan då komplettera till en bas tillRm.

S′ = { ~w1 = A(~v1), ..., ~wn = A( ~vn), ~wn+1, ..., ~wm}

och definieraB( ~wi) = ~vi för i = 1, ..., n ochB( ~wi) = 0 för i = n + 1, ...,m

BA(~x) = ~x for all ~x ∈ Rn

Matrisen[B]SS′ har rank3 eftersom:

[B]S′S = (In|0...0)

som betyder attdim(Ker(B)) = m− n och att

Ker(B) = span(~wn+1, ... ~wm).


