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PROBLEM:

PART |

1. (3p) Beshim samtligadsningar till den linfra ekvationssystem:

r + 2y — z = 3
-z + y + z = 0
r 4+ 8y — 2z =9

Koefficientmatriserar

1 2 -1
A= -1 1 1
1 8 -1

ochdet(A) = 0 eftersom dedrsta och sista kolonnerré linjart beroende. Detta betyder att sys-
temet har @ndliga nénga bsningar:

{(1+1t,1,t) e R* t € R}.
Samtliga bsningar till systemet beskriver linjen parallel tll,0,1) och som @r genom punken
(1,1,0):
(1,1,0) +¢(1,0,1).
2. (3p) Besam belopp och principalargumeritrfsamtliga komplexa tal som satisfierar ekvationen:
2° = —1.
Latz = |z|e?. Daar:
2P =] -1 =1, dvs|z| =1

Argumenten blirgy, = £ + %T’T fori = 0,...,4. Med tanken att principalargumente} ar sadant att

ar principalargumentena:

3. (3p) Lat:
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Bestim matriser{ ABT + 34)~ 1.

T 1 8 T o 417
AB _(O 2)7,43 +3A_<O 5)

_ 1 5 —17
T 1 _
s = (3 17)

4. (3p)Visa att triangeln meddn i punkterng1,0, 1), (2,3, 3) och(2, —1, 2) ar ratvinkligt och besim
dess area och omkrets. (ON-system)

LatA = (1,0,1), B = (2,3,3) ochC = (2, -1, 2). Triangelns sidornar:

AB =(1,3,2),AC = (1,-1,1), BC = (0, —4, —1).
Man ser attAB ar ortogonal motAC, d& AB - AC = 0. Eftersom|AB| = 14,||AC| =
V3, ||BC|| = V17 ar arean lika meg v/42 och omkrets lika med/14 + /3 + V/17.

5. (3p) Betrackta matrisen:

2 -1
(2.
Under$k om det finns en diagonalmatri@ och en ortogonalmatri§) sadan attA = QDQT.
Bestim i s fall D ochQ.

Eftersom matriseml ar symmetrisk, &ar A ortogonalt diagonaliserbar. Detta betyder att det finns
en diagonalmatri® och en ortogonalmatri@ sadan attd = QDQT.

Egenvarden till matrisend, somar losningar tilldet(A — A\2) = A2 — 4\ +3 = 0,ar\ = 1 och
A = 3. EgenrummerE; och E5, har dimensionl och E; = Span(1,1), E; = Span(1, —1). Efter
man normerar dermaf man en ON bas, och basbytematriaen

1 1
o 1)
V2 V2
DiagonalmatriserD ar:
10
b= ().
DEL Il
6. (3p) For vilka varden @& taleta ar den kvadratiska formen:
z? —i—y2 +ayz+z2,

in de tre variablerna:, y, z, positivt definit?

En kvadratisk form(), ar positivit definit om och endast om alla egardena till den associerad
maitris, Ag, ar positiva.

10 0
Ag=10 1 ¢
0 ¢ 1

det(Ag — Al3) = (1= A)(A2 =22 +1 — &) = (1 — A)(A — Z£2)(\ — 252). De egeniardena till

matriserar A = 1, 24¢ 2-¢ Dear alla positiva omz + 2 > 0 och2 — a > 0, d.v.s

—2<a<?2.



7. Lat A vara den lingra avbildning som speglar vektorerna, i den vanliga tredimensionella rymden, i
planet med ekvationen+ 3y — 2z = 0.(ON system).

() (2p) Beshim avbildningens matris relativt ett bassystem somajersplv, vilket du vill.
Lat(z,, o, z,) € R3. Linjenl, normal till planetr + 3y — 2z = 0, och som @r genom punkten
(%o, Yo, 20) har ekvation:

(9:7 Y, Z) = t(la 3, 72) + (1170, Yo, Zo)'

Punkten,P, dar linjen tiaffar planetar den punkt @ linjen som satisfierar ekvationent 3y —
2z = 0. Detta gerl4t + (z, + 3y, — 22,) = 0 ocht = — L (z, + 3y, — 2z,). DAar

1
P = _ﬁ(xo + Byo - 220)“-737 _2) + (xovym Zo)
Bilden av punkter(z,, y,, z,) genom avbildninged, A(z,, ¥, z,), ar den punkt @ linjeni,
sadan att
[A(Z0, Yoy 20) — Pll = | P = (o, Yo, 20)||-

Det foljer att

2
A(.’Em Yo, Zo) = _ﬁ(xo + 3y — 220)(1a 3, _2) + (woa Yo, Zo) =

—(§$—§ +22 —§1‘ _|_;2 —|—§Z g$ +§ —|—§Z)
- 70 7yo 707 70 7yo 70370 7% 7o~

Matrisen, med avseende till standardbaggnar:

L[ 6 -3 2
A=z 3 —2 6
2 6 3

(b) (2p) Besam avbildningens matris relativt att bassystelet {¢1 = (1,1,0),¢3 = (0,1,1),¢é3 =
(1,1,1)}.
Den basbyte matrisendn B’ till B ar:

1 0 1
Tpp=[1 11
0 1 1
och
0 1 -1
Tpp =Tgs=| -1 1 0
1 -1 1

Avbildningens matris relativt att bassystenttblir da:

1 -13 -5 -10
[Alpr =T [AlBTE B = = -8 5 —4
16 4 15

8. (4p) Finns det agon tredjegradsekvation
2 4ar?+br+c=0

som har precis & reella dtter och en ickereel rotaslan attz andb ar reella tal medar ar en
ickereelt tal?

Latz,,ze € R, 23 = a + i, dar 3 # 0 vara btterna till ekvationen. Bara = —z; — 2o —a — i
som intear reelt (3 # 0). Detta visar att det finns inge@dan ekvation.



DEL 1l

9. Lat A och B vara3 x 3 matriser.

(a) (2p) Visa att om kolonnmatrisel ar en egenvektor till &da A och B sa ar X ocksa en
egenvektor tillAB.

OMAX = My X ochBX = A\gX saar
ABX = A(BX) = AOpX) = ApAX = AgAaX.

(b) (2p)Ar det alltid sant att om kolunn-matrisexi ar en egenvektor tillddaB and AB sdar X
en egenvektor tilld? Nej, det galler inte Br alla A, B. Till exempel:

1 0 0 0 0 0 0
B=|000|,4A=[040],x=]2
0 0 O 0 0 3 3
X ar en egenvektor tillddaB och AB, med egenarde0( i bada fall), men
0 0
Al 2 | =| 4 | # XX forallal e R
3 9

(Observera att@stindet alltid giller om egenardet br X till B ar skilt fran0.)

(c) Ar det alltid sant att om kolunn-matriseXi ar en egenvektor till ddaA and AB sdar X en
egenvektor tillB? Nej, det @ller inte ©r alla A, B. Till exempel:

1 1 0 0 0 O -1
A= 1 10 |,B={0o00 ]| x=] 1
0 0 O 1 2 0 0
X ar en egenvektor tillddaA och AB, med egenarde0( i bada fall), men
-1 0
B 1 =1 0 | #XXforallar e R
0 1

(Observera att@stindet alltid giller om matrised ar inverterbar.)

10. (a) (2p) lat A beteckna den liar avbildning fanR? till R* sadan att
A(1,0,-1) = (2,1,0,1), A(1,1,0) = (0,1,1,2), A(0,1, —1) = (1,1,1, —1).
Bestim en lirar avbildningB franR? till R* sadan att

BA(%) = 7 for allaz € R®.

Samt bestmker(B).
Vektorernaw; = (1,0, —1),w> = (1,1,0),ws = (0,1, —1) ar linjart oberoended att
1 1 0
det(|] 0 1 1 =—-2#0.
-1 0 -1

SaarS = {wy,ws, w3} en bas tillR3.
Vektorernav; = (2,1,0,1),v5 = (0,1,1,2),v3 = (1,1,1,—1) ar ocks linjart oberoende:
avi + bvi + co3 =0ger(2a +c,a+b+ ¢, b+ c¢,a+2b—¢) = (0,0,0,0).



a+b=a+b+c=0gera=0,0ch2a+c=0gerc=0ochdb=0.
Darfor kan man komplettera till en bas tH*:

S" = {vi,v1,01, 04}
Avbildningen B sadan att:

B(2,1,0,1) =(1,0,-1),B(0,1,1,2) = (1,1,0), B(1,1,1,-1) = (0,1, —1) och B(v3) = 0.
arsadan attB A(#) = 7 for allaz € R3. Varje vektorz € R? skrivs somz = awr; +bus +cus
B(A(Z)) = B(aA(w)) + bA(ws) + cA(ws)) = B(avy + bvi + ¢v3)
= aB(v1) + bB(v1) + cB(v3) = awy + b + cws = .

Matrisen[B]ss: har rank3 eftersom:
[Blsrs = (13/0)

B ar surjektiv. Detdljer attdim(Ker(B)) = 1. EftersomSpan(vy) C Ker(B) arKer(B) =
Span(vy).

(b) Lat A beteckna den liar avbildning fanR™ till R™. Under vilka rutsattningar finns det en
linjar avbildningB franR™ to R™ sadan att

BA(%) =% forall & € R"?

Vad kan du &ga omKer(B) i sa fall?

Forst observera atB(0) = z for allax € Ker(A). S& for att B existerar betiver man att
Ker(A) = {0} som betyder attl ar one-to-one ochk(A) =n > m.

S viska anta attk(A) = n > m. | safalllatS = {v1,...,v; } vara en bas tilR™. Vektorerna
A(v1), ..., A(vp,) ar linjart oberoende eftersom

rk([A]s) =rk(A4) = n.
Vi kan da komplettera till en bas tilR™.
S = {wy = A(01), ...,y = A(Up), Wy 1y ooy Win }
och definieraB(w;) = v; fori = 1,...,nochB(w;) = 0fori=n+1,....m
BA(Z) = forall # € R"
Matrisen[B]gs: har rank3 eftersom:
[Bls's = (12[0...0)
som betyder aim(Ker(B)) = m — n och att

Ker(B) = span(Wp41, ... Wp,).



