Matematiska Institutionen
KTH

Losningar till nagra 6vningar pa inre produktrum infér lappskrivning nummer 4 linjiar

algebra, Sf1604, ht 07.

1. Lat &, = (2,1,—1,-2) och & = (1,1,1,1). Da giller att &; | &. Sitt f3 = (1,1,2,1) och

lat . .
€3 = .f3 _projspan{él,ég}(f?))-
Da
projspan{éhéz}(.f?)) = <‘J|cgl‘?2> e+ <|{e§2|i22> €y = %01(2a la _17 _2) + %(17 17 17 1) =

25(21,23,27,29),

sa far vi att

1 1
—(21,23,27,29) = —(—-1,-3,13,-9).
5 (21:23,27,20) = 55(~1,-3,13, -9)

Vi hyfsar den sista vektorn genom att forlinga den med 20.

€3 = (1717271) -

Delsvar: En ortogonal bas for L ges av vektorerna e; = (2,1,—1,-2), &; = (1,1,1,1) och
és = (—1,-3,13,-9).
Vi projicerar nu vektorn @ = (1,2,1,1) pa L och anvéinder dérvid projektionslemmat.

LN <dler> - <alea> - <ales> - _
projr(@) = “EyreL+ e + e =

%(27 17 71a 72) + %(17 1a 15 1) + %(713 737 137 79) =

5 (2,1, —1,=2) + 88(1,1,1,1) + 55 (~1,-3,13,-9) =

765 (380, 360, 260, 300) = 5(19,18,13,15).

For att komplettera med en fjiirde vektor till en ortogonalbas for R* viljer vi

1 1
ey =1~ proju(u) = (1,2,1,1) = 7(19,18,13,15) = 7+(~6,8,0, -2).

13
Vi hyfsar denna vektor genom att multiplicera med 13.

Svar: En ortogonal bas for R* med givna egenskaper ges av vektorerna &; = (2,1, -1, —2),
e =(1,1,1,1), es = (-1,-3,13,—-9) och 4 = (—6,8,0, —2).

2. Vifann att < (1,—1,0) | (1, —1,0) >= 0 vilket strider mot att < 4 | u >> 0 for alla vektorer
% och med likhet precis da @ = 0.

3. Med

N = N =
DN DN = =



ges minstakvadratlosningen av

( o > = (ATA)"1AT

€2

(10 9\ /1 21 2
9 10 11 2 2
1/ 10 -9 13)_ 1 /13

19\ -9 10 13 ) 19\ 13 /°

. Lat A vara som ovan. Den ortogonala projektionen ges da av

W NN
W NN

1 1 1 26

rao-tar | 22 1L /13Y_ 1] 39
Al474)A 2 1 2 119\ 13 ) 19| 39
3 2 2 52

Svar: (26,39, 39, 52).

Kontroll: Vektorn (1,2,2,3)— %(26, 39,39,52) = 1—19(—7, —1,—1,5) skall vara vinkelréit mot
(1,2,1,2) och (1,1,2,2), vilket den ju &r.

. La
' 1/\/§ a a
Ql=1| 3/Vi4 -1/vi4 b
-1/V42 c —4/V42

Raderna respektive kolonnerna bildar ON-baser for R®. Vi anvinder forst att raderna har
langd 1. Detta ger

1
1=[rad 1|*= 3 +a® 4 a®.

9 1
1=|rad 2 ||?2= — 4+ — + b2,
Irad 2 [°= = + 77 +

1 16
1= e
|| rad 3 || 42+c +42

Dessa ekvationer ger att a antingen &r 1/4/3 eller —1/v/3, b antingen 2/+/14 eller —2/+/14
samt ¢ antingen 5/4/42 eller —5/1/42.

Vi provar oss nu fram:
Fall 1: a = —1/+/3. Da ger villkoret att rad 1 &r ortogonal mot rad 2 att
Ozii+;l;1+;l b/ .
V3 V14 V3 V14 V3 V14

Detta ger b’ = 4 vilket ju strider mot att b antingen &r 2/4/14 eller —2/+/14. Detta fall ar
saledes uteslutet.

Fall 2: a = 1/\/§ Da rad 1 ortogonal mot bade rad 2 och rad 3 maste
1 3 1 -1 1 v

0=— —+ — —+ — - ——,
V3 V14 V3 V14 V3 V14
N S N A
VB VA2 VB V2 V3 VAR
som ger b’ = —2 och ¢ = 5.

Med a = 1/\/57 b = —2v/14 och ¢ = 5v/42 kommer raderna i matrisen ha lingd 1 och rad 1
vara ortogonal mot rad 2 och rad 3. Man ser ocksa att med dessa véirden pa b och ¢ sa blir
dven rad 3 och rad 2 ortogonala. Raderna bildar alltsa en ON-bas. Matrisen &r en ortogonal
matris QT eftersom det da giller att QT Q = I.



6. Lat ¢Te beteckna transitionsmatrisen for byte fran standardbassytemet till bassystemet f.
Da giller att

1 1 1 1 2 0
Tl 2 =1 1], ¢Te| 1 =0, ¢Te| 1 | =11
1 1 1 1 0 1

som vi kan sammanfatta i matrislikheten

1 1
fTe 2 1
1 1

—_ ==
O = N
Il

De sokta basvektorerna ér kolonner i matrisen ¢Tg. DA o T¢ =¢ T ! far vi
-1

0
1 =
1

[y

— N =
O = O
O O N

11 2 1 2
Tr=|2 11 11 0 -1 1
110 10

— =
—_ O =
Il
—_ o |

Svar: fl = (_1717 1)a .fQ = (07 170) och J?3 = (27070)
7. Losningsrummet bestar av de (z1, 22, 3, 24) sadana att
(z1,22,73,74) L (1,1,-1,1) och (21,22, 23,24) L (1,2,1,-7).

Vektorerna (1,1, —1,1) och (1,2,1, —7) dr da ortogonala mot all vektorer i 1¢sningsrummet.
Dessa vektorer spanner alltsa upp ortogonala komplementet till 16sningsrummet.

Svar: span{(1,1,-1,1),(1,2,1,-7)}.

8. Lat P, vara rummet av polynom av grad hogst tva och med den inre produkten

< p(t),q(t) >:/0 p(t)q(t)dt.

Bestdam en ortogonal bas i Ps.

Lat p1(t) = 1 och sok ett polynom av grad 1 som ér ortogonalt mot p; (¢). Ansats p2(t) = t—a
och vi skall bestimma a sa att

! 12 1
O:<1,t—a>:/ 1-(t—a)dt =[= —at]p = = —a.
o 2 2
Sa vi later .
a:§.

Ett tredje polynom till ortogonalbasen far vi om vi later

<1, > <t— 3,12 > 1
<Ll>" <t—3t—3>

p3(t) = t2 - Projspan{l,t—%}(tQ) = t2 -
Fyra inre produkter att berdkna:

1
<1,1>:/ 1-1dt = 1.
0

1
1
<1,t? >:/ 1-82dt = —.
0 3



1 1 ! 1 1 (t—1)3
t—=t—=>= [ (t—=)-(t—=)dt = [—2
<t-git-g5> /0( 5) (t—5)dt =[——
1, oo, Lot tt 43
t—=2>= | (t—=)-2dt= | £ —=dt=[~——

stmpt e /0( > /0 ydt=17-5%

Inséttning i uttrycket f6r p3(t) ger nu polynomet

1 1 1

p(t) =t — o —(t—5)=t"—t+ .

3 2

Svar: Till exempel p1(t) =1, p2(t) =t — 5 och p3(t) =% — t +

1

G-



