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2 Andra veckan — Trigonometri

De trigonometriska funktionerna och enhetscirkeln

Redan vid forra veckans avsnitt var det aktuellt att hantera vinklar som var storre 4n 90° eller
/2. Det visar sig i manga tillimpningar att man behdver langt mer dn det. Det gér i sjdlva verket
att definiera sinus och cosinus for alla reella vinklar. Genom att tan(z) = sin(x)/ cos(z) gar det
ocksa att definiera tangens for alla virden pa z dér cos(x) # 0.

Ett anvindbart verktyg for detta dr enhetscirkeln som idr en cirkel med radie 1 och med cent-
rum i origo i ett ratvinkligt koordinatsystem med en horisontell z-axel och en vertikal y-axel.
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Punkter P pa cirkelns periferi har koordinater

T = Cosv,

y =sinw,
och vi kan definiera dessa periodiskt genom att méta vinkeln i positiv riktning - motsols - fran
den positiva z-axeln och tillata att man gar flera varv runt. For varje varv okar vinkeln v med

360°, eller 27 radianer. Observera att om vinkeln mits i radianer sa motsvarar den precis hur
langt det &r att ga utefter cirkeln fran (1, 0) till P.

Sats 1 (Trigonometriska ettan) For alla virden pad x gdller att

sin?(z) + cos®(z) = 1.



Ovning 1 Bevisa satsen genom att anviinda ekvationen for enhetcirkeln.

Vi kan se pa graferna for de tre funktionerna och se att sinus och cosinus ér lika varandra,
men forskjutna i férhallande till varandra med 90°, eller /2 radianer.
| y=Cos(x)
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Vi kan formulera detta som att

4 y=sin(x)

'><

sin(90° + z) = cos(z) eller sin(m/2+ z) = cos(x) for alla x.
Vidare ser vi att cosinus ar en jamn funnktion, dvs
cos(—x) = cos(x), for alla x
och att sinus och tangens dr en udda funktioner, dvs
sin(—x) = —sin(z) och tan(—z) = — tan(x), for alla .
Bade sinus och cosinus ir periodiska med perioden 360°, eller 27 radianer, dvs

sin(x 4+ 2m) =sin(x) eller sin(z + 360°) = sin(z)
cos(x 4+ 2m) = cos(x) eller cos(z+ 360°) = cos(x)

for alla virden pa z. Perioden for tangens dr 180° eller 7 radianer, dvs
tan(z +m) = tan(z) eller tan(x + 180°) = tan(x),

for alla vdarden pa x.



Additionssatserna

Vi har sett att sinus och cosinus dér forskutna i forhallande till varandra med en fjiardedels period.
De kurvor som kan fas med andra forskjutningar kan skrivas som sammanvégningar av sinus och
cosinus.

Sats 2 (Additionssatsen for sinus) For alla x och y gdller att
sin(x 4 y) = sin(z) cos(y) + cos(x) sin(y).

Ovning 2 Bevisa additionssatsen for viirden pd x och y som kan vara de mindre tvé vinklarna i
en triangel genom att betrakta hojden mot den storsta vinkeln.

Sats 3 (Additionssatserna for sinus och cosinus) For alla x och y gdller att

sin(z +y) = sin(z) cos(y) + cos(x) sin(y),
sin(z —y) = sin(z) cos(y) — cos(x) sin(y),
cos(z +vy) = cos(zx)cos(y) — sin(x) sin(y),
cos(z —y) = cos(z)cos(y) + sin(x) sin(y).

Ovning 3 Anviind foskjutningar med 90° eller /2 for att hirleda de dvriga formlerna frdan
additionssatsen for sinus.

Med hjilp av dessa kan vi hiarleda manga andra formler och samband for de trigonometriska
funktionerna. De forsta ar formlerna for dubbla vinkeln, dvs det vi far i additionssatserna om

Yy =x.
Sats 4 (Formler for dubbla vinkeln) For alla virden pa x gdller att

sin(2z) =2 Sln(x) cos(x),
().
Uttrycket for cosinus for dubbla vinkeln kan skrivas om pa tva sitt med hjilp av den trigono-
metriska ettan. Vi far att

cos(2x) = cos?(x) — sin

cos(2z) = cos?(z) — sin®(x) = 2cos?(z) — 1 = 1 — 2sin?(2).
Detta kan vi anvianda for att hiarleda formler for halva vinkeln.

Sats 5 (Formler for halva vinkeln) For alla virden pa x gdller att

1-— 1
sin? (;) = (:2()8(37) och cos® (;) = —i—c;s(x)'



Amplitud, vinkelhastighet och fasforskjutning

Ett vanligt sétt som sinusfunktioner férekommer i tillimpningar &r pa formen
f(t) = Asin(wt + ¢)

déar A dr amplituden, w (omega) ér vinkelhastigheten och ¢ (fi) ar fasforskjutningen. Genom att
anvinda additionssatsen for sinus kan vi skriva om ett sadant uttryck som

f(t) = Asin ¢ coswt + A cos ¢ sinwt.
Det betyder ocksa att vi kan ga at andra hallet och skriva om ett uttryck pa formen
f(t) = acoswt + bsinwt
som ett uttryck med amplitud och fasforskjutning om vi far att

a = Asin ¢,
b = Acos¢.

For att fa till det kan vi se pa

a® +b? = A%sin® ¢ + A? cos? = A*

och Asind
a sin
— = = t
b Acos¢ an ¢
Perioden for funktionen f(¢) = Asin(wt + ¢) ges av det minsta positiva virde 7" sa att

fe+7T) = f(t), for alla vérden pa ¢.

Ovning 4 Visa att perioden, T, for A sin(wt + @) ges av

7=
w

Trigonometriska ekvationer

De mest grundldggande trigonometriska ekvationerna har formen
(1) sinz =aq, (2) cosz =a, eller (3) tanz =a.

For att de forsta tva ska ha nagon reell 16sning alls krivs att —1 < a < 1, medan den tredje ekva-
tionen alltid har reella 16sningar. Eftersom funktionerna sin(x), cos(x) och tan(z) dr periodiska
forekommer 16sningarna till ekvationerna ocksa periodiskt. Om z = x( dr en 16sning till den
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forsta ekvationen dr ocksa xy + 27 en 16sning och om x = x 4r en 16sning till den tredje ekva-
tionen 4r xo + 7 en 16sning. I sjdlva verket far vi en odndlig uppsittning l6sningar x = xy + 27n,
respektive x = xy + mn, dédr n kan vara vilket heltal som helst.

Genom att titta pa enhetscirkeln kan man se att det i intervallet 0 < x < 27 finns tva 16sningar
till (1) och och tva 16sningar till (2) om —1 < a < 1. Dédremot finns det for a = +1 bara en
16sning i samma intervall.

Genom egenskaperna hos sinus och cosinus ser vi ocksa att om x dr en 16sning till (1), sa &r
ocksa 180° — xy, eller 7 — xy en 16sning. Pa samma sétt 4r —z en 16sning till (2) om z &r det.

En mer allmin trigonometrisk ekvation kan ofta formuleras om till en av de grundldggande
varianterna genom att anvinda olika trigonometriska och algebraiska samband. Exempelvis kan
vi for en ekvation

acos(wt) + bsin(wt) = ¢

forst skriva om vénsterledet som A sin(wt + ¢). Vi far da
Asin(wt + ¢) = ¢

Sedan kan vi gora variabelbytet x = wt + ¢ och ekvationen hamnar da i den mer grundldggande
formen

, c
sinx = —.
A
Nar vi har 16st den och far en 16sningar
T =1x9+ 2N och T=T—Tg+ 21N

kan vi 16sa ut ¢ som (z — ¢)/w och

— 2 — Ty — 2

t:xo ¢+ ™ och i T X gb+ 7rn'
w w w w



Uppgifter fran kontrollskrivningar och tentamina
Ovning 2.1

a) Bestdm samtliga 16sningar till ekvationen

tan(3mx + g) =

L
Nt

C))
b) Ien triangel &r cosinus for tva av vinklarna 1/4, respektive 1/2. Anvind additionsformeln
for cosinus for att bestimma cosinus av den tredje vinkeln. 3)

¢) Om cosaw = 1/4 och cosf = =z, vad ér det da for villkor pa = for att triangeln har tva
vinklar som ar lika? 2)

Ovning 2.2

a) Bestam samtliga 16sningar till ekvationen

sin(wt + E) = —1,
2 2
dir w = 1007. C))
b) Skriv om 5sinwt — 12 coswt pa formen Asin(wt + ¢). 3)
¢) Bestdm det storsta och det minsta virdet av funktionen
f(x) =asinx 4+ beosx + ¢
dir a, b och ¢ dr reella konstanter. 2)
Ovning 2.3
a) Bestam samtliga 16sningar till ekvationen
sin4x = cos 5.
3)

b) Bestdm samtliga 16sningar till ekvationen

CoOsSx —sinzx =

s

C))

¢) Anvind formeln for cosinus av dubbla vinkeln for att finna ett exakt uttryck for sin7/12.
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Ovning 2.4
a) Bestdm samtliga 16sningar till ekvationen

tan 2x = \/§

3)

b) For att bestimma extremvirdena for funktionen f(z) = sin 2z cos x leds man till att finna
nollstillena till derivatan g(x) = f'(z) = 2 cos 2z cos x — sin 2z sin x. Forenkla uttrycket
for g(x) och bestdm alla 16sningar till den trigonometriska ekvationen g(z) = 0. 4)

¢) Hirled formeln

T V2(1+V3)

COS— = ———

12 4
med hjilp av ndgon av additionsformlerna. (2)
Ovning 2.5
a) Skriv om sin z — /3 cos  pa formen Asin(z + ¢). 3)

b) Anvind resultatet fran a) for att bestimma samtliga 16sningar till ekvationen

sinx — \/gcosx: \/5

C))

¢) Hirled, med hjilp av additionsformlerna och trigonometriska ettan, formeln for sin(z/2)

uttryckt i cos z. 2)
Ovning 2.6

a) Bestdm samtliga 16sningar till ekvationen )]

b) Anvind additionsformlerna och trigonometriska ettan for att skriva om sin 3z som ett po-
lynom i sin x och cos 3z som polynom i cos x. 5



Ovning 2.7

a) Rita upp grafen for funktionen f(z) = 3,5cos(4,4x) i intervallet 0 < z < 27/3 och
bestdm alla 16sningar till ekvationen

3,5cos8(4,4x) =1,2
i samma intervall. Ange 16sningarna med tva virdesiffror. 4)
b) Hur ménga 16sningar har ekvationen

sin(wt + ¢) = 0,242

i intervallet 0 ms < ¢ < 94 ms, om w = 3, 14 - 102 radianer/s och ¢ = —27/3? 2)

b) Man kan skriva om a sin(wt) + bsin(wt + 27 /3) pa formen A sin(wt + ¢). Bestim ampli-

tuden A uttryckt i a och b. 3)
Ovning 2.8

a) Bestdm samtliga 16sningar till ekvationen

sin (2x—7r) = _\/§

3 2
3)
b) Bestdm den minsta positiva 10sningen till ekvationen
1,2sinx + 1,4cosx = 0,54
med tva gillande siffrors noggrannhet. 4)

¢) Anvind sinussatsen for att hirleda additionssatsen for sinus i det fall da alla inblandade
vinklar ligger mellan 0° och 180°. 2)

Ovning 2.9
a) Bestam samtliga nollstillen till funktionen
f(z) = 2sin (Bx + Z) + 1.
3
b) Bestdm samtliga 16sningar till ekvationen

sinx + sin 2x = 0.
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c¢) Vilket dr det minsta positiva tal, x, dir det inte spelar ndgon roll om man har minirdknaren
instdlld pa radianer eller grader niar man skall berdkna sin z? 3)

Ovning 2.10

a) Bestim samtliga 10sningar till ekvationen

) 2T V2
sin <5a: — 3) = ——.

2
3
b) Bestim ett nirmevirde med tva gillande siffror till den minsta positiva 16sningen till ek-
vationen
sinz + 2cosx = V2
4)
c) Bestdm samtliga I6sningar till ekvationen
sinx + sin 2z + sin 3z = 0.
(2)
Ovning 2.11
a) Bestam samtliga 16sningar till ekvationen
tan(2t +7/5) = —V/3
“4)
b) Bestdm med tva virdesiffrors noggrannhet konstanterna A och ¢ sadana att
Asin(z + ¢) = 5sinz — 3cos .
3)
c¢) Skriv cos 4x som ett polynom i cos . 2)
Ovning 2.12
a) Bestim samtliga 10sningar i intervallet 57 < ¢ < 7 till ekvationen
3
sin(t) = —\é_.
Ange svaret exakt i radianer. 3)



b) Bestdm den minsta positiva 10sningen till ekvationen
5sinx 4+ 8cosz = 0
med en noggrannhet pa tre géllande siffor. 3)

c) Uttrycket asin® x + bsinz cos x + ¢ cos? z kan skrivas om pa formen Asin(2x + ¢) + B.
Bestdm konstanterna A och B uttryckta i a, b och c. 3

Ovning 2.13

a) Bestdm samtliga 16sningar till ekvationen

tan(3z + 7/4) = V3.

3)
c) Bestdm den minsta positiva 16sningen till ekvationen
2,0sinx — 3,2cosx = 2,4.
Ange svaret som ett nirmevérde med tva decimalers noggrannhet. 4)

c) Bestdm konstanterna a och b sa att kurvan y = acosx + bsinx gar genom punkterna
(x,y) = (0,2) och (z,y) = (7/3, —1). (2)

Ovning 2.14
a) Bestdm alla 10sningar till ekvationen
sin(5x + 37/5) = 0,96

som ligger i intervallet 0 < x < 7. Ange svaren som ndrmevirden med tva decimalers
noggrannhet. 4)

b) Bestdm exakta uttryck for samtliga 16sningar till ekvationen

V3
SINX —COSXL = ——.

V2

3)
c) Hirled formeln for tangens av dubbla vinkeln, det vill séga uttryck tan 2z 1 tan x. (2)
Ovning 2.15
a) Bestam samtliga 16sningar till ekvationen
cos(2x + m/3) = 0, 62
iintervallet 0 < x < 27. Ange svaren med tre gillande siffrors noggrannhet. 3)
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b) Skriv om uttrycket 4 sin x + 3 cos x pa formen A cos(x + ¢). 3)

c) Bestdm samtliga I6sningar till ekvationen

sin?z + sin 2z = 1.

3)
Ovning 2.16
a) Bestim samtliga 16sningar i intervallet —7 /4 < x < 7/4 till ekvationen
2tan(3z +2) = 1.
Ange svaren i radianer med tva gillande siffrors noggrannhet. 3)
b) Skriv sin 22 + /3 cos 2z pa formen Asin(2z + ¢). Ange svaret exakt. 3)
c) Bestdm exakta virden pa samtliga 16sningar till ekvationen
2sin® z + sin 2z = 2.
3
Ovning 2.17
a) Bestdm de tva minsta positiva l1sningarna till ekvationen
. (3Tt =27
13 sin (10> = 8.
Ange svaren med tre gillande siffrors noggrannhet. 3
b) Bestdm samtliga 10sningar till ekvationen
sin®t 4 2sint cost + 3cos*t = 1
Ange svaren pa exakt form. 3)

¢) Bestdm konstanterna a, b och w sa att ekvationen
acoswt + bsinwt = 2

har I6sningarna t = —2+24n och t = 4+ 24n, dir n ér ett godtyckligt heltal. Ange svaren
pa exakt form. 3)

Ovning 2.18
a) Bestam den minsta positiva 1osningen till ekvationen
cos(3z +7/7) = 1/4.
Ange svaret i radianer med tva virdesiffrors noggrannhet. 3)

b) Bestidm konstanterna A och ¢ sé att 2 cos 2z + sin 2z = A cos(2z + ¢). Ange svaren som
niarmevirden med tva virdesiffrors noggrannhet. 3)

c) Bestdm det exakta antalet 16sningar till ekvationen tan 5z = sin 10z i intervallet 0 < x <
100. 3
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Facit

Ovning 2.1
a) x = 2/9 4+ n/3,dirn irett heltal.
b) Cosinus for den tredje vinkeln ir (3+/5 — 1)/8.
) x=1/4ellerz = \/6/4.
Ovning 2.2
a) Samtliga losningar gesav ¢ = +1/1504n /50, diir n ér ett godtyckligt heltal.

b) 5sinwt — 12coswt = 13sin(wt + ¢) dir ¢ = arctan(—12/5) ~
—1,18.

c) Det storsta virdet dr ¢ + 4 / a2 + b2 och det minsta ir ¢ — \/ a? 4 b2.

Ovning 2.3

a) Losningarnadrx = 7(1 — 4n)/18 och z = w(4n — 1)/2 didr n &r ett
godtyckligt heltal.

b) Losningarnairx = (—3 £ 4)7 /12 4 27n dir n dr ett godtyckligt heltal.
¢) Ettexakt virde ir sin(7/12) = (4/2 — v/3)/2.

Ovning 2.4
a) Losningarna dr x = 7 /6 + nmw /2, dir n ér ett godtyckligt heltal.
b) Vikan skriva g(x) = 2 cos z(cos? & — 2sin? x) och Iosningarna ir & =

7/2 + nm,ochx = £ arctan(ﬁ/2) + nm &~ +0,62 + nm dirn ir
ett godtyckligt heltal.

Ovning 2.5
a) sinz — v3cosz = 2sin(z — 7/3).

b) Losningamaidrz = 77 /12 4+ 2rnochxz = 137 /12 + 27n, dir n drett
godtyckligt heltal.

c) sin(z/2) = £4 /(1 — cosx)/2, med positivt tecken om 47n < x <

47n + 27 for nagot heltal n, annars negativt.

Ovning 2.6

a) Losningama ir x = 7w /3 + 2nn/3 och x = 7/2 + 27wn /3, dir n ir ett
godtyckligt heltal.

b) Vifirattsin 3z = 3sinz — 4 sin® z och cos 3z = 4 cos® z — 3 cos z.
Ovning 2.7
a) Losningamadrax = 0,28,z = 1,20chz =1, 7.

b) Det finns nio Iosningar till ekvationen i intervallet.

¢) Amplitudenir A = y/a ab + b2.

Ovning 2.8

a) Losningarna till ekvationen ges av x = 57 /2 4 3wn och z = 37n, dir n ir
ett godtyckligt heltal. (150° + n - 540° och n - 540°.)

b) Den minsta positiva Iosningen ges av ¢ ~ 2, 0.

Ovning 2.9

a) Losningarna irx = 117 /36 4+ 27n/3 ochx = 197 /36 + 27wn/3, dir
n dr ett godtyckligt heltal.

b) Losningarna ir x = nw, x = 27/3 4+ 2wn och x = 47 /3 + 27n dir
n dr ett godtyckligt heltal. (Losningen kan ocksd skrivas som @ = 27n /3 och
(2n + 1), for godtyckligt n.)
¢) Det minsta positiva tal som uppfyller kravet ir = 1807 /(180 + ).
Ovning 2.10

a) Losningarna dr 237 /24 4 27n /5 och 297 /24 4 27n /5, didr n ir ett god-
tyckligt heltal.

b) Den minsta positiva lsningen ir  ~ 1, 35. (77, 3°)

¢) Losningarna ir nm /2 och £27 /3 + 27n, dir n ir ett godtyckligt heltal.
Ovning 2.11

a) Losningarna ges av ¢ = —47 /15 + nw /2, dir n ir ett godtyckligt heltal.

b) A=+34~5,8.

¢) cosdx = 8cos?z —80052:c+1.
Ovning 2.12

a) Losningarnat = 167 /3 och t = 177 /3 iir de enda i det givna intervallet.

b) Den minsta positiva [osningen ges av & = 2,13 eller ¢ = 122° med tre
gillande siffrors noggrannhet.

¢c) A= (4/b2+ (c—a)2)/20chB = (a+c)/2.

Ovning 2.13
a) Losningarna ges av x = 7 /26 + nm /3 dir n ir ett godtyckligt heltal.
b) Den minsta positiva losningen ges av z = 1, 70 radianer.
¢) Konstanterna ir a = 2 och b = —4+/3/3.

Ovning 2.14

a) Losningarnaiintervallet 0 < o < wirx ~ 1,14,z =~ 1,25,z ~ 2,39
ochz =~ 2,51.

b) Samtliga Iosningar ges av x = 7mw /3 4+ 2wnochx = 117 /3 + 27n, dir
n dr ett godtyckligt heltal.

¢ tan2z = 2tanz/(1 — tan> z).

Ovning 2.15

a) Losningarnadrx = 2,17,z = 3,07, 2 = 5,31 ochxz = 6, 21, med tre
gillande siffrors noggrannhet.

b) 4sinz+3cosxz = 5cos(x+¢),dir¢p = — arctan(4/3) = —0, 927.

c) Losningamair x = mw/2 + nmwoch x = arctan(1/2) + nm, dir n érett
odtyckligt heltal.

Ovning 2.16

a) Losningarna irx = —0, 51 och « = 0, 54, med tva viirdesiffrors noggrann-
het.

b) sin2z + V/3cos 2z = 2sin(2z + 7/3).

c) Losningarna ges av 7w /2 + nmwoch ¢ = w/4 + nm, dir n ir ett godtyckligt
heltal.

Ovning 2.17

a) De tva minsta positiva losningarnairt = 1, 37 ocht = 3, 30, med tre gillande
siffrors noggrannhet.

b) Losningarna ges av ¢ = /2 4+ nmwoch t = —m/4 + nm, dir n ir ett
godtyckligt heltal.

c) Konstanterna skall vara a = V3+1,b=+vV3—1lochw = /12,
Ovning 2.18

a) Den minsta positiva 16sningen ir x ~ 0, 29.

b) A=+V5~2,20ch¢ =~ —0,46.

¢) Det finns 479 16sningar till ekvationen i intervallet 0 < =z < 100.
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