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4 Fjarde veckan — Derivator med tillampningar

Optimering och extremviarden

Optimering handlar om att géra ndgot sa bra som majligt under givna villkor. Ofta kan det for-
muleras som att man vill hitta ett storsta eller minsta viarde for en funktion och det virde pa
variabeln som ger detta virde. Vi kallar detta for att soka extremvdrden for funktioner.

Om en funktion &r deriverbar och har ett lokalt maximum eller minimum maste derivatan i
den punkten vara noll eftersom tangenten till grafen i den punkten maste vara horisontell. For att
hitta kandidater till lokala extrempunkter till funktionen f(z) kan vi 16sa ekvationen

f'(z) =0.

Om vi soker maximum eller minimum pa ett intervall, a < x < b, maste vi ocksa kontrollera
intervallets andpunkter, a och b, samt punkter dér derivatan inte existerar. Exempelvis har funk-
tionen f(x) = x? paintervallet 0 < z < 1 sitt maximum i z = 1 utan att derivatan av funktionen
ar noll dér. Om vi ser pa funktionen f(z) = |z| = v/22 pd intervallet —1 < z < 1 s har den sitt
minimum dé x = 0, men funktionen &r inte deriverbar i den punkten.

Numerisk ekvationslosning

Nir vi soker efter ett extremvérde till en funktion behdver vi 16sa en ekvation av typen

f(z) =0

ddr f(z) dr derivatan av den funktion vi studerar. Ofta kan vi inte 16sa ekvationen analytiskt och
da behover vi numerisk metod som hjilper oss att finna ett narmevarde till 16sningen. Ett exempel
pa numerisk metod dr Newton-Raphsons metod.

Idén till Newton-Raphsons metod dr att vi approximerar funktionen med en linjédr funktion
med hjélp av derivatan. Det betyder att vi i ndrheten av punkten z = x skriver

f(@) = f(wo) + (o) (z — o).



Vi forsoker sedan 10sa ekvationen

f(@o) + f'(xo)(x — 20) =0

och far
vy f (o)
f'(xo)
Om z ar var forsta gissning kan vi lata
P | (z0)
f'(xo)

vara en forbéttrad gissning. Vi kan sedan upprepa proceduren och successivt fa béttre och béttre
uppskattningar av den verkliga I6sningen genom

vy = f(z1)
1 fl(fljl)’

ty =y f(@2)
fr(ws)’

vy =g f(xs)
frxs)’

och sa vidare. Den korrigering vi gor i varje steg kan ses som en uppskattning av hur langt den
forra approximationen lag fran den verkliga 16sningen.
Vi ser pd exemplet F'(z) = x® + 22 — x dir de tva nollstillena till derivatan f(z) = F'(x) =

3z% + 2z — 1 motsvarar lokala extrempunkter i z = —1 och z = 1/3. Vi borjar med o = 0 och
far da
f(zo) 3z2 + 219 — 1 3-0°+2-0—-1 1
T = Tg — =xg— ——— =0— =—-=0,5.
f'(xo) 6xo + 2 6-0+2 2

Nir vi gar vidare och korrigerar x; far vi

f(z1) 323 + 21 — 1 3:-0,5°+2-0,56—-1 7
—py I g TIN5 — L — 0,35
e TGy T 621 + 2 ’ 6-0,5+2 20
och
F(x2) 322 + 22y — 1 30,352 +2-0,35 — 1
e S T B Y ~ 0, 3335.
BT T ) T T bap 2 ’ 6-0,35+2 ’

Felet i den senaste approximationen kan vi uppskatta till

Ay J(Es) 3-0,3335” + 20,3335 — 1
Tr = ~
F(x3) 60,3335 + 2

~ 0,0002.

Eftersom vi i det hir fallet kénner till att den exakta 16sningen dr = 1/3 kan vi kontrollera att

det verkliga felet dr
x3 — 1/3 = 0,0002.
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