Avsnitt 6, Egenvirden och egenvektorer

W501 Vilka av foljande matriser r ortogonala?

1 1 -1
b) 0 2 1 ],
1 -1 1
a1 1
V3 V2 V6
d) I e
V3 V2 NG
1 0 -2
V3 NG
En matris
a11 a12 A1n
‘ ‘ ‘ a1 az2 - A2
A= a, a--- Qap = .
‘ ‘ ‘ Am1 Am?2 e Amn

dr en ortogonal matris om dess kolumner bildar en ON-bas fér rummet, d.v.s. om

e kolumnvektorerna har lingd 1,
la;|>=a;-a; =1 fori=1,2,...,n,och
e kolumnvektorerna #r sinsemellan ortogonala (vinkelrita),
a;-a; =0 fori#j.

Dessa villkor kan sammanfattas med féljande matrismultiplikationsvillkor

—a ]
AA = . a; az--- a,
70/77,
a;-a; ai-ay - aj-a, 1 0 0
as-a; Qas-Qas -+ Q- ap 0 1 0
= = :E.
a, - a a, - as e a, - ap, O O .. 1

Vi undersoker alltsa om matrisen uppfyller A’A = E. Notera att matrisen A’A
alltid blir symmetrisk (a;-a; = a; - a;) sa vi behover bara rédkna ut ena triangel-

halvan av matrisprodukten.

Vi far
1 0 1 1 1 -1 2
1 2 -1 0 2 1 | = #+ E.
-1 1 1 1 -1 1

Redan forsta produktelementet avslojar att matrisen inte &r en ortogonal
matris.

Vi far
L L L 4 1 L
V3 V3 V3 V3 V2 V6 1 0 0
_1 L 0 1 L I 10
V2 V2 V3 V2 V6 -
i 1 2 1 0 2 1
V6 NG NG V3 V6

Alltsa &r matrisen en ortogonal matris.

W502c Bestiam de ingaende parametrarna sa att matrisen

3
y 3

blir ortogonal.

Villkoret fér att en matris A &r ortogonal dr A'A = E. I vart fall blir produkten
i vansterledet

3 3] 9 2 :
r 5/ \Y 3 25t

Denna produkt ar lika med enhetsmatrisen om

L= Y-wty=0, F+f=1 & a
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‘W503 Berikna inverserna till matriserna

/N
ot
Slo &l

5 12
13

_12 ’
13

1
1 1 1
V3 V2 NG
1 1 1
V3 V2 V6
1 0 —=
V3 NG

Eftersom matrisen dr 2 x 2 har vi en minnesregel for inversen: 1 delat
med determinanten framfér matrisen, diagonalelementen byter plats och
de andra tva elementen byter tecken. Alltsa,

5 -1 5 _12 5 _12

13 _ 1 13 ) [ 13 13
12 _i.i_g.(_g) 12 5 ]| 12 5 |

13 13 13 13 13 13 13 13 13

T uppgift 501d visade vi att matrisen &r ortogonal. For en ortogonal matris A
giller att

Sl &l

A'A=AA'=FE

s& inversmatrisen till A dr A*. For var matris giller alltsa

-1

ks sk

o o8

She s s
|

Sk s s

S shsb

s o g

W505¢ Bestdm parametrarna sa att matrisen

I uppgift 502c visade vi att matrisen dr ortogonal om

@ glw
SIS

blir ortogonal med determinant +1.

[SAF

x:y:—i—% eller z=y=-—

For dessa tva fall blir determinanten

3 4
e ARG R R
5 5
_3 _4
e ARG IR BRI

Inga parametervirden ger alltsa determinant +1.

Anm. Determinant +1 svarar mot att kolumnvektorerna bildar en hégerhédnt ON-bas,
medan determinant —1 svarar mot en vinsterhint ON-bas.

W517 Bestam alla egenvirden och motsvarande normerade egenvektorer till foljande
matriser

SR
) (f i)

Det egenrum till matrisen A som svarar mot egenvirdet A bestar av alla vekto-
rer  som uppfyller

Az = \x.



Egenvirdena till matrisen A far vi som rotter till sekularekvationen
det(A — AE) =0.
Losningsgangen blir alltsa:
1. Bestdm egenvirdena till A med sekularekvationen.

2. For varje egenvéirde A bestdmmer vi motsvarande egenrum genom att 16sa
ekvationen Ax = A\x.

Vi 16ser nu deluppgifterna.

2 12

b) MedA( 1. s

> blir sekularekvationen

det(A — AE) = = (2= N)(=5-A\) —(~12)-1

2\ —12
1 —5-2A
=X 432+2=0 VAN A=—2 eller A= —1.

Egenvérdena &r alltsa A = —2 och A = —1.

Vi bestdmmer nu egenrummen som hor till respektive egenvérde.

A= —2: Egenrummet bestar av alla vektorer & som uppfyller ekvatio-
nen (A — (—=2)E)x = 0. Skriver vi detta ekvationssystem med
ett rdkneschema fas

4 —12 0
1 -3 0

Gausseliminering ger

LS )t
[0 0]

Losningen ar

(5) - <3tt) =t G) (t parameter).

Egenrummet bestar alltsa av linjen med riktning (3,1) som gar
genom origo.

Denna linje ( = egenrummet)
bevaras under transformationen
som har matris A

N

Alla vektorer i egenrummet kallas for egenvektorer, och det finns
tva egenvektorer med léngd 1,

(3,1)

3 3 1
+ ==+ =4 .
GOl - Ve e e V)
A= —1: Vi far egenrummet som alla vektorer & som uppfyller ekvatio-

nen (A — (—1)E)z = 0. Vi gausseliminerar

)80 -
']

—
— w
|
[ I——
= DN

—
o =

|
S =~

Losningen ar parameterlinjen

(5) - <4tt) =t G) (t parameter).



Denna linje ( = egenrummet)
bevaras under transformationen
som har matris A

\
7

Normerade egenvektorer ar

4y, @y

4 1
e~ fvere - = om e

Svaret &r alltsa att egenvirdena dr —2 och —1 med motsvarande normerade
egenvektorer :t(\/il_o, \/#1_0) respektive i(%, \/%)

+

d)  Sekularekvationen blir

det(A—)\E):’Q_)\ 3 ’

VR =(2-N4-)) -3
=X —6\A+5=0 o= A=1 eller A=5.

Vi bestdmmer nu egenrummen som svarar mot egenvérdena.

A=1 Egenrummet ges av alla 1osningar till ekvationssystemet
(A —1E)x = 0. Vi gausseliminerar,

13 0 39
1 3 0
[ : ]
och 16sningen &r

(G)=C)=(7)

[t
w

o
o
o

(t parameter).

\
7

8en ry D]Q]et

De normerade egenvektorerna &r

(-3,1) (=3,1) B
RS e sl

Egenvektorerna #r losningar till (A — 5E)x = 0,
N
o )6

(t parameter).

L 5)

I
=
;‘w

—
[
|
S =
oS O

d.v.s. egenvektorer ar

(-0

Normerade egenvektorer &r

(1,1)

+ -+ (171) zzlz(i L)
(L, 1) V12412 Var vl



W518 Bestdm alla egenvirden och motsvarande normerade egenvektorer till foljande
matriser

0 —
b) 4
0
1
d) )
—6

b)  Egenvirdena #r rotter till sekularekvationen,

o U OB W
|
—
NS
N——

- -3 5
det(A—AE)=| —4 4—-X =10
0 0 4— X
. N -\ =3
= { Kofaktorutveckling lings rad 3} = (4 — \) 44—

=@-N(-A4-XN)-12) =4-N)(N—-4r-12) =0
= A=-=2, A=4 eller A=6.
Till varje egenvérde finns ett egenrum.

A = —2: Egenvektorerna #r 1dsningar till (A — (—2)E)z = 0. Gausselimi-

nering ger
(2 3 5 0 ‘S@@
—4 6 -10 0 ~ -
L 00 6 0 )@
( 1 _% g 0\
0 0 0 0 li ~
L 00 1 0 )3
(1 -3 0 0 )
0o 0 1 0
L 0 0 o0 0

Egenvektorerna dr ddrmed

x 3t 3
yl=12t]=¢t12], (t parameter).
z 0 0

Egenvektorerna &r losningar till (A—4E)x = 0. Gausseliminering
ger

(-4 -3 5 0 ’S)

—4 0 -10 0 ~
L 0 0 0 0 J
( 3 5 )

D 0

0 3 -15 o |[DHG ~
L 0 0 0 0 )
(1 0 3 0 )

0 1 -5 0
L 0 0 0 0 )

Egenvektorerna ér déarfor

T —5t -5
yl=1|(10t]=¢t]10 (t parameter).
z 2t 2

Egenvektorerna ér losningar till (A—6E)x = 0. Gausseliminering

ger
(6 -3 5 0 \53
4 =2 —10 0 ~
©)

_8 0
[ 0 1 0)§N

o
o
|
N
o

o
o O NI
|
|5
(@)



1 % 0 0 de enda mdjliga heltalsrotterna dr £1, £3, £9, +£27. Av dessa visar sig —3
0 0 1 0 och 43 vara rotter. Enligt faktorsatsen kan sekularekvationen da skrivas
0 0 0 0 N3N N+ 2T = (A +3) (A= 3)(A - A),
Egenvektorerna dr darfor dér A ar den tredje roten. Stoppar vi in A = 0 i sambandet fas
T —t -1
yl=12t|=¢t1] 2 (t parameter). 21=3-(=3)- (=4 At A=3.
z 0 0

Egenvirdena &r alltsd A = —3 och A = 3 (dubbelrot).

De normerade egenvektorerna &r . i . i i
Vi bestdmmer nu egenvektorerna till respektive egenvérde.

A= o ¢ 320 0 (3,20 (2.2 0)
(3,2,0)] V32422402 VI3 V13T A = —3: Egenvektorerna #r ldsningar till (A — (=3)E)x = 0. Gausselimi-
(—5,10,2) (—5,10,2) 1 nering ger
A=4 o+ — 4 —+ 1 (-510,2),
(o] S v 5102 ( \
g 2 CRRO (1200 42 -2 |0 %9
o [(=1,2,0)  ~—/(-12+22+02 = V&Vl 2 8 -9 0 ~
. L —6 6 0 0 J
A ( \
1 3 -3 0
0o 9 -3 0 9 ~
L 0 9 =3 0 )
. p \
ﬁ- 15 -3 0 E@
1
x L 0 0 0 0 J
(1 0 -1 0 )
Egenvirdena ges av sekularekvationen, 0 1 0
3
1—A 2 -2
0
det(A—ME)=| -2 5-A -2 |=... (0 00 )

—6 6 -3-A

3 5 Egenvektorerna dr darfor
== A7 3N+ 9N =27 =0.

Forslagsvis 16ser vi ekvationen genom att gissa heltalsrotter. Eftersom po- z ¢ 1
lynomekvationen har heltalskoefficienter och den ledande termen har ko- vyl = th =t é ’ (t parameter).
z

efficient 1 sa maste eventuella heltalsrotter dela konstanttermen 27, d.v.s.



A=3: Egenvektorerna &r losningar till (A—3E)x = 0. Gausseliminering
ger
(2 2 2 0 ) S) @)
-2 2 =2 0 ~
L —6 6 —6 0 J
(1 -1 1 0 )
0 0 0 0
L 0 0 0 0 J

T s—t 1 -1
y| = s =s| 1 |+t 0 |, (s,tparametrar).
1 t 0 1

Egenrummet &r alltsa ett plan som spédnns upp av (1,1,0)

och (—1,0,1).
/ Qg%%lz;
] |
x

> N

/\

Normerade egenvektorer ar

(1,1,3) (1,1,3) o,
=3+ = —4( L 1 3

(1,1,0) (1,1,0) o
Lol tverere v v
(=1,0,1) (~1,0,1) o
- =+ = __a07_ .
[CLo.nl ~ S eprrere - SVt v)
W519

<)

Q)

Bevisa att om \ dr ett egenvirde till matrisen A, sa dr A + p ett egenvérde till
matrisen A + pFE, dir E &r enhetsmatrisen av samma typ som A.

Bevisa att om X #r ett egenvirde till matrisen A, sa #r A2 ett egenvirde till
matrisen A2

Eftersom A dr ett egenvérde till matrisen A sa finns en vektor & # 0 sa att
Ax = Ax.

Da géller att matrisen A 4+ pFE uppfyller

(A+ puB)yxr = Az + pEx = \e + px = (A + p)x.

Alltsa har A + pu E egenviirdet A + p, med samma egenvektor .

Om egenvirdet A har egenvektorn x # 0, d.v.s.
Ax = \x,

da ar

A’x = AAx = Adx = )\ Ax = M = \x.

vilket visar att A% har egenvirdet \2.



W521 Bestdm egenvirdena och tva ortogonala och normerade egenvektorer till foljande
matriser

v (07)
o (5 7)

Vi bestdmmer egenvirden och egenvektorer pa det vanliga séttet.

b)  Egenvirdena ges av sekularekvationen
—2—-A 2

2 1—A
=N4+A-6=0 &

det(A — \E) = =(-2-XN)1-X—-2-2
A=—-3 eller A=2.

Egenvérdena &r alltsa A = —3 och A = 2.

Vi bestdmmer nu motsvarande egenvektorer.

A = —3: Egenvektorerna #r ldsningar till (A — (=3)E)x = 0. Gausselimi-
nering ger

Egenvektorerna ér déarfor

()=C)=(7)

A=2: Egenvektorerna &r 16sningar till (A - 2E)a: = 0. Gausselimina-

2V oet -

(t parameter).

Egenvektorerna dr darfor

r\ _[(t\ _ ‘ 1
y)  \2t) " \2
Eftersom matrisen dr symmetrisk ger spektralsatsen att egenrummen ar

ortogonala, sa for att bestdmma tva ortogonala och normerade egenvektorer
racker det att vi viljer en normerad vektor ur varje egenrum,

(t parameter).

(7251) —(_2 1 oc (172) (L 2
i) = Cveve) o gy = (B we)
d)  Sekularekvationen blir
det(A — \E) = 8__6A 17__6A =(8-=X)(17— ) — (=6) - (—6)

=X —-250+100=0 o A=5 eller \=20.

Vi har alltsa egenviardena A = 5 och A = 20.

Vi bestdmmer motsvarande egenvektorer.

A =5 Egenvektorerna dr losningar till (A—5F)x = 0. Gausseliminering
ger
0 S@ ®
0
1 -2 0
0 0 0
Egenvektorerna dr darfor

(f/) - <2tt> =t G) ., (t parameter).




A =20: Egenvektorerna dr losningar till (A — 20E)x = 0. Gausselimine-
ring ger
-12 -6 0 5
oo | o )oe

0
0
Egenvektorerna &r alltsa

<:§> - <;> =1 ( _; > ; (t parameter).

Vi har &ven i detta fall en symmetrisk matris, sa spektralsatsen ger att
egenvektorer fran olika egenrum dr ortogonala. Vi behover alltsa bara vilja
en normerad egenvektor ur respektive rum sa #r de ortogonala,

—
o
[=JNNIES

) och b2 (2

ot

W522 Bestidm egenvirdena och tre parvis ortogonala och normerade egenvektorer till
foljande matriser

1 2 0
b) 2 2 -2 |,
0 -2 3
2 2 -2
d) 2 -1 4 |.
-2 4 -1

b)  Egenvirdena ges av sekularekvationen

1—X 2 0
det(A—AE)=| 2 2-Xx -2 |=...
0 -2 3-2A

=N 46X -31—-10=0.

Gissning ger rotterna Ay = —1, Ay = 2 och A3 = 5. Till varje egenvéirde
finns motsvarande egenrum.

A =—1: Egenvektorerna #r 1dsningar till (A — (—1)E)x = 0. Gausselimi-

nering ger
[ 2 2 0 0 ) S)@
2 3 =2 0 ~

L0 2 4 0
(1 1 0 0 )
L0 2 4 0
(1 0 2 0 )
0 1 -2 0
Lo 0 0 0

Egenvektorerna dr darfor

z —2t -2
yl=1| 2t | =¢ 2 1, (t parameter).
z t 1



A=2:

A =05

Egenvektorerna &r losningar till (A—2E)x = 0. Gausseliminering

ger

(1 2 0 0’9}@

2 0 -2 0 ~
Lo 2 1 0

(1 —2 0 0 )

Lo 2 1 0

(1 0 -1 0 )

0o 1 -3 0

Lo 0 0 0

T 2t 2
yl=(t]=t]1], (t parameter).
z 2t 2

Egenvektorerna ér losningar till (A—5E)x = 0. Gausseliminering
ger

(4 2 0 0‘9}

2 -3 -2 0 ~
L 0 2 -2 0
(1 -1 o 0 )

o 22 | o @ -
L0 2 -2 0
(1 o0 1 0 )

0 1 1 0
Lo 0 o 0

Egenvektorerna dr darfor

T —t -1
yl=|-2t|=t| -2 |, (t parameter).
z 2t 2

Eftersom matrisen &r symmetrisk ger spektralsatsen att egenrummen &r
ortogonala, sa for att bestdmma tre ortogonala normerade egenvektorer
riacker det att vilja en normerad vektor fran respektive egenrum,

(_27271) 2 21 (2’1a2) 2 1 2
_(_2 21 ebha) 212 h
1(=2,2,1)]] (=5:5:3) 12,1,2)]] (3:3:3)  oc
1(=1,-2,2)] 59
Vi bestdmmer egenvirdena med sekularekvationen
2— A 2 -2
det(A — A\E) = 2 —1-2) 4 ...
-2 4 —1-A

= =N 42TA =54 =0.

Gissning ger rotterna A = —6 och A\ = 3, och enligt faktorsatsen kan poly-
nomet da skrivas som

—A3 27X =54 = — (A +6) (A — 3)(\ — A),
dér A ar den tredje roten. Stoppar vi in A = 0 i sambandet fas
—54=—-6-(-3) - (—A) & A=3.

Egenvirdena ér alltsd A = —6 och A = 3 (dubbelrot).

Vi bestdmmer nu egenvektorerna.

A= —6: Egenvektorerna #r lésningar till (A — (—6)E)x = 0. Gausselimi-
nering ger
8 2 -2 0 5
2 51| o @ -
-2 4 5 0



(1 3 2 0 )
0 —-18 -18 0 é) 5 ~
L0 9 9 0
( 5 )
1 5 2 0
0 1 1 0 ~
[ 0 0 0 0 )
( 1 )
1 0 —3 0
0 1 1 0
L 0 0 0 0 J
Egenvektorerna dr darfor
T t 1
yl=|-2t|=t| -2 |, (t parameter).
z 2t 2
A=3 Egenvektorerna ér 16sningar till (A—3FE)x = 0. Gausseliminering
ger
(-1 2 -2 0 ) Sz) S
2 -4 4 0 ~
{ -2 4 —4 0 )
(1 2 2 0 )
0 0 0 0
L 0 0 0 0 J
Egenvektorerna &r
z 25 —2¢ 2 -2
y| = s =s 1]+t 0 |, (s,tparametrar).
z t 0 1

Vi ska nu vilja tre ortogonala normerade egenvektorer. Eftersom egenrum-
met som hor till A = —6 &r en-dimensionellt och egenrummet som hor

till A = 3 &r tva-dimensionellt viljer vi en egenvektor fran férsta rummet
(1,-2,2),
och tva egenvektorer fran andra rummet
(2,1,0) och (—2,0,1).

Att matrisen &r symmetrisk garanterar att (1, —2,2) dr vinkelréit mot egen-
rummet som (2,1,0) och (—2,0,1) spénner upp. Déremot behover in-
te (2,1,0) och (—2,0,1), som tillhér samma egenrum, nodviindigtvis vara
ortogonala. For att f4 tva ortogonala vektorer i egenrummet ersitter vi
vektorn (—2,0,1) med dess komposant vinkelrdtt mot (2, 1,0).

(_270a ]-)
Komposant L
mot (2,1,0) ,:\ (27170)
Den vinkelrdta komposanten blir
(_27 0, 1) ) (27 ]-a O)
(727031) - (23170)
1(2,1,0)]12
—44+0+0 9 4
=(-2,0,1) — Pz 02 (2,1,0) = (—%,%,1).

De tva vektorerna (2,1,0) och (—%, %, 1) ar alltsa ortogonala och spanner
upp egenrummet med egenvardet \ = 3.

Vi har nu tre ortogonala egenvektorer. Om vi normerar dem far vi svaret

2,4,5) (—2,4,5)

=(——2_ _4_  _5_
2,4,5)] (—2)2 + 42 + 52 = 3\/573\/5’3\/5)'

(1,-2,2) _ (1,-2,2) BT
(1, —2,2)] 12+ (—2)2 + 22 3: 73 3)
(21,00 (21,0 (2.1
1(2,1,0)| 22102 VB VB

(

(



W524b Bestdm en matris P sddan att P*AP blir en diagonalmatris D, samt ange D

da
-2 2
(22,

Ortogonal diagonalisering av en symmetrisk matris A &r egentligen att vi ut-
trycker den linjdra transformation som har A som matris i sin ortonormerade
egenvektorbas vy, vy (basen bestaende av A:s ortonormerade egenvektorer). I
egenvektorbasen har ndmligen transformationen matrisen

_ (M
p=(* ),

dér A; och Ay ar A:s egenvirden, och sambandet mellan transformationens tva
matriser A och D &r

A=PDP,

dér P dr basbytesmatrisen fran egenvektorbasen till standardbasen och ges av

I korthet gar alltsa en ortogonal diagonalisering till som foljer:

1. Bestdm egenvéarden A, Ay och motsvarande ortonormala egenvektorer v,
vo till matrisen A.

2. Bilda matrisen

D& dr A = PDP! dir

Fran uppgift 521b far vi att matrisen A har egenviirdena A\; = —3 och Ay = 2.

Motsvarande ortonormerade egenvektorer &r v, = (—%, %) respektive vy, =
12
(5 ve)
Basbytesmatrisen blir darfor
2 1
_ NERVA
Vb V5

och diagonalmatrisen blir

!

I
—

|
o w

N O
N—

Diagonaliseringen blir alltsa
-2 2 - -3 0 -
2 1) 0 2 NG

Anm. Notera att egenvirdena i diagonalmatrisen dr i samma ordning som motsvarande
egenvektorer radas upp i P-matrisen. Hade vi istéllet valt

L2
Vi VB

Sk s
Sho s

Sl Sl
~—




W525 Bestdm en ortogonalmatris P sidan att P!AP blir en diagonalmatris D, samt Diagonaliseringen av A lyder alltsd, A = PDP?, d.v.s.
ange D da A &r matrisen

2 2 1 2 2 1
L e o 12 0 -5 3 3 -0 0N /-5 3 3
w222 R I R I R I
0 -2 3 1 2 2 1 2 2
0 -2 3 3 3 3 0 0 5 ~3 —3 3
7 4 4
e) 4 1 -8 |. e) Vi maste forst bestimma egenvirden och egenvektorer till A. Egenvérdena
4 —8 1 ar rotter till sekularekvationen
T—A 4 4
det(A — \E) = 4 1-Xx =8 =
Matrisen P #r basbytesmatrisen fran egenvektorbasen till standardbasen och ges 4 -8 1-A
av = =X 9N 81N - T29 =0 & A=-9 och A=09 (dubbelrot).
‘ ‘ ‘ Vi riknar ut motsvarande egenvektorer.
P=1 v v v |, A= —9: Egenvektorerna &r ldsningar till (A — (—9)E)x = 0. Gausselimi-
‘ ‘ ‘ nering ger
dér vq, vo, v3 ar tre ortonormerade egenvektorer till matrisen A. Diagonalmatri- ( 16 4 4 0 ) 5
sen blir da 4 10 -8 0 ~
AL 4 -8 10 0
D= A : . 7
A (1 3 2 0 )
dar A1, Ao, A3 dr egenvirdena som hor till egenvektorerna v, vo respektive vs. 0 —36 36 0 ~
b) Vi har redan riknat ut egenviirden och egenvektorer i uppgift 522b, \ 0 -18 18 0 ),
( 5 )
M=-1, XA=2 och \;=05, r 5 =2 0
0 1 -1 0 ~
och
0 0 0 0
_(_2 21 \ J
vi=(-%%3) 7 N
1
2 1 2 1 0 2 0
va=(55,3), samt
0 1 -1 0
vi=(--33)
L 0 0 0 0 J

Matriserna P och D blir

-3 3 3 -1 0 0 v —t -1
P= % 4 _% och D= 0o 2 0 yl=12t]=t 2 1, (t parameter).
% % % 0 0 5 z 2t 2



A=0 Egenvektorerna &r losningar till (A—9E)x = 0. Gausseliminering
ger
(2 4 4 0 ) S@ @
4 -8 =8 0 ~
L 4 -8 =8 0 J
(1 2 2 0 )
0 0
L 0 0 0 0 J

Egenvektorerna dr alltsa

T 254+ 2t 2 2
y| = s =s |1+t |0}, (s, t parametrar).
z t 0 1

Vi har en symmetrisk matris sa egenrummen &r ortogonala. Vill vi darfor
vélja tre ortonormala egenvektorer behover vi bara ordna med ortogonali-
teten mellan vektorer inom samma egenrum.

Fran egenrummet som svarar mot A = —9 far egenvektorn

(—1’2a2) (—1,2,2) _ (_
(L2 2 ie

Egenrummet som svarar mot A = 9 spanns upp av tva vektorer

(V1IN

).

2
53

Wl

(2,1,0) och (2,0,1).

For att fa tva ortogonala egenvektorer ersitter vi vektorn (2, 1,0) med dess
komposant vinkelritt mot (2, 1,0),

(2,0,1)

A (2,1,0)

(2,0,1) - (2,1,0)

(2,0,1) — (2,1,0)
1(2,1,0)]1?
22401410
= (2,0,1) — 2,1,0
(7 ) ) 22+12+02 (7 ) )
=(2.0,1) = (55,0 = (3. —5.1).

Tva ortonormala egenvektorer i egenrummet &dr alltsa

(Qv 1, 0) 2 1 (2a *47 5) 2 4 5
—_— = (==, == h —— = (=, — ==, =2=).
[eton - e v ot ey = G e as)
Basbytesmatrisen P kan vi alltsa vélja som
_1 2 _2_
3 V5 3V5
p_| 2 L __a
- 3 V5 3v5
2 0 _5_
3 3V
Da blir diagonalmatrisen
-9 0 0
D= 0 9 0
0 0 9
och diagonaliseringen lyder
7 4 4
4 1 -8
4 -8 1
1 2 2 1 2 2
T3 U5 3B -9 0 0 —3 3 3
2 1 4 2 1
=| 3 B "5 09 0 VAR
2 5 2 4 5
s 0 5 0 0 9/ \355 "55 35

W526  Den symmetriska matrisen A har egenvektorerna (1,2,1), (1,0,—1)



och (1,—1,1), som hoér till egenviirdena 1, 3 respektive 4. Bestdm A.

Eftersom matrisen A dr symmetrisk &r den ortogonalt diagonaliserbar
A=PDP!,

dér matrisen P bestar av ortonormerade egenvektorer till A och diagonalmatri-
sen D av A:s egenvirden.
Normerar vi de tre egenvektorerna

(L21) (1,21 (2 1y
1(1,2,1)] V12422412 ' V6’ V6
(1,0,-1) _ (1,0,—1) (101
H(l,O,—l)H 12_|_02_|_(_1)2 V27 2/
(1,-1,1) _ (1,-1,1) (a1
(1, =1, 1) 12 4+ (—=1)2 4+ 12 V3 V33

far vi tre ortonormerade egenvektorer (eftersom A #r symmetrisk ér de ortogo-
nala) och P siitter vi till

1 1 1
NG V2 V3
2 1
P = 76 0 ~
1 1 1
NG V2 V3
I diagonaliseringen blir da
1
D= 3
4
Vi far att A ar
A= PDP!
U T 1 o0 o /L =z 1
V6 V2 NG NG NG V6
2 1 1 1
=l % Y " 0 3 off 5 0 -~
1 1 1 0 0 4 1 1 1
NG V2 V3 V3 V3 V3
1 1 1 1 2 1 3 1 0
V6 V2 V3 V6 NG NG -
2 1 3 3
=l % 0 - V- I Bl B
1 1 1 4 _ 4 4 0 —1 3
V6 V2 NG V3 V3 NE

W527 Berikning av matrispotenser. Man kan beriikna en potens A® av en symmetrisk
matris A for ett godtyckligt positivt heltal k, d.v.s. produkten AA---A av k fakto-
rer A, pa foljande sitt: Diagonalisera férst A med hjilp av en lamplig ortogonalmatris:
P'AP = D. Hirav foljer, eftersom P~! = P! att A = PDP'. D4 ar A2 = AA =
(PDP")(PDP") = (PD)(P'P)(DP") = (PD)E(DP") = PDDP' = PD?P". Allmint
far man p& samma sitt att A¥ = PD*P?. Matrisen D* beriknas l4tt: man finner att

(A 0
p=(% 2

2 (A 0N/ 0\ /A o
= D_(o A2>(0 )\2>_<0 bt

M0
pE— (M
= ( 0 A’;)
for godtyckligt positivt heltal k.
b) Berikna A" for godtyckligt positivt heltal k, d& A &r matrisen

-1 2 0
A= 2 0o -2 .
0 -2 1

Ange speciellt A?™ och A?" 1!,
c) Berdkna A%" och A*"T! da

b)  Om vi ska anvinda metoden i uppgiftstexten maste vi forst ortogonalt
diagonalisera A. Det forsta steget dr att bestdmma egenvirden och egen-
vektorer till A.

Egenvirdena ér rotter till sekularekvationen
-1-Xx 2 0

det(A—AE)=| 2 —x -2
0 -2 1-)

& A=-3, A=0 eller A=3.

=-X4+90=0

Vi bestdmmer motsvarande egenvektorer.



A = —3: Egenvektorerna #r l6sningar till (4 — (—3)E)x = 0. Vi Gausse-

liminerar
(2 2 0 0 ’9@
9 3 —9 0
L0 2 4 0
(1 1 0 0 )
o1 | @ .
L0 2 4 0
(1 0 2 0 )
0 1 -2 0
Lo 0 0 0

T —2t -2
yl=1 2t | =¢ 2 (t parameter).
z t 1

A=0:  Egenvektorerna dr losningar till (A — 0 E)z = 0. Vi Gausselimi-

nerar

(1 2 0 0‘9}@

2 0 -2 0 ~
L0 2 1 0

(1 2 0 0 )

L0 2 1 0

(1 0 -1 0 )

0o 1 -3 0

Lo 0 0 0

Egenvektorerna ar alltsa

z 2t 2
yl=(t]=¢t[1], (t parameter).
z 2t 2

A=3:  Egenvektorerna &r losningar till (A — 3F)x = 0. Vi Gausselimi-

nerar
(—4 2 0 0 ) 3
: 52 | o ool -
| 0 -2 -2 0 )
(1 -2 1 0 )
o | 0RO
\ 0o -2 =2 0 J
4 1 3
1 0 5 0
0 1 1 0
L 0 0 0 0 J
Egenvektorerna &r alltsa
T —t -1
yl=|-2t|=t| -2 |, (t parameter).
z 2t 2

Eftersom matrisen dr symmetrisk och egenrummen ar en-dimensionella far
vi en ortonormerad egenvektorbas genom att vilja en normerad vektor fran
varje egenrum,

( 2 2 1) _ <_2a271) _ 2 2 1)
[C22 0]~ Vi rear o)

(a ) ) (2’152) :(212)

12, 1,2)] ~ V2r1zro2 ‘3330

( 17_2 2) _ (_17_252) _( 1 2 2)
1(=1,-2,2)[  \/(—1)Z+(=2)2+22 = % %3V



Basbytesmatrisen P blir

=
Pl 2
503 3
och diagonaliseringen éar
e AV BV I
A=PDP! = 2 1 -2 0 0 0 z 1z
I B PANUIN VAT N
Potensmatrisen blir nu
Ak = pPtD*P
e AWAC A ANAS N
-1 3 32 N
S U A I
SR S [ R B By
- 2 & - LA T (0
T T DA C O C L
$(=3)F+04+ 53 —5(=3)"+0+23" —Z(-3)F+0- 23
= —5(=3)*+0+23" (-3 +0+33"F 2(-3)"+0- 33"
—2(-3)F+0-23F  Z2(=3)"+0-53" F(-3)F+0+353"
L+4(-1D)F  2—4(-1)F —2-2(-1)*
3“( 2—-4(-1)F  4+4(-1)F —442(-1)F
—2-2(-1F —4+2(-1)* 4+1(-1)F

Nir k = 2n = jamnt helta dr (—1)F = +1 och vi far

A2n _ 32n—2

5 —2 -4
—2 8 -2
-4 =2 5

Nir k = 2n + 1 = udda heltal &r (—1)* = —1 och vi far

-3 6 0
APl = g2n—l 6 0 —6 |=3"A
0 -6 3
T uppgift 525e diagonaliserade vi matrisen A,
7T 4 4
4 1 -8
4 -8 1
1 2 2 1 2
5 V5 3 - 00 R
_ 2 1 4 0 9 0 2
= 3. V5 3B VRV
2 5 2 4
s 0 35 00 9/ \ 355 "3
Potenser av A blir darfor
A* = pD* p?
3 % sm )/ C9F 0 o0 -5 3
_ 2 1 4 k 21
=l 3 B “&E o 90 VAV
2 5 k 2 _ 4
3 0 3v5 0 0 9 3v5 3v5
2 2 2 2
-3 = 3 —3(=9% 3(=9% F(-9*
_ 2 1 __4 2 gk 1 gk 0
- 3 Vb 3v5 NG V5
2 5 2 k 4 gk 5 k
s 0 35 VR L VA
s(-9)F+ 2984 Lok 2 (—9)k 4 29k B9k
= —-2(-9F+ 29— 29  S(-9)F+L9F+ S0
—5 (9" +09"+5%9%  J(-9)"+09" - 2L o
3 (9" +09" + gL 9*
5(=9)F+09F — 229
5 (Z9)F+09" + ZZ9F
- 40+5(-1)F  10—-10(-1)* 10 -10(-1)*
ok—
= 10 —10(=1)% 25 +20(-=1)* —20+20(—1)%
10 — 10(=1)*  —20420(—1)* 25+ 20(—1)*

’01 O Wi

5

§‘m S o



Nir k = 2n = jamnt heltal #r (—1)* = +1 och vi far

g2n—1 (45 0 0
A% = 0 45 0
0 0 45

=9"E.

Nir k = 2n + 1 = udda heltal &r (—1)* = —1 och vi far

g92n 35 20 20
APt = = | 2 5 —40 | =9°"E.
20 —40 )
W528 Fibonaccis talfoljd {zn}n—o, d.v.s. To,z1,Z2, ..., definieras genom rekursions-

formeln
Tn = Tn—1+ Tn-2

och begynnelseviardena o = 0, 1 = 1. Man finner f6ljden 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,....
Overgangen fran talen x,_2 och x,_; till talen x,,—1 och x,, kan skrivas

Tn \ _ (1 1\ (Tn
Tn—1 “\1 0 Tp—2)
Bestdm med hjilp hdrav en explicit formel for z,, d.v.s. uttryck z, som en funktion
av n. Vad kan ségas om x,, for stora n.
Om vi anvinder matrissambandet nagra ganger
o\ (1 1\ [z (1 1 1
T o 1 0 Zo - 1 0 0/’
xr3\
T2 o
Ta\ 1 1
I3 1 0

—_
[y

sa kan vi uttyda monstret

z \ (1 1\ 1 »
Tp—1 - 1 0 0/
Aven om vi kan vara ganska 6vertygande om att (x) ér riktig sa behover vi nagon

metod for att helt sikert faststélla att (+) &r sann.
Formeln (x) #r egentligen ett uttalande om oédndligt manga samband

(-G o) )
(-G o) )
(-G o) G)

och dr en indexering (upprikning) av alla dessa samband. Vad vi kan notera i ()
dr att varje pastaende bygger pa ett tidigare pastaende. Pastaende nr n far vi
fran pastaende nr n — 1 genom

an \ (1 1\ (e (1 1\ (1 1\"?/1
Tn—1 - 1 0 ITn—2 o 1 0 1 0 0
1 N\
“\1 0 0/
Det dr just i dessa typer av situationer som matematisk induktion ar lamplig som

bevismetod.
Lat P, vara pastaendet

w1 1\ 1
Tn—1) \1 O 0/
(D)  (Basfallet)
P, &r sann, ty

(VL AV P ) = (;é) = (é) = G (1)>0 (é) = (HL AV Py ).



(@  (Induktionssteget)
Vi visar att P, = P,11

Sz (11 Zn
(VL AV Ppiq) = ( T, ) - (1 0) <xn1>
n—1
1 1\ /1 1 1
= { P, antas vara sann } = (1 0) (1 0) <O)
1 1 n 1

(3)  Av induktionsaxiomet foljer att P, dr sann for alla positiva heltal n.

Vi har alltsa visat att

2\ (1 1\"' /1
Tp—1 - 1 0 0
for alla n > 1.

For att rdkna ut x,, behover vi alltsa kunna berikna

1 1n—l
1 0 '

Vi kan anvidnda metoden i uppgift 528: Diagonalisera (1 1),

10
11\ ,
(1 O)—PDP.

Da ar

G é)n_l _ (PDP')(PDP')-- - (PDP")

= PD(PtP)D(PtP) R (PtP)DPt — ppript

Matrisen (} (1)) har egenvirdena

=AA-1)—-1=X-X-1=0 & A=

1-X 1
1 -A

Motsvarande egenvektorer dr

A= % — %\/5 Egenvektorerna dr 16sningar till (A — (% — %\/E)E)w = 0. Gauss-
eliminering ger

[ 1+vE 1 0 ’5 N
\ 1 —3+3V5 J
(1 ~1+35v5 | 0 ’S)

| 14V o J¢ 7
(1 ~1+4E ] 0 )
0 0 0 |

Egenvektorerna ar alltsa

(i) - <(1 _2;/5#> =t (1 _2\/5> . (t parameter).

A=1+ %\/5 Egenvektorerna &r l6sningar till (A — (3 + %\/E)E)w = 0. Gauss-
eliminering ger

( 3
3—3V0 1 0 5 N
1
k 1 _5_%\/5 0 )
( )
L] 00
\ %_%\/5 1 0 )
( )
LwE| o
L 0 0 0 )

Egenvektorerna &ar alltsa

<f§) _ <(1 +2;/3)t> —¢ (1 +2\/5> (¢ parameter).

Normerade egenvektorer fran varje egenrum &ar

(17\/532) o 1 .
—vE2l ~ vioaz VY
(1++5,2) 1
Va2l ~ Vom0tV



Vi sétter alltsa

och far

P =

n—1
]- ]- o n—1 pt
<1 O) =PD" P

(
(
[

1-v5

1+5

V10 — 2v/5
2

V10 + 2v/5
2

V10— 2v/5

V10 + 2v/5

1-V5 145 (17\/5)”*1 0 1-V5 2
V10—2v5  v/10+2v35 2 V10-2v5 \/10 2v5
2 2 VAL 1465
V10-2v5  V/10+2v5 0 ( 2 ) V10+2v5 \/10+2\f
1-V5 145 2 (1—\/5)" 2 (1—\/5>" !
V10-2v5  V/10+2v5 V1io—2v5 \ 2 Vio—2v5 \ 2
2 2 2 (1+\/5)" 2 (1-5-\/5)"_1
V10-2v5 \/10+2\/5 Viot2vs \ 2 Viot2vs \ 2
1 1+\/ 1 (1—%5)” N
A YA

*

Vi far déarfor en formel for z,,,

T
*

)=

1
<¢g

i3

Ty =

1
V5

) )- (50
) %509

1+v5)
5 -

ES

*

) |

1

V5

*

(

2

1—\/5>”

Eftersom —1 < 1 — /5 < 0 sa kommer kommer (1 — /5)" vara exponentiellt
liten nér n &r stor, och vi har

Ty ~

V5

2

1 <1+\/5

i

W531 Overfor genom en ortogonal koordinattransformation foljande kvadratiska for-
mer till kanonisk form. Ange #ven den anvinda koordinattransformationen. (Anvind
resultaten fran uppgift 521 och 522.)

b)
d)
f)
h)

—22% + day + 12,

82 — 12zy + 1732,

x? + 2% + 322 + day — dyz,

227 — y? — 22 + day — dxz + 8yz.

Vi skriver forst den kvadratiska formen med en matris,

2 2 -2 2 x
=22 +dwy +y° = (2 y)(2 )y

Diagonalelementen i matrisen &r koefficienterna framfor kvadrattermerna
och de tva utomdiagonala elementen svarar bada mot korstermens koeffici-
ent.

Den kvadratiska formens matris &r symmetrisk och enligt uppgift 521b har
den foljande egenvérden och normerade egenvektorer
egenvirden -3 2

egenvektorer (—\/lg, %), (%, %)

Vi viljer dirfér basbytesmatrisen fran egenvektorbasen till standardbasen

Som
1 2
p:<«; f)
V5 V5

Notera att vi ordnat kolumnerna i P sa att det P = +1, vilket betyder att
basbytet &r en rotation.

I de nya koordinaterna

()= ()%

blir den kvadratiska formen
) ( /)
y/

@ v) ( 0 -3



Detta &r den kvadratiska formen skriven i kanonisk form. f) Vi skriver den kvadratiska formen i matrisform

! / 1 2 0\ [z
! x? + 2y° 2 — = _
y” + 327 + dzy 4yz-(x Y z) 2 2 2 Y
0 -2 3 z
/
Yy Fran uppgift 522b far vi att matrisen har egenvéirdena och egenvektorerna
egenvirden -1 2 5,
2 2 1 2 1 2 1 _2 2
o, egenvektorer (—2,2,1) (2,12) (-1 -22).
Egenvektorbasen Vi viljer basbytesmatrisen till

d)  Den kvadratiska formen blir i matrisform

det P = +1).
2 2 = 50 y
8z% — 122y + 17y* = (= y) ( -6 17 ) <y) '

I
Wl Wi Wl
|
WIN WIN W
WY Wi Wi

I egenvektorbasens koordinater

>, (
T 2z +2y+ =z
Yy
z

Matrisen
2 2
A ( 8 —6 ) a’ 2\ (-5 3 3 X
-6 17 y|=Ply -3 -2 2 =3 —r—2y+2z
har enligt uppgift 521d foljande egenvirden och egenvektorer 2 2 2 1 2 20+ y+22
egenvérden 5 20 har den kvadratiska formen det kanoniska utseendet
2 1 12
egenvektorer (%’ﬁ)’ (—%,%). 1 0 0 o
2 2 2
Vi viljer darfor diagonaliseringsmatrisen till (@ oy ) 8 (5) g y: = —(2')* +5(y")" +2()".
z

2 _ 1
(7 |
7 7 2
I de nya koordinaterna

2 1
@' _ pt x _ V5 VB r — L 2ty -y
Y y % %) \y) VE\-z+2

i egenvektorbasen har den kvadratiska formens s.k. kanoniska form utseen-

det
@ (g g ) () =56+ 20002




h)  Forst skriver vi om den kvadratiska formen i matrisform W532 Ange den geometriska betydelsen av andragradsekvationerna

9,2 2 _
222 —y? — 22 + day — 4wz + 8wz b) Qz,y) = —227 + dzy +y =

d)  Qz,y) = 8% — 122y + 17y* = 1,
; ? _Z v f)  Qz,y,2) =2 +2y° + 32> + day — dyz = 1,
—(1‘ Y Z) 5 _4 1 g ’ h)  Qx,y,2) =227 —y® — 2% + 4oy — 4wz + 8yz = 1.
Matrisen &r densamma som i uppgift 522d och har egenviirdena och egen- I uppgift 531 skrev vi de kvadratiska formerna i kanonisk form och vi ska utnyttja
vektorerna detta for att ange vilken typ av kurva/yta ekvation bestimmer.
egenvéirden ) _S , , 31 , 321 . b) I egenvektorbasen har ekvationen utseendet
egenvektorer (5,75,5) (ﬁ’ —5,0) (77 35 7) oo VD
. . . 22) -3 =1 & (—=) (%) =1
Basbytesmatrisen sétter vi dérfor till 1/v2 1/V3
1 2 2 . u 1 1
3 % 35 vilket dr en hyperbel med halvaxlar 7 och 73
2 1 4
P = -3 % ﬁ 5 (detP = +1) \ E{ .’.U,
2 g 5 A
3 3\/3 y/ //
och i de nya koordinaterna LN .
, l B 2 2 l B 2 ‘\\\\\\\\y,-/
x x 3 3 3 x 5(x —2y +22) - -
y’ = pt Y % % 0 y | = %(21‘ + y) //7\ \“\\\
2 4 5
’ 2\ 755 3w /) V¢ 5v5 (—22 + dy +52)

blir den kanoniska formen

-6 0 O ! d)  Ekvationen blir i egenvektorbasen

@ | 030 y)=4w%+mw%ﬂwﬂ VRN
B2 +200)2 =1 o (1/\/5) +(1/\/ﬁ) _

vilket &r en ellips med halvaxlar % och \/%.




f) Nér vi byter till egenvektorbasen far ekvationen utseendet

= (@) +5(y)* +2()* =1

o 7(‘%/)2 + (1/31\/5)2 N (1/2\/5)2 1

vilket dr en enmantlad hyperboloid med z’-axeln som axel och halvaxlar 1,

1 1
7 och 75

h)  Ekvationens utseende i egenvektorbasen &r

—6(2")* +3(y)* +3(z")* =1

/

() (e (E) =

/ !

Detta ér en enmantlad hyperboloid med z’-axeln som axel och halvaxlar %,
1 1

ﬁoch 1/7\/5 Py

W533 Ange den geometriska betydelsen av andragradsekvationerna
b)  Qz,y) = —22% +day +y* = -1,

d)  Q(x,y) =8z — 122y + 17y = —1,

f) Q(z,y,2) = 2 +2y* + 32% + 4oy — dyz = —1,

h) Q(z,y,2) = 22% — y® — 2% + 4oy — 4wz + Syz = —1.

Vi anvéander kanoniska formerna som vi riknade ut i uppgift 531 for att ange
vilken typ av kurva/yta respektive ekvation bestidmmer.

b)  Ekvationen har foljande utseende i egenvektorbasen

!

_(1/50\@) * (1/y\/§> =1

/

2(a')? — 3(y)? = -1

vilket #r en hyperbel med halvaxlar 1/4/2 och 1/v/3.

4
8

d)  Ekvationen blir i egenvektorbasen
5(z')% 4+ 20(y')? = —1.

Eftersom vinsterledet d&r summan av tva kvadrater och alltid positiv finns
det inga punkter (z’,y’) som uppfyller ekvationer.

f) T egenvektorbasen har ekvationen utseende

— (@) +5W)? +2(2)? = -1
& — (@)% + (1/3/\//5)2 + (

/

1/2\/§> T




Vi kéinner igen denna yta som en tvamantlad hyperboloid med z’-axeln som

axel och halvaxlar 1, %, %

2T

h)  Ekvationens utseende i egenvektorbasen &r

—6(2")? +3(y)* +3(2")* = 1

/

G ) )

/ !/

vilket 4r en tvamantlad hyperboloid med z’-axeln som symmetriaxel och

halvaxlar %, % och % 5

W534 Ange den geometriska betydelsen av andragradsekvationerna
b)  Q(z,y) = —22° + 4y +y* =0,

d)  Q(z,y) =8z% — 12zy + 17y*> = 0,

f) Q(z,y,2) = 2* + 2y° + 32% + day — 4yz = 0,

h) Qz,y,2) = 22% —y* — 2% + 4oy — 4z + 8yz = 0.

Vi gor som i de tidigare uppgifterna och skriver om ekvationerna i kanonisk form.

/

b () ()

/

/ !/ / /

(1/y\/§ - 1/96\/5) (1/y¢§ * 1/x\/§) B
y' ! !

Vs V2

x/

Yy
AR A

eller

/

d) (1/96\/5) +<1/ij/ﬁ

/

2
) =0 & =y =0,

/ /

f) (x/)2+(1/y\/5)2+<1/2\/§>2_0

/

b () () () o

/ !

Da ser vi att vi har tva rita linjer i b-uppgiften och origo i d-uppgiften. I - och
h-uppgifterna har vi koner med z’-axeln som axel. z

A
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