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Varmefordelning i en metallskiva

Diskretisering av s.k. kontinuerliga system resulterar ofta i linjira ekvationssystem - vi skall
hér titta lite ndrmare pa ett sddant exemepel. Varmeflodet genom ett 2-dimensionellt objekt,
t.ex en tunn metallskiva, bestdms av virmeledningsekvationen
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Detta dr en s.k. partiell differentialekvation; héar ar temperaturen T' = T'(z,y,t) en funktion
o*T  9°T
av 3 variabler och V2T = D + 507 Parametern p dr en vdrmeledningskonstant som &r
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materialberoende och héar later vi p = 1. Betrakta nu en kvadratisk tunn metallskiva dér
vi ser till att de fyra kanternas temperaturer fixeras till 10°, 20°, 30° resp. 40°. Vad blir
da temperaturen i en punkt (z,y) inne i skivan? Eftersom systemet strédvar mot jamvikt
s& intrader efter en viss tid en stationdr temperaturférdelning, dvs. T'(z,y,t) = T(x,y) och
virmeledningsekvationen évergar i detta jamviktsliage till V2T = 0. Detta dr en extremt viktig
partiell differentialekvation som modellerar alla méjliga fysikaliska fenomen inom omréaden
som t.ex. elektromagnetism, hydrodynamik och gravitation. Funktioner som &r 16sningar till
denna ekvation kallas for harmoniska funktioner, och de uppfyller en slags medelvéirdesprincip
- temperaturen i en viss punkt 7'(x,y) maste vara lika med medelviirdet av temperaturen i
omkringliggande punkter. Om detta inte vore fallet s& skulle vi ha ett varmefléde och darmed
inte jaimvikt. Denna egenskap kan visas matematiskt; om V27T = 0 si far man om h ir ett
litet tal att
T(x,y) ~ i(T(CE— hyy)+T(z+ h,y) +T(x,y — h) +T(:C,y+h)) .

Detta sdger bara att T'(x,y) ar ungefir lika med medelvirdet av temperaturen i de fyra
nérliggande punkterna (x — h,y), (x + h,y), (x,y — h) och (x,y + h).

Lat oss nu forsoka anvan-

20° 20°
da linjar algebra for att nu-
meriskt ta fram varmefordel-
ningen i metallskivan. En
valdigt enkel modell av situa- 10° ! 2 40°
tionen visas i figuren; malet ar
att bestdmma temperaturerna
i punkterna 1 — 4; kalla dessa . 4 3 o
temperaturer for Ti,...,7T4. 10 0
Medelvardesprincipen ger det
linjéara ekvationssystemet
30° 30°
Ty = (10 + 20 + T» + Ty) 4Ty — Ty — Ty = 30
To = 1(T1 +20 + 40 + T3) —Ty + 4T, — T3 = 60
T5 = 3(Ty + T> + 40 + 30) —Ty + 4T3 — T, =70
Ty = $(10 + 71 + Ty + 30) —Ty — T3 + 4Ty = 40

Gausselimination ger 17 = 20°, T, = 27.5°%, T3 = 30°, T, = 22.5°. Nedan visas en plot Gver
temperaturférdelningen i plattan.
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Anmdrkning. 1 praktiska sammanhang delar man forstas in omradet i ett vildigt finmaskigt
rutnit - ekvationssystemet kan ha tusentals ekvationer och obekanta. Aven for en snabb da-
tor tar det tid att 16sa sddana evationssystem - man utnyttjar darfor mycket sofistikerade
metoder for géra berdkningarna sa snabbt som mojligt. T.ex. sd kan man observera att vart
ekvationssystem ovan kan skrivas p& formen AX =Y déar

Ty 30
_ T5 _ 60
X = T , Y = 70 )
Ty 40
och

4 -1 0 -1

-1 4 -1 0

A= o -1 4 -1

-1 0 -1 4

Vi ser att A &r en symmetrisk matris med vissa diagonala “band” med nollskilda element,
man sager att matrisen ar gles. Detta kan utnyttjas nér man skriver 16sningsalgoritmer till
ekvationen AX =Y.



