Kapitel 1

Vektorer, matriser och linjara
ekvationssystem

Hér skall vi definiera vektorer och matriser samt med exempel illustrera vad sadana storhe-
ter kan anvindas till. Du skall néta in definitioner, elementéra egenskaper och rikneregler
via handridkningar och datorarbete i MATLAB. Med den nyvunna kunskapen formulerar
vi och 16ser ett antal linjara ekvationssystem fran olika tillimpningsomraden. Da Du sjilv
genomfort nagra liknande uppgifter gar vi vidare med nagra algebraiska rdknedvningar
och diskuterar egenskaper hos losningar till linjéra ekvationssystem. Kapitlet avslutas med

formulering och diskussion av l16sningsteknik for ett lite storre praktiskt problem.
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1.1

Lasanvisningar for kapitlet

Ga igenom vektorer i sektionerna 2 och 3 i kapitlet, och 1ds dérefter Andersson
sektion 2.1 men hoppa 6ver Ex 2.10 och 2.13. Gor sektionens Gvningsexempel.

Lis om matriser i sektion 4 i kapitlet. Genomfor fortlopande de MATLAB exempel
som visas och 1ds Andersson enligt referenserna i kapitlet. Lis darefter sektion 2.2
t.o.m Ex 2.40 i Andersson. Verifiera gérna en del av de kalkyler som illustreras i
laroboken med hjialp av MATLAB. Gor sektionens 6vningsexempel.

Ga igenom formulering av linjira ekvationssystem i sektion 5 av kapitlet. Lis
darefter Andersson, sektion 3.1. Fordjupa er inte i exempel 3.4, 16sbarhetsegenskaper;
vi skall aterkomma till detta viktiga dmnesomrade i ett senare kapitel. Formulera
och 16s Ex 3.1-3.3 i MATLAB. I Ex 3.2 kan datorn inte berdkna nagon losning; vi
aterkommer med forklaringar och teknik for detta exempel i ett senare kapitel. Gor
sektionens 6vningsexempel.

Arbeta med nagra algebraiska férenklingar i sektion 6 av kapitlet och 1ds dérefter
sektion 2.2 fr.o.m Ex 2.40 i Andersson. Gor 6vningsexemplen som hor till sektionen.

Bekanta er med linearitet i sektion 7.

GoOr insdndningsuppgifterna.

Lycka till! / Bengt Lindberg
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1.2 Vektorer, inledning

En (kolumn-)vektor ar en samling av tal

w1
Wa
W = .

Wnp,

Talen wy, we, ws, . .. w, kallas vektorns komponenter. Antalet komponenter n kallas vek-
torns dimension. Vektorns komponenter kan anvindas for att ange virden av storheter, som
beskriver en situation eller ett tillstand. Nar vi refererar till en godtycklig komponent av
en vektor, sdager vi “den i-te komponenten av vektorn®.

Exempel 1.2.1 En bilfirma sil- 1992 var till exempel
jer fyra olika bilmodeller. For-

sdljningen under en viss tidsperi- 6
od kan anges med en vektor med W= 12
fyra komponenter, d.v.s. en vek- ig

tor med dimensionen—4.

Som synes saldes t.ex. 18 bilar

w; star for antalet under peri- av modell 4. Forsiljningen ma-

oden silda bilar av modell nad for manad for de 6 forsta ma-

1. naderna 1992 anges av foljande 6
vektorer

wo star for antalet under peri-

oden salda bilar av modell 1 D 6
9 4 2 12
2 1 10
ws star for antalet under peri- 6 8 18
oden salda bilar av modell
3. 15 9 7
21 3 12
wy star for antalet under peri- 15 14 4
oden salda bilar av modell 7 6 6
4 T.ex. kan vi hir avldsa att mo-
dell 3 under maj manad saldes i
Forsédljningen under mars manad 14 exemplar.

Vektorerna kan latt representeras i dator for vidare bearbetning.
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En radvektor ar en samling av tal

z= (21 2 Zn)

For det mesta kommer vi att anvinda oss av kolumnvektorer, si om inte annat sigs sa ar
vektor detsamma som kolumnvektor.

Exempel 1.2.2 En vanligt forekommande uppgift i gymnasiematematiken ar
att rita grafer for enkla funktioner. Grafen fér funktionen

y=a>— 22242

skall ritas i ett zy-koordinatsystem. Vi berdknar dérfor funktionens virde for
nagra olika virden pa x. I tabellen nedan finns resultatet av dessa berdkningar.

X ¥
-2 | -14
-1 -1
0 2
1 1
2 2
31 11
41 34
Tabell 1.1: y = 2% — 222 + 2

figur, sa tabelleras funktionen for
samma z-varden som ovan. Vi
far da vektorn

Denna tabell kan vi uppfatta
som tva stycken vektorer

—9 —14 —5.4366

1 1 —1.6487

0 2 0

X — 1 y = 1 u= 0.6065
2 2 0.7358

3 11 0.6694

4 34 0.5413

Den i-te komponenten av y &r
funktionsvirdet z? — 22? + 2,
d.v.s. funktionsvardet for x = z;.
Om man sedan vill rita &ven

funktionen v = ze %" i samma

Den i-te komponenten av u ar
funktionsvirdet x;e=%%%, d.v.s.
funktionsvérdet for x = x;.

Som synes har vektorerna x, y
och u samtliga dimensionen 7.
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Senare skall vi anvidnda datorn
till att goéra den hér typen av

uppgifter.

Exempel 1.2.3 Lagret vid en
tillverkande industri omfattar
203 olika artikelslag. Antalet en-
heter i lager av respektive slag
kan representeras av en vektor a
med dimensionen 203. Priset per
enhet for respektive artikelslag
kan representeras av en vektor p
av dimensionen 203; komponent

nr ¢ av p utgors av priset i Kr for
en enhet av artikelslag nummer i.

Lagrets totala varde V i Kr kan
da berdknas enligt

V = aip1 + asps + azpz + - -

+a202P202 + G203P203

Exempel 1.2.4 Vektorer med
tva komponenter

()

W =

wao

kan askadliggoras med vektorpi-
lar i ett plan.

Punkten P i koordinatsystemet
i figuren anges av tva tal (2,1).
Det forsta dr z—koordinaten och
det andra y—koordinaten for
punkten. Vi kan representera
punkten med vektorn

»=(1)

Pa motsvarande siatt kan punk-
ten QQ representeras med vektorn

- ()

I gymnasiefysiken har vektorer
i planet askadliggjorts med vek-
torpilar med fotpunkt i origo
och spets i den aktuella punk-
ten. Vektoraddition kan sedan
utforas genom parallellforflytt-
ning av en av pilarna, sa att dess
fotpunkt sammanfaller med den
andra vektorns spets.

Vi skall senare se att addition
av tva vektorer utfors genom
att motsvarande komponenter av

vektorerna adderas. T.ex. sa far
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vi Om ni kommer ihag vektoraddi-
tion fran gymnasiet kan ni hér
2 3 ) .
p+q= < 1 ) + <3> = garna kontrollera att addition av
vektorpilar i exemplet ovan ger
5 samma resultat som var generel-
(4) =T la, vektoraddition.

Exempel 1.2.5 Vektorer med "3
tre komponenter
P
wy
W = Wo ‘
w3 } W2
kan askadliggoras med vektorpi- |
lar i ett tredimensionellt koordi- -
natsystem. Vektorn i
1 1
p=1]1
4

svarar mot punkten P med ko-
ordinaterna (1,1,4). Pilen fran
origo (0,0,0) (fotpunkten) till
punkten P representerar vektorn
p.
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1.3  Vektorer, addition, subtraktion, mm

Lat x, y och z vara vektorer med n komponenter. Den ;—te komponenten av x betecknas
med x;. Motsvarande géller for de 6vriga vektorerna.

Vi definierar addition enligt

xy (1 1+
T2 Y2 T + Y2
X + y = . —+ : = : =7z
Tn Yn Tn + Yn
dvs.z=x4+yomz =x;+y; for:=1,2,...,n. For att addera tva vektorer adderar vi
motsvarande komponenter av de tva vektorerna.
Vi definierar subtraktion enligt
il Y1 T1— U
4] Y2 T2 — Y2
X — y‘ _= . — . = . = 7
Tn Yn Tn — Yn
dvs.z =x—yom z = x; —y; for 2 = 1,2,...,n. For att subtrahera tva vektorer
subtraherar vi motsvarande komponenter av de tva vektorerna.
Vi definierar multiplikation med skaldr enligt
T QT
i) Ty
ax=al| | = : =2z
Tp axy
dvs. z = ax om z; = ax; for i = 1,2,...,n. Att multiplicera en vektor med en skalér

innebdr att man multiplicerar varje komponent av vektorn med skalaren.

Nagra exempel:

1 5
1 5 6

4 20
4 2 6 5 =
2 1 3 6 30
6 8 14
5\ (5] (o ANEANG
20 [ 3| _ |18 5 ol =110l =
15 14| 1 0 0
7 6 1 6 30 0

En kolumnvektor kan omvandlas till en radvektor genom transponering. Transpone-
ringsoperatorn skrivs 7 eller * och definieras enligt:
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Givet kolumnvektorn
X

X2
X =

Tn

sa ar xT en radvektor med lika manga komponenter och med samma komponenter som x,

d.v.s.

x'=(zy zy ... xp)

Givet en radvektor y = (1 y2 ... yn) sa ér y' en kolumnvektor med lika manga
komponenter och med samma komponenter som y, d.v.s.

Y1
Yn
En konsekvens av definitionen av transponering dr att om en vektor transponeras tva
ganger sa aterfas den ursprungliga vektorn:
Skaldrprodukten av tva kolumnvektorer x och z med n komponenter definieras enligt

n
x@z:x1z1+x2z2—|—...+xnzn:ijzj
j=1

Resultatet ar en skaldr storhet, d.v.s. ett siffervirde.
Produkten kan ocksa skrivas enligt

<1
T <2 ¢
xz=(x x ... mp)| . :xlzl—i—xzzQ—i—...—l—xnzn:ijzj
. j:1
Tn

Den sista beskrivningen av skaldrprodukten dr den som ar viktigast for vara behov. Vi skall
senare se att den &r ett specialfall av produkten av en matris och en vektor. Produkten xz
ar inte definierad om bada vektorerna ar kolumnvektorer.
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Nagra exempel: 1 D
4 2|
1\ 2 1|~
Ho=1 42 6 6/ \8
2 5
6
(142065 |=
-1
(-1 3 —4)"'=| 3 8
4 1-54+4-2+2-1+6-8=63
Vektorn
0
0
0
kallas nollvektorn och betecknas ofta 0.
Vektorerna
1 0 0
0 1 0
el e 0 e2 _= 0 en e 0
0 0 1

kallas basvektorerna eller enhetsvektorerna. Den i—te enhetsvektorn betecknas med e;.

1.3.1 Ovningsexempel

1. Ovning 2.1 (ej e,f,g) pa sid 167 i Andersson. Gor uppgifterna bade for hand och i
MATLAB.

2. Ovning 2.5 pa sid 167 i Andersson.
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1.4 Matriser

En matris ar ett rektangulédrt schema av tal.

Exempel 1.4.1:

A=

00 T~
-~ & o
o © w

ar en matris med 3 rader och 3 kolumner (kolonner). Vi siger att matrisen dr av
typ 3x 3, eller att A ar en 3x3 matris. Talen 4, 8, ... 4r matrisens element. Denna
matris har element som har heltalsvirden. Matriser brukar betecknas med stora
bokstaver, medan matriselementen anges med sma bokstiver. Sa refererar vi
t.ex. till elementet pa rad 2, kolumn 3 (d.v.s. virdet 9) enligt ass. De tva
indexvérdena anger i den ordning de star: radnummer (=2) och kolumnnummer

(=3).

En matris B av typ m X n skriver vi

by biz biz ... by
b21 b22 b23 P bgn
B=| by b3 b3z ... b3y
bml bm2 bm3 D bmn

Matrisens element betecknas med b;;. Matrisen har m rader och n kolumner.

Ibland skriver vi matrisen enligt
B = (bi;)

Exempel 1.4.2 Matrisen C' = (c¢;;) med ¢;; = 2i+j+12 skriver vi om matrisen
ar en 4 x 4-matris enligt

15 16 17 18
C = 17 18 19 20
19 20 21 22
21 22 23 24
T.ex. ar elementet ¢y3 = 2 x 4 4+ 3 4+ 12 = 23. Den andra kolumnen i matrisen
ar
16
18
20
22

Den tredje raden i matrisen ar

(19 20 21 22).

10
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Matriselementen anvinds for att ange virden av storheter, som beskriver en situation
eller ett tillstand. Matriser kan t.ex. anvindas for att pa kompakt form ange samband
mellan olika storheter.

Exempel 1.4.3 Bageriet Tre Limpor har specialiserat sig pa matbrod och ba-
kar 3 olika sorter: ljusa limpan, grova limpan och mellanlimpan. De tre sorterna
innehaller alla tre olika sorters mjol (vete, graham, rag), men i olika proportio-
ner. Till ett kilo limpa gar det at

e ljusa limpan: 7 hg vetemjol, 1 hg grahamsmjol, 1 hg ragmjol
e mellanlimpan: 4 hg vetemjol, 2 hg grahamsmjél, 2 hg ragmjol

e grova limpan: 2 hg vetemjol, 3 hg grahamsmjol, 4 hg ragmjol

I limpan finns &ven andra ingredienser sa limpans totalvikt blir ett kg.

Recepten ovan kan vi stdlla upp i en matris

vete graham 1ag

ljusa limpan 7 1 1
B = mellanlimpan 4 2 2
grova limpan 2 3 4

For att askadliggora vad de olika kolumnerna och raderna star for har vi skrivit
mjolsorterna 6ver kolumnerna, och brodsorterna till vinster om raderna. Det
ar latt att jamfora de ursprungliga recepten och matrisen. Den andra raden i
matrisen t.ex. talar om hur mycket av de tre mjolsorterna som gar at till en
mellanlimpa.

Vi kan alternativt representera recepten i matrisen

ljusa mellan grova

vete 7 4 2
C = graham 1 2 3
rag 1 2 4

Hér anger t.ex. den tredje raden hur mycket ragmjol som gar at for att baka
tre limpor, en av vardera sorten. Kolumnerna anger mjolférdelningen for resp.
limpsort, d.v.s. det som raderna i matrisen B anger.

En dag skall man baka 90 ljusa limpor, 40 mellanlimpor och 70 grova limpor.
Hur mycket mjol gar det at av de olika sorterna?

Lat antalet limpor av de olika sorterna representeras av en kolumnvektor
21

z = Z9
z3
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dar z; = antalet ljusa limpor, z; = antalet mellanlimpor, och z3 = antalet grova
limpor, d.v.s. for den aktuella dagen

90
z = | 40
70

Lat mangden mjol av de olika sortena representeras av en kolumnvektor

dar v; = méingd vetemjol i hg, v = méingd grahamsmjol i hg, och v3 = méngd
ragmjol i hg.
For den aktuella dagen far vi da t.ex.

v3=1x90+2x40+4 x 70 =450

Méangden ragmjol som behdvs i resp. limpslag multipliceras med antalet limpor
av resp. slag och adderas sedan.

Uttryckt med vara matriser och vektorer sa har vi tagit virdena pa sista raden i
matrisen C' och multiplicerat dem parvis med elementen i vektorn z och darefter
adderat och kallat resultatet for vs.

Motsvarande kan goras for de tva andra mjolsorterna.

Dessa kalkyler kan sammanfattas enligt

7T 4 2 90 930
v=Cz=1|1 2 3 40 | = | 380
1 2 4 70 450

Detta ar ett exempel pa produkten av en matris och en vektor, som vi senare
skall definiera formellt.

Bageriet Tre Limpor har stora framgangar med sina lickra produkter och ror
hem en order om leverans av totalt 200 limpor/dag av varje sort. Bageriets
kapacitet riacker inte till for denna stora order, utan man soker samarbete med
bagerierna Dala Limpan och Limp Bagarn. Bagerierna kommer overens om att
fordela tillverkningen av de totalt 600 limporna pa foéljande sétt

TreLimpor DalaLimpan LimpBagarn

ljusa limpan 70 80 50
D = mellanlimpan 50 90 60
grova limpan 40 90 70
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Vi ser hir t.ex. att Limp Bagarn skall tillverka bl.a. 60 st mellanlimpor per
dag. En kolumn i D anger antalet limpor av respektive slag som det aktuella
bageriet skall tillverka.

Chefen for hela samarbetsprojektet vill veta hur mycket mjol (av de tre olika
slagen) som vart och ett av bagerierna behover.

Ett sitt att gora detta pa dr att undersoka ett bageri i taget. Limp Bagarens
tillverkning kan representeras med

50
z =] 60
70

Detta dr kolumn 3 i matrisen D. Mjolatgangen far vi sedan pa samma sétt som
i forsta delen av detta exempel enligt

7 4 2 50 730
v=Cz=|1 2 3 60 | = | 380
1 2 4 70 450

Pa liknande satt far vi fran kolumn 1 av D fér Tre Limpor

7T 4 2 70 770
t=Cx=|1 2 3 20 | =1 290
1 2 4 40 330

For Dala Limpan far vi fran kolumn 2 av D

7T 4 2 80 1100
u=Cy=1|1 2 3 90 | =1 530
1 2 4 90 620

Dessa resultat kan vi sammanfatta i matrisen

TreLimpor DalaLimpan LimpBagarn

vete 770 1100 730
F = graham 290 530 380 =(t u v)
rg 330 620 450

Vi har helt enkelt stallt de tre vektorerna bredvid varandra som kolumner i
matrisen F'. Vi kan skriva de berdkningar vi gjort enligt

7 4 2 70 80 50 770 1100 730
1 2 3 50 90 60 | =290 530 380
1 2 4 40 90 70 330 620 450

13
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Vi har bildat produkten av tva matriser:

enligt

CD=F,

CD=C(x y z)=(Cx Cy Cz)=(t u v)=F

Den forsta kolumnen av produkten C'D far vi genom att multiplicera matrisen
C med den forsta kolumnen av D, d.v.s. kolumnvektorn x. Pa samma satt far
vi de 6vriga kolumnerna. Matrismultiplikation utférs genom att bilda ett antal
produkter av matris och vektor. Antalet produkter &r lika stort som antalet
kolumner i den andra faktorn.

Ovningsexempel:

1. Mata in matrisen C 1 MATLAB och

(a)
(b)

(c)

berdkna hur mycket mjol som gar at for att baka 30 ljusa, 25 mellan
och 60 grova limpor. Genomfor &ven berdkningarna for hand.

Transponera matrisen C', d.v.s. skriv C’ i MATLAB. Jamfor resultatet
med matrisen B ovan. Vi har dnnu inte definierat transponering av
en matris, men det kommer sa smaningom.
En dag tappar man rikningen pa antalet férsalda limpor, men vill
anda i efterhand forsdka bestimma hur manga man bakat den dagen.
Mjolforbrukningen den aktuella dagen var:

e 559 hg vetemjol

e 291 hg grahamsmjol

e 353 hg ragmjol
Kan Du berdkna hur manga limpor av resp. sort som bakades den
dagen. Hiar maste Du formulera och 16sa ett linjart ekvationssystem.
Ekvationslosningen gors i MATLAB med (\), se sid 10 i MATLAB-
introduktionen. Om du inte klarar denna deluppgift nu, behéver Du
inte oroa dig, vi kommer att ga igenom exemplet senare.

2. Mata in matrisen D.

(a)

(b)

(c)

Skapa vektorerna x,y, och z enligt

x=D(:,1)
y=D(:,2)
z=D(:,3)

Berdkna dérefter vektorerna t = Cx,u = Cy och v = (Cz enligt
texten, och still ssamman dem till en matris F' enligt

F=[t u vl
Bilda produkten C'D direkt och jamfor med resultatet i b.

14
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Exempel 1.4.4 Vixelkurserna mellan SEK(svenska kronor), GBP(engelska
pund), USD(US dollar) och DEM(tyska mark) anges i 4 x 4-matrisen

SEK GBP USD DEM

SEK (1.0000 11.0575 7.1650 4.4500
~ GBP ]0.0904 1.0000 0.6480 0.4024
~ USD | 0.1396 1.5433 1.0000 0.6211
DEM \0.2247 24848 1.6101 1.0000

U

For att askadliggora vad de olika raderna och kolumnerna star fér har vi skrivit
valutaslagen utanfér matrisen. Element 75 i matrisen anger hur mycket en enhet
av valuta nummer j ar vird i valuta nummer i. T.ex. anger us; = 0.1396 att
en enhet av valuta nummer 1 (d.v.s. 1 SEK) &r véird 0.1396 enheter av valuta
nummer 3 (d.v.s. 0.1396 USD). Pa samma sitt anger u;3 = 7.1650 att en enhet
av valuta nummer 3 (d.v.s. 1 USD), &r véird 7.1650 enheter av valuta nummer
1 (d.v.s. 7.1650 SEK).

Ett internationellt foretag har placeringar i olika tillgangar vars viirde noteras
i de fyra valutorna. Lat portfoljens sammanséttning representeras av en vektor

Y41
b2
Y&
yZ!

dar p; star for placerat belopp i valutaslag nummer i. Om féretaget t.ex. har
tillgangar for 20,000,000 DEM i sin portfolj, sa géller p, = 20, 000, 000, ty DEM
ar valuta nummer 4.

Med hjilp av matrisen U kan foretaget berdkna virdet av sin totala portfolj i
vilken som helst av de fyra valutaslagen:

v=Up

dér v ar en vektor med 4 komponenter, vars i-te komponent anger totala virdet
av portfoljen uttryckt i valuta nummer i.

Om portfoljen ar:

e 102,000,000 i SEK,
e 2,400,000 i GBP,
e 15,500,000 USD,
e 20,000,000 DEM

15
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sa representeras den av vektorn

102, 000, 000

2,400, 000
15,500, 000
20, 000, 000

Portfoljen totalviarde uttryckt i t.ex. SEK blir da summan av tillgangarna i
resp. valutaslag ganger resp. valutakurs, d.v.s.

102,000,000 x 1 + 2,400,000 x 11.0575 + 15, 500, 000 x 7.165+
20,000,000 x 4.45 = 328, 595, 500

Pa liknande sitt far vi portfoljens totalvirde i de 6vriga valutaslagen. Vi kan
sammanfatta berdkningarna enligt:

1.0000 11.0575 7.1650 4.4500 102, 000, 000
v—TUp— 0.0904 1.0000 0.6480 0.4024 2,400,000 |
—UP T 101396 1.5433  1.0000 0.6211 15,500,000 |

0.2247 2.4848 1.6101 1.0000 20, 000, 000

328, 595, 500
29,712, 800
45,865, 120
73,839, 470

Vi kan da t.ex. avlisa att portfoljens virde uttryckt i USD ar 45,865,120 (=v3).

Viérdena pa en rad i matrisen har multiplicerats samman med virdena i kolumn-
matrisen p parvis och sedan adderats. Resultatet har sedan blivit en komponent
av v.

Exempel 1.4.5 En uppsittning kemiska féreningar, som bildas genom kemiska
reaktioner kan representeras av en matris kallad atommatrisen. Matriselemen-
ten anger hur manga atomer av ett visst slag som ingar i en given forening.
Varje kolumn representerar en slags atom, och varje rad svarar mot en kemisk
férening.

For en blandning av &mnena CyH,, CoH,0O, 0o, COy, H,O kan foéljande matris
stallas upp.

¢ H O

02H4 2 4 0
CoH,O| 2 4 1

A= 0O 0 0 2
COq 1 0 2
H>O 0 2 1

16
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Med hjélp av denna matris kan vi berdkna féreningarnas molekylvikter. Om vi
infér en vektor med de ingaende atomernas atomvikter

C [12.0112

a= H | 1.0080

O \ 15.9994

sa erhalls molekylvikterna enligt

2 40 28.0544
2 4 1 12.0112 44.0538
m=Aa=|0 0 2 1.0080 | = | 31.9988
1 0 2 15.9994 43.9992
0 2 1 18.0154

Obsevera att vektorer kan uppfattas som specialfall av matriser.
e en kolumnvektor med dimensionen n dr en matris av typ n x 1,
e en radvektor av dimensionen m &ar en matris av typ 1 x m,

De flesta av ridknereglerna for vektorer fran foregaende sektion kan ldtt generaliseras

till matriser, se Andersson sats 2.1 sid 129-130.
Det enda som kan bereda lite huvudbry dr generaliseringen till multiplikation av tva
stycken matriser. Vi ger hir ett exempel sa kan ni dérefter 1asa mer detaljer i Andersson.

Exempel 1.4.6 Givet det tva matriserna A och B, dér
1 1 2 2 1
A=1[2 5 1]; B=|7 2|;
6 1 3 4 3
Vi skall berdkna C' = AB.
1 1 2 2 1
C=AB=[2 5 1 7 2
6 1 3 4 3

Produkten ar en 3 x 2 matris diar element nummer ij erhalls som produkten av
den i-te raden av A med den j-te kolumnen av B. Da rad nr 1 i A multipliceras
ihop med kolumn nr 2 i B sa erhalls

1
(1 1 2)|2|=1x14+1x24+2x3=9
3
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Vi har alltsa fatt cio = 9. Analogt gor vi for alla de Gvriga elementen i 3 x 2-
matrisen C'.

17 9
C=143 15
31 17

Vi kontrollerar vara berdkningar i féljande MATLAB-session:

>> A=[112;2 5 1;6 1 3] 2 1
7 2
A= 4 3
1 1 2 >> AxB
2 5 1
6 1 3 ans =
>> B=[2 1; 7 2; 4 3] 17 9
43 15
B = 31 17

Matrismultiplikationen kan beskrivas pa flera olika sitt, alla leder forstas till
samma slutresultat, men olika angreppssitt kan vara fordelaktiga i olika sam-
manhang. Vi sag i exemplet med Tre Limpor att det var naturligt att uppfatta
matrisprodukten C'D som en samling av kolumnvektorer, dir varje kolumn er-
holls som produkten av C' med enskilda kolumner i D. Vi byggde dér pa att
produkten av en matris och en vektor ar véldefinierad; komponenterna i den
resulterande kolumnvektorn fas som produkten av en rad i matrisen och hela
vektorn. Det vi egentligen har gjort ar att vi bildat ett antal skaldrprodukter
och stillt samman dem i en matris.

For att beskriva matrismultiplikationen med hjélp av skaldrprodukten for vek-
torer, kan vi uppfatta matrisen

1 1 2
A=12 5 1
6 1 3

som uppbyggd av de tre radvektorerna

18
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Dessa tre radvektorer kan vi uppfatta som tre st transponerade kolumnvektorer

1 2 6
a; = 1 Ay = 5 az = 1
2 1 3

Med dessa beteckningar skriver vi matrisen som

=N

a

Matrisen B ar analogt uppbyggd av de tva kolumnvektorerna

2 1
b1 - 7 bg = 2
4 3
enligt
2 1
B - 7 2 == (b1 b2 )
4 3

Observera att vektorerna ai, a,, az, by, by alla har samma antal komponenter,
sa det dr mojligt att berdkna skalirprodukterna aj b;. Element nummer ij i

matrisen C' definierar vi nu enligt

_ T — —
Cij = Q; b]’ = (aﬂ ;2 aig) bgj = a;1 X blj + a;o X bgj + a;3 X bgj

sa hela matisen blir
a{bl a?bg

17 9
C = a%’bl a2Tb2 = 43 15
31 17

a3Tb1 a::fbg

Formlerna ovan generaliseras latt till andra matriser.
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1.4.1 Ovningsexempel

Gor exemplen for hand och kontrollera om mojligt i MATLAB. Du skall har forsoka nota
in en del grundldggande egenskaper hos matriser.

1.
2.

Ovning 2.6-2.9 pa sid 167-168 i Andersson. Detta &r mycket enkla Gvningar.

Ovning 2.10 pa sid 168 i Andersson. I MATLAB kan Du anviinda al=A(1,:) for
att skapa en (rad)vektor av forsta raden av A, och b2=B(:,2) for att skapa en
(kolumn)vektor av andra kolumnen av B. Virdet av ¢15 far Du sedan som alxb2.

Ovning 2.11 pa sid 168 i Andersson. Rikna bade for hand och i MATLAB

. Ovning 2.13 pa sid 169 i Andersson. Del a) dr mycket viktig. Rita giirna rektanglar

for att for Dig sjilv illustrera antalet rader och kolumner i matriserna, for att pa
sa satt dels kontrollera om produkten kan bildas, dels illustrera vilken typ resultatet
har:

Matrisen A har 6 rader och 2 kolumner, B har 2 rader och 4 kolumner. Kan produk-
terna AB och BA bildas? Hur manga rader och kolumner har resultaten?

Produkten AB ar vildefinierad, det &r en 6 x 4 matris. Varje element far vi som
produkten av en rad av A med en kolumn av B, d.v.s. produkten av vektorer av
dimensionen 2.

Produkten BA ir ej definierad, ty antalet kolumner i B (4) stimmer ej med antalet
rader i A (6).
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5. Ovning 2.16 a,b pa sid 169 i Andersson.

21
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1.5 Formulering av Linjara ekvationssystem

Vi formulerar linjara ekvationssystem fran nagra olika omraden, och l6ser dem i MATLAB.
Sektionen bestar enbart av illustrativa exempel.

1.5.1 Polynom genom fyra punkter
Finns det nagot tredjegradspolynom

P(z) = ¢1 + cow + c32° + cy2®

sadant att polynomets graf passerar genom de fyra punkter i (z,y)-planet som anges i
nedanstaende tabell och figur?

25

Xy

-1 4 20}

11 2

2| -2 15 °
4114

101

[e]

5 . I I I I .
-2 -1 0 1 2 3 4 5

Losning: Koefficienterna cq, ¢, ¢3, ¢4 1 polynomet ar ej kiinda. Vi skall forscka
bestamma dem sa att féljande fyra villkor uppfylls

P(-1) =

P(1) =2

P(2) =-2

P4) =14

d.v.s. vi vill bestdmma ¢y, ¢9, 3, ¢4 Sa att

C1— Co+ C3— Cy =
1+ Co+ C3+ Cy =2
c+ 2 oo+ 4 o3+ 8 ¢ = -2

c1+ 4 Co+ 16 Cc3+ 64 Cy =14
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Detta &ar ett linjart ekvationssystem
med fyra ekvationer for vara fyra obekanta
1, C2, c3, ¢4. Med matris- och vektorbeteck-
ningar kan vi skriva systemet

1 -1 1 -1 1 4
1 1 1 1 co | 2
1 2 4 8 cs | | =2
1 4 16 o064 C4 14
eller
Ac=y
dar vi definierat matrisen A enligt
1 -1 1 -1
1 1 1 1
A= 1 2 4 8
1 4 16 o064
och vektorerna c och y enligt
(4] 4
o Cy . 2
€= C3 y= —2
Cy 14

I MATLAB formulerar vi och 16ser detta lin-
jara ekvationssystem pa foljande sitt:

>> x=[-1;1;2;4]1;

> A=[1 -1 1 -1
1 1 1 1
1 2 4 8
1 4 16 64];
A =
1 -1 1 -1
1 1 1 1

Den uppritade grafen finns pa nésta sida.

23

16 64

>> y=[4;2;-2;14]

y =
4
2
-2
14
>> c=A\y
C =
6.0000
-2.0000
-3.0000
1.0000

Som synes ovan har vi fatt

C1 =
Cy = -2
c3 = -3
Cyq =

sa polynomet ar
P(z) =6 — 2z —32° +2°
Vi ritar darefter upp grafen fér polynomet

P(z) enligt:

>> xp=[-1:0.2:4]";

>> p=c(1)+c(2)*xp+c(3)*xp.~2+c(4)*xp."3;

>> plot(xp,p,x,y,’0’)

Ringarna markerar de fyra tabellpunkterna.



© Copyright Bengt Lindberg, Nada, KTH, all rights reserved. 24

14

12-

10r

Tredjegradspolynom genom fyra punkter.

1.5.2 Bageriet Tre Limpor

Vi anknyter till exemplet i sektion 1.4. Recepten for bageriets succelimpor sammanfattas
i nedanstaende matris.

ljusa mellan grova

vete 7 4 2
C = graham 1 2 3
rg 1 2 4

Hér anger t.ex. den tredje raden hur mycket ragmjol som gar at for att baka tre limpor,
en av vardera sorten. Kolumnerna anger mjolatgangen for respektive limpsort.

Ett av 6vningsexemplen i sektion 1.4 var:

En dag tappar man riakningen pa antalet forsalda limpor, men vill 4nda i efterhand
forsdka bestdmma hur manga man bakat den dagen. Mjolférbrukningen den aktuella dagen
var:

e 559 hg vetemjol
e 291 hg grahamsmjol
e 353 hg ragmjol

Hur manga limpor av respektive sort bakades den aktuella dagen?



© Copyright Bengt Lindberg, Nada, KTH, all rights reserved.

Losning: Anvind samma be-
teckningar som tidigare,

U1

V = V2

U3
dar vy = méngd vetemjol i hg,
vy = méngd grahamsmjol i hg,

och v3 = méangd ragmjol i hg.
For den aktuella dagen har vi
559
v =291
353

Antag darefter att man salt z;
ljusa limpor, 2o mellanlimpor,
och z3 morka limpor. Definiera
vektorn
<1
z = Z9
Z3

Vi har saledes en vektor vars
komponenter ej dr kinda, men vi
kan uttrycka mjolférbrukningen
med hjéilp av denna okdnda vek-
tor:

Forbrukningen av vetemjol v; =
721 + 422 + 223 = (11721 + C1222 +
c1323. Detta ar forsta raden av C
ganger vektorn z. For de tva and-
ra mjolsorterna gor vi pa samma
sitt och far

C'z = mjolforbrukningen

eller Cz = v, d.v.s.

7 4 2\ [z 559
1 2 3||2|=]20
1 2 4) \ 2 353

Vi formulerar och loser ekva-
tionssystemet i MATLAB enligt

>> C=[7 4 2
123

v 1 2 4]

C =
7 4 2
1 2 3
1 2 4

>> y=[559;291;353]

559
291
353

>> z=C\v

45.0000
30.0000
62.0000

Den aktuella dagen hade man sa-
ledes tillverkat 45 ljusa limpor,
30 mellanlimpor och 62 morka
limpor.

25
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1.5.3 Resistansnat

En spanningskilla med spanningen 100 V ar kopplad till ett elektriskt ndt bestaende av
resistanser enligt figuren nedan. Bestdm stromstyrkorna I och Is.
R1

L W )] -

Rl =5; R2:10 R3:10; E =100 ;

5 A

100v

5 A

10 Ohm 10 Ohm

Losning:Vi formulerar ekvatio-
ner med hjalp av foljande rikne-
regler:

Ohms lag Spanningsfallet V'
over en resistans R p.g.a.
strommen [ ges av V = RI.

Kirschoffs lag Spianningsfallet
runt en slinga ar noll.

Observera att genom resistansen
R, gar strommen [, genom Ry
gar strommen [, — I3, och genom
R3 gar strommen [,. Strommar-
nas riktningar antas vara som de

anges med pilar i figuren.

Vi tittar férst pa slingan nr 1.
Om vi startar vid E (=100) i fi-
guren sa far vi

R+ Ry(l — ) — E=0
For slinga 2 far vi
Rg[g + RQ(IQ - Il) - O

Med siffervirden insatta for
spanningen och resistanserna sa
far vi foljande tva ekvationer

51, + 10(1; — I,) = 100
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101, +10(l, — I;) =0
vilket vi kan skriva

—10I; +20, =0

Detta ar ett linjart ekvationssy-
stem med tva ekvationer for vara
tva obekanta I, I,. Med matris-
och vektorbeteckningar kan vi
skriva systemet

< 15 —10) <Il> _ (100)
—-10 20 I,) 0
eller

Al =e

15 —10
A‘<—1o 20)
(L /100

t=(5) =)

I MATLAB formulerar vi och 16-
ser systemet enligt

dar

>> A=[15 -10
-10 20]

15 -10
-10 20
>> e=[100
0]
e:
100
0
>> I=A\e
I:
10.0000
5.0000

Som synes blev Iy = 10 och I, =
5 och strommen genom resistan-
sen Ry ar I — Iy = 5, med rikt-
ning uppifran och nedat i figu-
ren.

Den hér uppgiften kan losas pa
enklare sdtt utan linjara ekva-
tionssystem, men for mer kom-
plicerade elektriska nét ar det in-
te mojligt. Vi ser den hir uppgif-
ten som en introduktion till nés-
ta, mer komplicerade elektriska
nat.

27
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1.5.4 Resistansbrygga

Figuren nedan visar en resistansbrygga, som via en resistans I, dr kopplad till en spéan-
ningskélla med konstant spanning F. I bryggan finns ett méatinstrument inkopplat. Bestam
strommen genom métinstrumentet som funktion av resistansen R..

For att 16sa problemet formulerar vi ett ekvationssystem for stromstyrkorna I, Is och
I5 i slingorna numrerade 1, 2 och 3 i figuren. For att formulera ekvationssystemet anvinder
vi aterigen:

Ohms lag Spanningsfallet V' &ver en resistans R p.g.a. strommen I ges av V = RI.

Kirschoffs lag Spanningsfallet runt en slinga &r noll.

V=E Rs

Re

Ekvationerna for slinga 1, 2 och 3 i denna ordning blir

[1Rs + ([1"‘[2)Ra —|— ([l+[3)Rc :E
(Il + IZ)Ra + ([2 - Ig)Rg + IZRb - 0
(I + )R, + L3Ry + (Iz—-L)R, =0

Vi skriver om detta system enligt

(Rs + R, + R.); + R.I, + R.I3 = F
R.I + (Ro+Ry+ Ry, — R,I3 = 0
R.I — RyI, + (Re+Rs+Ry)I; = 0

Med matris och vektorbeteckningar skriver vi

Ax=Db
dar
Rs + Ra + Rc Ra RC
A= R, —R, + Ry + Ry —R,

R, ~R, R.+ Ry + R,
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och
FE I
b= 0 X = IQ
0 13

I MATLAB-programmet nedan formulerar vi och l6ser problemet for R, = 0.001, R, =
Ry, = R4 = 10, Ry = 100, £ = 10 for nagra olika virden pa R,. I diagramet finns strommen
som funktion av R, for R, i intervallet 10 till 30.

Programkoden finns listad pa nésta sida. Den finns dessutom i filen brygga.m pa
disketten. Tabellen och diagrammet nedan genereras da programmet kors.

>> brygga
0.025
ans =
0.021
10.0000  -0.0000
10.5000 0.0011
11.0000 0.0022 0.0151
12.0000 0.0041
13.5000 0.0067 0,01l
15.0000 0.0090
17.5000 0.0122
20.0000 0.0149 0.005¢
22.5000 0.0172
25.0000 0.0191 o ‘ ‘
27.5000 0.0208 10 15 20 25
30.0000 0.0222

30
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Yk ko sk ko ok Kok oK K KooK KoK K oK KoK K oK KoK KoK K KoK K K Kok K oK KoK K oK ok KK KK oK oK oK o
yA Resistans brygga *
Yok ok sk ok ok ok Kok ok ok Kok oK Kok oK oK KooK K oK K oK oK K Kok K oK Kok K K K ok ok ok ok ok KoK ok ok ok
/sResistanserna och spdnningsk&llan

Rs=0.001; Ra=10; Rb=10; Rc=10; Rd=10; Rg=100;

E=10;

%Koefficientmatrisen

A=[Rs+RatRc Ra Rc
Ra RatRg+Rb  -Rg
Rc -Rg Rc+Rd+Rg] ;
JHogerledet
b=[ E
0
0 1;

%Varden p& Rc for tabellen och figuren
r=[10 10.5 11 12 13.5 15 17.5 20 22.5 25 27.5 30];

for i=1:12,

yA Formulera och 10s ekvationssystemet som ger stromstyrkorna

yA i de tre slingorna. Endast fyra element i A i &ndras for nytt Rc.
Re=r(i);

A(1,1)=Rs+Rat+Rc; A(1,3)=Rc; A(3,1)=Rc; A(3,3)=RC+Rd+Rg;
x=A\Db;

b Galvanometerstrommen =I2 -I3
Ig=x(2)-x(3);
ji)=Ig; Jlagra galvanometersrdmmen i en vektor
end
[r> j’]
plot(r,j);

I programmet ovan har vi anvint en for-sats for att formulera och l6sa 12 st olika
linjara ekvationssystem. Det som star mellan raderna

for i=1:12, och end

utfors for i-virdena 1,2, 3,...,12. Se Pért, 12.4 for mer information om repetitionssat-
ser.



© Copyright Bengt Lindberg, Nada, KTH, all rights reserved. 31

1.5.5 Ovningsexempel

1. Ovning 3.1 pa sid 215 i Andersson. Formulera och 16s systemet i MATLAB.

2. Ovning 3.2 pa sid 215 i Andersson. Formulera systemet och forsck att 16sa det i
MATLAB. Datorn klarar inte detta problem, vi aterkommer i nésta kapitel med
forklaringar och 16sningsmetoder.

3. Ovning 3.6 (sid 217) och 6vning 3.20 (sid 219) i Andersson. Los i MATLAB.

1.6 Algebraiska manipulationer

Lat x och y vara kolumnvektorer och o en skaldr. Féljande rakneregler foljer av definitio-
nerna i sektion 3

x—y)'=x"-y";  (x-y)z=x"z-y'z (x—ay) (x+ay)=x"x-a’y'y
Den sista regeln dr en generalisering av konjugatregeln for skaldra storheter. For att bekanta
oss med denna regel och bevisa den borjar vi med nagra MATLAB-berdkningar:

Mata in vektorerna u och v dar v =
2 1
1
u= = vV = 1 1
| 4 S -2 5
2 4 A

och berdkna
>> (u-3*v) 2 * (u+3+*v)
a. (u—3v)I'(u+3v)

b. ulu - 9vlv ans =

I MATLAB far vi -149

>> u=[2;-5;4;2]
>> u’*u-9%xv’ kv

u =
ans =
2
-5 -149
4
2
>> v=[1;1;-2;4] Tydligen ger a. och b. samma re-

sultat. Detta forklaras med rak-
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nereglerna for vektorer enligt u'u—-9vlv
(u—3v)"(u+3v) = Den sista likheten foljer av att
(u” — 3v7)(u + 3v) u'v=vluty
u’(u+3v) = 3v (u+3v) = ul'v = uvy + ugvy + .. upu, =
u ut+u’ (3v)—-3v u—(3v")(3v) =
uu+3u’v—-3viu—9viv= ViUg F VoUs + .. VU, =V 1

Vi kommer i senare kapitel ha behov av att berdkna uttryck av formen
(b — Ax)T (b — Ax),

dir x dr en kolumnvektor med n komponenter och b ar en kolumnvektor med m kompo-
nenter och A dr en m X n-matris, m > n.

Observera att b — Ax ar en ko-
lumnvektor med m komponen- _
ter, ty produkten Ax av m x n-
matrisen A och kolumnvektorn x
med n komponenter blir en ko- A
lumnvektor med m komponen-
ter.

Hela uttrycket ovan ar saledes en skaldr storhet; skaldrprodukten av en vektor med sig
sjalv.
For att utveckla uttrycket ovan behdvs nagra rakneregler:

e da en skaldr transponeras sa dndras den inte, d.v.s.

ol =a dir « &r en skalir.

e transponatet av en produkt &r produkten av transponaten i omvind ordning, d.v.s
(AB)Y = BTAT diar Asrmxn och Birnxp

Observera att antalet kolumner i A (n) dr lika med antalet rader i B, ty annars r
produkten AB inte definierad. Beviset finns sist i sektion 2.2 i Andersson.

Vi skall anvinda specialfallet p = 1, d.v.s. B ar en kolumnvektor.
®=(b—Ax)'(b - Ax) =
(b — (Ax)T) (b — Ax) =
b” — x"A")(b — Ax) =



© Copyright Bengt Lindberg, Nada, KTH, all rights reserved. 33

b”(b — Ax) —x"A"(b — Ax) =
b’b — b Ax — xTATb 4+ xTATAx =
b"b — 2x"ATb + x" AT Ax
Den sista likheten kommer sig av att b’ Ax #r en skaliir sa

b"Ax = (b" Ax)T = xTAT(b")T = x"ATb

1.6.1 Ovningsexempel

1. Ovning 2.12 pa sid 168 i Andersson. Gor berikningarna enbart i MATLAB.

2. Ovning 2.16 ¢,d (sid 169) i Andersson. Om Du ir osiiker kan Du bekanta dig med
problemet genom att vélja nagra siffervirden for x;, x5 och x3 och préva i MATLAB.

3. Ovning 2.2 (sid 167) i Andersson. Anviind er av att |x|> = x'x, detta ir samma
ledning som i boken, uttryckt med andra beteckningar.

1.7 Linearitet

Vi skall har studera nagra konsekvenser av att vara problem ar linjdra. Vi listar forst nagra
formler och skall senare se de praktiska konsekvenserna av dem.
Lat A vara en n X n-matris, x och y kolumnvektorer av dimensionen n och « och 3

skalarer.
Alax) = aAx Alax + By) = aAx + fAy

Bevisen for dessa formler féljer direkt av rdknereglerna for produkten av en matris och en
vektor, samt rédknereglerna for skaldra storheter.
Betrakta de tva linjira ekvationssystemen

Ax=b (1) och Ay =ab (2)

dar b ar en given kolumnvektor av dimension n och « ar en given skalar.

Finns det nagot enkelt samband mellan x och y? Multiplicera relationen (1) med «, s
far vi den nya relationen aAx = ab. Denna relation kan enligt rikneregeln ovan skrivas
A(ax) = ab. Om vi sitter y = ax sa har vi pa detta sitt fatt ekvation (2). Under
forutsittning att ekvationssystemen (1) och (2) har entydiga losningar sa géller:

Om Ax = b har 16sningen xsa har Ay = ab l6sningen y = ax
Betrakta de tva linjira ekvationssystemen
Ax=b (3) och Ay =c (4)

dar b och c ar givna kolumnvektor av dimension n.
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Da ar z = x + y losningen till
Az=b+c

ty enligt riknereglerna ovan (med a = f = 1) giller A(x+y) =Ax+ Ay =b+c

Exempel 1.7.1

Det linjédra ekvationssystemet Ax = b dér

—0.400 1.000 0.200  0.200 —0.000
A= 0.486 —1.286 0.114 —0.029 b— 0.143
| —0.143 0.143 0.143 —0.286 | —0.572
0.514 —-0.714 —-0.114  0.029 0.857
har 16sningen
3.000
< — 1.000
~ 1 0.000
1.000

Bestdm losningen till Ay = 5b.
Losning:Vi far direkt att y = 5x, d.v.s.

15.000
5.000
0.000
5.000

34
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1.7.1 Plant fackverk, ett “stort” linjirt ekvationssystem

For att ha behallning av detta exempel behover Ni inte ha tidigare erfarenhet av plana
fackverk. Det som vi forsoker illustrera dr allménngiltigt for linjara ekvationssystem, och
handlar om vad linearitet innebér. Vi vill ha ett system med rimligt manga ekvationer, sa
Ni far se hur man organiserar sitt arbete for realistiska problem. Om Ni senare vill 16sa ett
problem med 100 obekanta sa bor Ni kunna klara av det ocksa.. For riktigt stora problem
tillkommer nya svarigheter, som vi inte kan técka i den héir kursen. I nésta kapitel kommer
vi att berora hur datorn loser linjara ekvationssystem och hur mycket arbete datorn maste
lagga ned (antalet aritmetiska operationer) for att bestimma losningen.

For hirledningen av ekvationerna behéver Ni kunna lite om kraftjimvikt. Om ni har
glomt den relevanta gymnasiefysiken kan Ni hoppa 6ver héirledningen och néja Er med den
centrala studien av det linjdra ekvationssystemet; givet ekvationerna pa papper, studera
16sningen med hjilp av dator.

Stangkrafterna i ett plant fackverk enligt figuren nedan satisfierar ett linjart ekvations-
system Af = b.

@ ¢ G

1 7 16
3 13 15

(» 2 6 10 14 17 ©

=W 3 3 0 ®T m%

Stangkrafterna definieras som positiva nir de &r riktade bort fran en nod, och de yttre
lasterna definieras som positiva uppat och at hoger i figuren. Ekvationerna hérleds och
redovisas pa de foljande sidorna.

Problem: Lasterna i fackverket i fig 1 bestar av nedatriktade, lika stora, vertikala
krafter P i noderna 3,5,7 och 9. I 6vriga noder dr lasterna noll. Bestim samtliga stang-
krafterna da P = 10, och bestdm déirefter den maximala stangkraften samt i vilken stang
den erhalls.

Bestdm det virde pa P for vilket den maximala stangkraften blir 500. Los ekvations-
systemet for P = 10(10)100 och rita upp den maximala stangkraften som funktion av P

Rq P3 1:,5 P7 9



© Copyright Bengt Lindberg, Nada, KTH, all rights reserved. 36

for att pa sa sitt approximativt bestimma P och diskutera sedan resultatet.

Harledning av ekvationerna: For varje fri nod erhalls tva ekvationer, en for kraftjim-
vikt i horisontell led (z—led) och en for kraftjimvikt i vertikal led (y—led). Med den num-
rering av stanger och noder som anges i figuren far vi t.ex. for nod nr 5 med kraftjamvikt
i x—led resp. y—led

Pey

10
5x

frocos(0)+  focos(45) + frcos(90)
+  fsc0s(135) + fscos(180) +Ps, =0

fiosin(0)+  fosin(45) + f7sin(90)
+  fssin(135) + fosin(180) +Ps, =0

Hir star Ps, for den yttre lasten i z-led i nod nummer 5 (positiv at hoger), och Ps, for
den yttre lasten i y-led i nod nummer 5 (positiv uppat). I sammanstillning 6ver samtliga
ekvationer ser vi att detta ar ekvationerna 7 och 8. Vi har b; = —Ps, och by = —P;,.
Hogerledet b beror endast av de yttre krafterna. Observera att i det aktuella lastfallet sa
ar krafterna nedatriktade.

Pa foljande sidor listas ekvationerna for samtliga noder. Ni behdver inte kontrollera
dem i detalj, utan acceptera ekvationssystemet som ett exempel pa ett icke-trivialt linjart
ekvationssystem som Ni skulle kunna formulera sjdlva om Ni hade tid och talamod. For
att kunna genomfora uppgifterna récker det att Ni forstar sa mycket av ekvationerna att
Ni kan definiera hur en given yttre last ger en hogerledsvektor b.
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Satt a = sin45° = cos45°, och definiera stangkrafterna som positiva vid dragning.
Kraftekvationen ger da foljande jamviktsvillkor. Ekvationerna dr uppstéllda fran nod 2 till
nod 10. For vardera av noderna 2-9 erhalls tva ekvationer, och for nod 10 endast en.

$F,
SF,

$F,
SF,

$F,
SF,

$F,
SF,

SF,
SF,

SF,
SF,

SF,
SF,
SF,
SF,

Y

YF,

—afi + fatafs+ Py =0
—aft — fys—afs+ Py =0

—fo+ fo+ P =0
fs+ P =0

_f4+f8+P4$:0
—fr+ Py =0

—afs — foe+afo+ fio+ Py =0
Olf5+f7+0lf9+P5y:0

—fs—afg+ fie +afis+ P =0
—afy— fii —afiz+ FPsy =0

—fio+ fuu+ Py =0
Jfii+ Py =0

—fio +afig+ Py =0
—fis —afig + Pgy = 0

—afiz — fia + fir + Por = 0
afiz + fis + Py, =0

—afig — fir + Pz =0

Detta &r ett linjart ekvationssystem

CF=b

for de obekanta krafterna F = (fy, fo, ..., fir)¥
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Koefficientmatrisen och hogerledet for lastfallet i figuren ovan finns i filen fack.m
a=sqrt(2)/2;

% Kolumnnummer
% 1 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12 13 14 15 16 17

% rad nod led

A=[-a 0 0 1 a 0 0 0O 0 O OO O O O O O 1 2 X
-a 0-1 0-a 0 0O 0O OO O O O O 0 o0 o h2 2 y
0-1t 0 001 00 0 0 0 O OOOTUOTUOTO »3 3 X
o 01 0O 00 00 0 0 0O O OO0 0 0 o0 %4 3 y
o 0o 0-1 0 001 00O O O O O O O O %5 4 X
o 0o 0o oo 0-1 00 0 O 0O O O o0 o0 o %6 4 y
0O 0o 0o 0-a-1 0 0 a1 0 0 O O O O O 7T 5 X
0O 0 0 0O a 010 a0 0™ 0T™W0T™W08™ 00 o0 %8 5 y
0O 0 0o 000 0-1t-a 00 1 a 0 0 o0 o0 59 6 X
0O 0 0o 000 00-a 0-1 0-a 00 00 %10 6 y
o 0o 0o o oo 00 0-1 00O O 1 0 0 o0 %11 7 X
o 0o 0o oo o000 00 1 0 O O o0 o0 o %12 7 y
O 0 0o 00000 0O 0 0-1 0 0 0 a o %13 8 X
O 0 0o 0o 0000 0 0 0 O O O0O-1 a o0 %14 8 y
o 0 0o 0o 0000 0 0 0 O0-a-1 0 01 %15 9 X
o 0o 0o 0o o000 00 0 0 a o0 1 0 o0 %16 9 y
O 0 0O0O0OOO0O 0 0O O O0OOTO0O O0 O0-a-11; %17 10 X

5 1 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12 13 14 15 16 17

b= [0 0 010 0 O 010 O O 010 O O O 10 0]’;

Observera anvindningen av kommentarer for att fa en lattlast koefficientmatris. Allt
som star efter %-tecknet pa en rad dr en kommentar, d.v.s. datorn hoppar 6ver den texten.
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Losning: Lasterna i fackverket i fig 1 bestar av nedatriktade, lika stora, vertikala krafter
P inoderna 3,5, 7 och 9. I 6vriga noder &r lasterna noll. Da P = 10 erhalls hogerledsvektorn
enligt sista raden i fack.m L&sningen blir

>> fack matrisen:
>> index=[1:17]’;
>> [index A\b]

ans = >> A(:,1:2)

1.0000 -9.4281 ans =
2.0000 6.6667
3.0000 10.0000 -0.7071 0
4.0000 -3.3333 -0.7071 0
5.0000 -4.7140 0 -1.0000
6.0000 6.6667 0 0
7.0000 0 0 0
8.0000 -3.3333 0 0
9.0000 18.8562 0 0
10.0000 -10.0000 0 0
11.0000 10.0000 0 0
12.0000 33.3333 0 0
13.0000 -32.9983 0 0
14.0000 -10.0000 0 0
15.0000 33.3333 0 0
16.0000 47.1405 0 0
17.0000 -33.3333 0 0

0 0

0 0

>> maxkraft=max (abs (A\b))

>> A(12:17,16:17)

maxkraft =
47.1405 ans =
0 0

Den maximala stangkraften blir ca 47 och 0.7071 0
erhalls i stang nummer 16. 0.7071 0

Om man vill kontrollera sin matris A sa 0 1.0000
far hela matrisen inte rum pa skdirmen, men 0 0
med hjilp av delmatris-noteringen (se Pért -0.7071  -1.0000

4.3) kan man litt inspektera olika delar av
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Vi skall nu forsoka bestimma for vilket virde pa P, som den maximala stangkraften

blir 500. Plotbilden skapas enligt (satserna finns i filen fackplot.m)

fack
p=0;
kraft=[];
b=b/10;
for P=10:10:150
hl=bx*P;
x=A\h1l;
p=[p PI;
maxk=max (abs(x)) ;
kraft=[kraft maxk];
end
plot (p,kraft)
grid

Variabeln maxk &r den maxima-
la stangkraften for givet vér-
de pa P. Med for-slingan ska-
pas 15 olika lastfall. Resultaten,
d.v.s. P-virdena och motsvaran-
de maximala krafter lagras i vek-
torerna p och kraft som sedan
plottas. I figuren ser vi att max-
kraften 500 erhalls for Pmax =~
110.

Egentligen behdver vi inte go-
ra nagra ytterligare datorberik-
ningar for att bestimma Pmax
da berdkningarna fér P = 10 pa
foregaende sida gjorts. Eftersom
problemet ar linjart sa géller:

Om Ax = b har 16sningen x
sa har

Ay = ab lésningen y = ax

Da vi l6ste problemet med P =
10 fick vi en 16sning som vi kan
kalla z. Losningen y for andra
viarden pa P far vi da fran z en-
ligt y = % x z. Den maximala
komponenten av y ér alltid kom-
ponent nummer 16 (préva genom
att i MATLAB bilda axz om Du
kénner dig oséker), sa vi behover

bara losa den skaldra ekvationen

P
Y16 = 1—0216
d.v.s
P

500 = E47'14O5
Detta ger
Pmax = 106.0659, alltsa
Pmax = 106
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1.8 Insandningsuppgifter

1. Ovningsuppgift 3.65 pa sid 229 i Andersson. Redovisa dina MATLAB-satser och
polynomets koefficienter. Rita tva grafer; i den forsta ritar Du graferna for f(x) och
p(z) for =1 < x < 1, och i den andra ritar du grafen for skillnaden f(x) — p(z) for
-1 <z <1

2. Ovningsuppgift 3.68 pa sid 230 i Andersson. Redovisa dina MATLAB-satser, samt
problemets 16sning.

3. Ovningsuppgift 3.69 pa sid 230 i Andersson. Redovisa dina MATLAB-satser, samt
problemets 16sning.

4. Studera aterigen problemet i sektion 1.7.1 men lat lastférdelningen vara enligt nedan-
staende figur

G @ C

1 7 16
3 13 15

@ 2 6 10 14 17 ©
G G Q ©, S

[ A R

B
N

g
g
4

-P _ ~10
. ~10 10 R,

Bestdm P sa att maximala stangkraften blir 200.

(a) Prova forst med tabellering och plottning analogt med i 1.7.1. Observera att i
detta lastfall sa varieras endast lasten i nod 5. Varierar den maximala stangkraf-
ten linjart med lasten P? Om sa &r fallet bor det vara mojligt att 16sa uppgiften
utan att 16sa alla de ekvationssystem som vi 16st for att plotta grafen. De ater-
staende deluppgifterna syftar till att héirleda ett alternativt, béattre sitt att 16sa
denna uppgift.

(b) Visa att hogerledet b for godtyckligt P kan skrivas enligt

b:b10+(P—10)'eg
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dar byg dr den hogerledsvektor som erhalls fér P = 10, och eg dr den attonde
enhetsvektorn av dimension 17.

(c) Skriv, med hjilp av uppdelningen i b, 16sningen till det linjira ekvationssystemet
Ax = b som en summa av tva st vektorer y och z, dir dessa vektorer &r lI6sningar
till tva olika linjara ekvationssystem med koefficientmatrisen A.

(d) Beskriv hur berikningarna limpligen organiseras, utfér dem och bestim pa sa
sitt ett noggrant P sadant att maximala stangkraften blir 200.



Kapitel 1

Vektorer, matriser och linjara
ekvationssystem

Facit till sektion 1.3.1

1. (Andersson 6 2.1 sid 167) 2
Matlab-dialogen blir ! -2
>> u=[2;1;3;0] 6
u = 6

2
1 >> w-u
3
0 ans =
>> v=[0;-1;1;2]
v = 0
0 0
-1 -2
1 0
2 (b) >> u’*v
>> w=[2;1;1;0]
W= ans =
2
1 2
1
0 >> u’*w
(a) >> u+3xv
ans =
ans =
8

L©Copyright 2002, by Bengt Lindberg, Nada, all rights reserved

1
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(c) Vektorn u har
langden u’u =
V2x2+1x1+3x3
= /14 sa de tva nor-
merade vektorer som
ar parallella med u ar

2
1
1
+7m 3
0
(d)
>> vikyw
ans =
0
2. (Andersson 2.5 sid 167)
Riktningsvektorn  mellan

Facit till sektion 1.4.1

Facit till problemen péa sid 14-15

1. >> Cc=[7 4 2
123
12 4];

(a) >> z=[30;25;60];
>> Cxz

ans =

punkterna P och Q ar

2
2
-2
-2

Linjen kan skrivas

T 2 2
T . 1 2
T4 4 —2

Med t.ex. t = 2 far vi punk-
ten

pa linjen.

4 2 2

2 3 4

(c) > v=[559;291;353];
>> z=C\v

45.0000
30.0000
62.0000

2. >> D=[70 80 50
50 90 60
40 90 70];

(a) > x=D(:,1)

X:



© Copyright Bengt Lindberg, Nada, KTH, all rights reserved.

70
50
40

>> y=D(:,2)

y:

80
90
90

>> z=D(:,3)

50
60

Facit till problemen pa sid 20-21

1. (Andersson o6 2.6-2.9 sid
167-168)

(a)

(b)

(Andersson 2.6 sid 167)
ajp =lapg =7

a3 =4 ajp = —1.
(Andersson 2.7 sid 168)
Kontrollera dina hand-
rikningar med MAT-
LAB.

(Andersson 2.8 sid 168)

Matrisen pa vanster si-
da blir

(a a+b>
c c+d

sa ekvationerna blir

a =1
a+b =3
c =2
c+d =5

sa losningen blir a =
1,b=2c=2d=3.

70

b) >> t=Cxx; u=Cxy; v=Cxz;
( y

>> F=[t u v]

F =
770 1100
290 530
330 620
(c) >> Cx*D
ans =
770 1100
290 530
330 620

2. (Andersson 2.9 sid 168)

Kontrollera dina handrak-
ningar med MATLAB. Ma-
triserna i a) och f) ar sym-
metriska.

3. (Andersson 2.10 sid 168)

>> A=[1 30
221
310];

>> B=[-1 0 -1
-21 1
01 2]1;

(a) >> c21=A(2,:)*B(:,1)
c21 =
-6

>> ¢c12=A(1,:)*B(:,2)

730
380
450

730
380
450
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cl2 =

>> ¢33=A(3,:)*B(:,3)

c33 =
-2

>> C=A%*B

C =
-7 3 2
-6 3 2
-5 1 -2

>> Bx*A

ans =
-4 -4 0
3 -3 1
8 4 1

4. (Andersson 2.11 sid 168)
Kontrollera dina handrik-
ningar med MATLAB. Ob-

Facit till sektion 1.5.5

1. (Andersson 6 3.1 sid 215) Polynomet

skrivs

P(z) = ¢1 + e + c32?

Derivatan ges av

P'(z) = ¢3 + 2¢3x

Vi skall bestamma koefficienterna sa
de fyra villkoren P(7) = sin(m) =

servera att de tva berak-
ningarna i b) ger samma re-
sultat.

. (Andersson 2.13 sid 169) Vi

kontrollerar nagra av pro-
dukterna i Matlab. Matri-
serna forutsitts inmatade
fore dessa kalkyler.

>> A*A

777 Error using ==> x*
Inner matrix dimensions
must agree.

>> A*B

777 Error using ==> x*
Inner matrix dimensions
must agree.

>> BxA

ans =
7 -1 8
-1 5 -6

Foljande produkter kan bil-
das: AD, BA, CA, CB, DC,
DE, ED.

. (Andersson 2.16 sid 169)

Gor kontrollen 1 Matlab.

0, P(2r) = sin(27) = 0, P'(m)
cos(m) = —1, P'(2m) = cos(2m) =
uppfylls. Ekvationssystemet blir

1 7 x? 0
1 27 Arn? “ 10
0 1 27 || ®) 7|1
0 1 d4r ) \3 1

1
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Vi har fyra ekvationer for tre obekan-
ta. Vi forsoker 16sa problemet i Matlab
genom att tillfalligt stryka den sista ek-
vationen. Da far vi

>> A=[1 pi pi~2
1 2%pi 4xpi~2

0 1 2%pil;
>> b=[0;0;-11;
>> ¢=A\b

C =
6.283185630717959
-3.00000000000000
0.31830988618379

Slutligen kontrollerar vi om den 16s-
ning vi fatt uppfyller den sista ekva-
tionen.

>> ¢(2)+4xpixc(3)
ans =
1

Ja, det gjorde den!

. (Andersson 6 3.2 sid 215) Vi betrak-
tar sjo efter sjo. For sjon upptill till
véanster i figuren rinner 12 enheter till
sjon och x4 +xp enheter fran sjon. For
denna sjo far vi da ekvationen

Tp+xp =12.

Pa motsvarande sétt gor vi for de 6vri-
ga tre sjoarna. Det resulterande syste-
met finns i facit sid 471 i Andersson.
Obs 3.2 skall sta hogre upp pa sidan. I
Matlab far vi

> B=[11 0 0

01-1 0
00 1 -1
10 0 11;

>> b=[12;10;-14;16];

>> B\b
Warning: Matrix is singular
to working precision.

ans =
Inf
Inf

Inf
Inf

Vi far ingen 16sning!

. (Andersson 6 3.6 sid 217) Antag att to-

tala uppdragsbeloppet (=summan av
externa och interna uppdrag) for M ar
xpr kr, motsvarande for G och S. For
M kan vi da teckna ekvationen

xp = 20,000 + 0.52¢ + 0.1zg
eller

xy — 0.5z — 0.1xg = 20,000
Pa samma satt far vi for G och S

zq = 40,000 + 0.2z + 0.67¢

rg = 20,000 + 0.1zps 4+ 0.257¢

Efter omstuvning far vi ekvationssy-
stemet

ry — 0.52¢ — 0.1zs = 20,000

—021‘]\/[ +Tag — 061‘5 == 40, 000
—0.1zp — 0.252¢ + s = 20,000

vilket vi skriver med matris- och vek-
torbeteckningar enl.

1 —05 —01\ [oum 20, 000
ze | = | 40,000
01 —025 1 s 20, 000

-0.2 1 —0.6
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(Andersson 6 3.20 sid 219, forts. av
ovanstaende problem) Med Matlab far
vi l6sningen

Tar 65,248
ze | = | 81,135
s 46, 809

Nettointakterna for M blir vad som

Facit till sektion 1.6.1

1. (Andersson 6 2.12 sid 169)

>> A=[2 -3; 4 1];
>> B=[6 -2; 2 5];

>> C=AxB;
>> C?
ans =
6 26
-19 -3
>> B?*A’
ans =
6 26
-19 -3

2. (Andersson 6 2.16 ¢ sid 169)
X
xx' =[xy | (21 %y m3)
€3
11 T1x2 X173
= | T2X1 TaT2 T2X3
T3T1 X3Tz T3X3

aterstar da G och S fatt betalt for si-
na tjanster at M, d.v.s. x5, —0.20x, —
0.10xy; = 0.7z, = 45,674. Pa samma
satt far vi for G nettointikten xg —
0.5x¢ —0.25z4 = 20, 284 och for S blir
nettointikten rg — 0.10xg — 0.6z5 =
14, 043.

(Andersson 6 2.16 d sid 169)

a1
ag (b1 by ba)

as

ajby ajby abs
= | agby agby asbs
asb; asby aszas

3. (Andersson 6 2.2 sid 167)
lu+ v’ =(u+v)(utv)
= (@' +vh)(u+v)
—vu+u'v+viu+viv

=uu+v'v=|uf+ v

ty u’v = 0 da u och v ir otrogonala.
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