Institutionen for Matematik, KTH,
Olle Stormark

Losningsforslag till kontrollskrivning 1A
i 5B1147 Envariabelanalys for E, ht 2006.

1. Bestam asymptoterna till funktionen

3 7
Yy = * +2 , definierad da x # 2,
x J—

samt anvand dessa for att skissera funktionsgrafen.

Lo6sning: Lodriata asymptoten fas genom att sétta ndmnaren = 0; det
vill sdga, den ges av & = 2. Och eftersom

347 _3@-2+13_, 13
y_x—2_ x—2 - x—2’
dar
13

— 0 nar x — +o0,
x_

sa ar y = 3 en vagrat asymptot. Grafen fas genom att obsevera att
13 13

lim = +o00, medan lim = —00.
z—2+ 1 — 2 z—2— 1 — 2

2. Berdkna inversen till funktionen ovan.
Losning;:

_3:1:—|—7
)

2 +7
- “2<ﬁy%3

Yy = ay—2y=3r+7 <= z(y—3)=2y+7

T




3. De hyperboliska funktionerna definieras av
. 1 _ 1 _
sinhx = é(ex—e ?) och coshz = E(ex—i—e ?).

Visa att
cosh 2z = cosh?z + sinh?z.

Losning:
1
cosh’z + sinh’z = 1 {(e" +e ™)+ (e" —e ™)}

1 1
:Z(€2$+2+6_2$+€2—2+6_2$) :§(€2$+6—2$)

= cosh 2z.
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1. Bestam asymptoterna till funktionen

2 7
Yy = < +3 , definierad da x # 3,

xr —

samt anvand dessa for att skissera funktionsgrafen.

Lo6sning: Lodriata asymptoten fas genom att sétta ndmnaren = 0; det
vill sdga, den ges av & = 3. Och eftersom

20+7 20z —3)+13 13
y: = :2—|— s
r—3 r—3 r—3

dar
13

xr —

— 0 nar x — +o0,

sa ar y = 2 en vagrat asymptot. Grafen fas genom att obsevera att

) 13 _ 13
lim = +o00, medan lim
x—>3+x—3 m—>3—x—3

= —OQ.

2. Berdkna inversen till funktionen ovan.
Losning;:

_23:—1—7
 r—3
3y +7
oy —=2

Yy = ay—3y=20+7 < z(y—2)=3y+7

da y # 2.

T




3. De hyperboliska funktionerna definieras av
. 1 _ 1 _
sinhx = é(ex—e ?) och coshz = E(ex—i—e ?).

Visa att
sinh 22 = 2 sinh x cosh .

Losning;:

1 1
2sinh z coshz = 5(6“’C —e )" +e ") = 5(6296 — %)

= sinh 2z.
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Losningsforslag till kontrollskrivning 2A
i 5B1147 Envariabelanalys for E, ht 2006.

1. Bestam det storsta och det minsta vardet for funktionen
f(z) =52 + 2z

da -2 <z <1.

Losning: f'(z) = 10242 =10(z+1/5),sa f'(z) =0 <= = =—1/5.
Dérmed fas foljande kandidater till storsta respektive minsta vérde:

f(=2) =20—4=16, f(-1/5)= 5%—2-% ——1/5 och f(1)=T1.

Sa storsta virdet 4r = 16 da = —2, och det minsta &r = —1/5 da
x=—1/5.

2. Bestam den allmdnna losningen till differentialekvationen
2 /
y +2y +5y=0

pa reell form.

Losning: Fran den karakteristiska ekvationen
P42 +5=0 <= r=-1+V1-5=—-1+2

ser man att
y(x) = e *(Acos2x + Bsin2x).

3. Berdakna den allmanna losningen till differentialekvationen

y" + 2y + 5y =10z — 1 + 10 cos .



Lo6sning: Partikularlosning till y” 4+ 2y' + 5y = 10x — 1:

y=ar+b=y =a=y{ =0
= 2a+5ax +5b =102 — 1 <= bzx(a—2)+5b+2a+1=0

1
= a:20Chb:5(—4—1):—1=>y1:2:v—1.

Partikuléarlosning till y” + 2y’ + 5y = 10 cos x:

Yo = acosx + bsiner = y, = —asinx + bcosr => y, = —acosx — bsinx
= cosz - (—a+2b+5a) +sinz - (—b — 2a + 5b) = 10cos x

<= cosz- (4a+ 20— 10) +sinzx - (4b — 2a) =0

< a=2boch10b—10=0 <= b=1ocha=2

= Yy = 2cosx + sinx.

SVAR: y(z) = e (A cos2x + Bsin2x) + 2x — 1 + 2cosx + sin z.
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1. Bestam den allmdnna losningen till differentialekvationen
y' +4y +5y=0

pa reell form.

Losning: Fran den karakteristiska ekvationen
P 4+dr4+5=0 <= r=-2+V4-5=-2+41

ser man att
y(x) = e **(Acosx + Bsinz).

2. Berdkna den allmdnna losningen till differentialekvationen

y" + 4y + 5y = 5r +9 — 8sinx.

Lo6sning: Partikularlosning till v + 4y’ 4+ 5y = 5z + 9:

ph=ar+b=1y=a=y{ =0
— 4da+bax +5b=5x+9 <= br(a—1)+5b+4a—9=0

1
= azlochb:5(9—4):1:>y1:x+1.

Partikulédrlosning till y” + 4y’ + 5y = —8sinx:

Yo = acosx + bsinx = y, = —asinx + bcosx => y, = —acosx — bsinx
= cosz - (—a+4b+ 5a) +sinx - (—b — 4a + 5b) = —8sinx

<= cosz- (4a+4b) +sinz- (4b—4a+8) =0

<= b=—-aoch —8+8=0 <<= a=1ochb=-1

= Yy = COST — SIn .

SVAR: y(z) = e **(Acosz + Bsinz) +x + 1+ cosx — sinz.

7



3. Bestam det storsta och det minsta vardet for funktionen
f(z) =62 — 2*

da —1 <z <3.

Losning: Eftersom

0,

f'(zr) =122 — 32° = —3z(x —4) och f/(z) =0 <= x = {4 :

far vi foljande kandidater till storsta och minsta varde:
f(=1)=7, f(0)=0 och f(3)=54—27=2T.

Sa storsta vardet ar = 27 1 x = 3, och det minsta d&r = 0 da x = 0.
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Losningsforslag till kontrollskrivning 3A
i 5B1147 Envariabelanalys for E, ht 2006.

1.
/1 d —E/Id—x—[arcsinm/Q]l
o VA—a22 2 )y /1= (2/2)? 0
= arcsin(1/2) — 0 = %
2.
w/2 w/2 /2
/ (sinx)3dx:/ (sinx)Q-sinxdx:/ (1 — (cosz)?) - sinx dx
0 0 0 .
= {u = cosz, du:—sinxdaz}:/l (1 —u?)(—du)
1 BT 9
— [ 0D du=|u—L] =2
A O I
3.

3r—9
B L S
/x2—7a:+10 v

7 49 —40 T7+3 5
2 —Tr+10=0 < z=—-+ = —
2 4 2 2

— 2? —Tr+10 = (z — 2)(z — 5).

Sa
3z —9 3z —9
/x2—7x+10 v /($—2)($—5) x = {handpaldggning}
1 2
:/ +—— | dr=Inlr—2|4+2In|z -5+ C.
r—2 x—5
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1. _—
x_
N — —
/:c2—2x—3d$ '
a:2—2:1c—3:0<:>$:1i\/1—|—3:1:|:2:{3
= 2?22 -3=(z+1)(z-3).
Sa

3z —1 3r—1
N Ir — fhandpilieen:
/502—237—3 ' /(x+1)(x—3) v = {handpalaggning}

1 2
:/( + )dm:1n|m+1|+21n|x—3|+0.

r+1 x-—3
2.
bdr 1 /! dz 1[ 1!
_— _— = — \/garctan—}
/0 2+ 3 3/0 1+ (z/V/3)2 3 V3lo
—iarctani—O——W
V3 V3 6v/3
3.

w/2 /2 /2
/ (cosx)® dr = / (cosx)? - cosx dr = / (1 — (sinz)?) - cosw dx
0 0 0
1
u=sinz, du = cosxdr} = / (1 —u?)du
0

{
sl

10
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1. Ar serien

o0

Ef%p

n=1
konvergent eller inte? MOTIVERA!!!

Losning::

. 2 1 n
0 < (sinn)*<1= (su;—nn) < (§> , och den geometriska serien

. /1\" =\ (sinn)? .
Z 3) & konvergent eftersom |1/3| < 1 = Z T konvergent.
n=1 n=1

2. Berakna gransvardet

A e
lim )
x—0 1‘3
Losning;:
€T $2 $2 st $4 $2
e —1—:10—771+x+7+§+m+---—1—x—7
3 N 3
A 1 1
_ 6 "24 "0 T o
= 3 —6+ﬁ+"'—>6da$—>0.

3. Berdkna ett ndrmevirde till /5 och ange hur stor feltermen dr pd
foljande satt:

(a) Uttryck /5 som V5 = i+ 1= /4-(1+1/4) =2\/1+1/4 =
2142 med x = 1/4.

11



(b) Framstdll sedan /1 + x som ett andra ordningens MacLaurinpoly-
nom plus en restterm.

(c) Sdtt till slut in x =1/4.
Losning: Eftersom

flz)=(L+2)* = f(0) =1,

fia) =50 +0)72 = f10) = o,
f(z) = % : _71(1 +2)3? = %('0) = —% och
" o 1 -1 -3 -5/ fm<C) . 1
o) =55 5 A+t =g = 16 (1 + c)?/?

ar
2 3

X x X
te=142-2 4 ¥
L R R T SR T

for nagot ¢ mellan 0 och z. Sétter man in x = 1/4, sa far man

1 1
V5 =2y/1+1/4=2+-— —— + en felterm

TRRVST:
=2+ L L + felt
= 1 gq T en felterm,
dar 2. (14 2
0 < felt ZUA7_ 2
eltermen < 16 45

12
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1. Ar serien -
> o
— 2n+1
konvergent eller inte? MOTIVERA!!!
Losning::
n n 1 1 1
—_— = = — # 0 da
1l n 2xijn 21 27 0dan—oo
—~ n . .
— ; 1 ar divergent.
2. Berdakna gransvardet
. 3
sint —x + %
lim ———&.
x—0 SL’5
Losning:
. 333 1.3 29 .777 .773 IS :E7
SIMT —T+ % TGty gyt ot
x? B x? B x?
1 2 1 1
? —=—daz—0.

T TR bY;

3. Berdkna ett narmevdrde till /10 och ange hur stor feltermen ar pa
foljande satt:
(a) Uttryck v/10 som V10 =/9+1=+/9-(1+1/9) =3/1+1/9
=3vV1+xz medz=1/9.
(b) Framstdll sedan /1 + x som ett andra ordningens MacLaurinpoly-
nom plus en restterm.

13



(c) Sadtt till slut in x =1/9.
Losning: Eftersom

flz)=(1+2)"* = f(0)=1,

fa) = 542 = f0) = 5
" . 1 -1 -3 -5/ f///(C) = .
@) =5 5 5 )™= = = e
ar 2 ’

T i Xz
Vitz=1+2-2 4 ¥
L R R T SR T

for nagot ¢ mellan 0 och z. Sétter man in x = 1/9, sa far man

31 3 1
V10=3y/1+1/9=3+--—-——- — + en felterm

2 9 8 92
=3+ L ! + en felt
= TR en felterm,
dar 5.(1/9° 1
felt ' — .
0 < feltermen < 16 6913
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