Institutionen for Matematik, KTH,
Olle Stormark.

Losning till tentamen i SF1625 Envariabelanalys for E,
07-12—-17, k1. 8.00-13.00.

Inga hjalpmedel.

Du som har fatt godként pa kontrollskrivning i (dér i = 1,2,3,4) far
automatiskt full poang pa tal i.

Betygsgranser: 25-28 poang ger betyget A, 23-25 podng ger betyget
B, 2022 poang ger betyget C, 17-19 p ger betyget D och 14-16 p ger
betyget E.

Om du har fatt 13 poang sa far du betyget Fx och har da mdojlighet
att gora en kompletteringstentamen. Kontakta Olle i sa fall.

For éldre teknolger ges betygen 5, 4, 3, K (eller U) med krav som for
A, B/C, D/E respektive Fx.

. Lat f(z) = ze¥/* d& x # 0. Berikna griansvirdena lim, .o+ f(z) och
lim, .o- f(z), samt bestdm eventuella sneda asymptoter da @ — +oo.

Anvind sedan dessa resultat for att skissera funktionens graf. (3p)
Losning:
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y = kx + ¢ = sned asymptot <= k = lim, ...(f(z)/x) och ¢ =
lim, 4o (f(z) — kz) finns. Har ar
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Alltsa ar y = = — 1 en sned asymptot da * — 4o0o. Med hjalp av
asymptoten och gransvardena ovan ar det sedan latt att skissera kur-
van.

. Visaatt nz <z —1daaz>0. (3p)
Losning: Sitt f(z) =Inz—xz+1daz > 0 och visa att f(x) < 0. Det
ar klart att f(z) — —oo da x — 07 och x — co. Eftersom

fla)=1-1=2""

i i

ar f'(z) >0da 0 <z <1och fl(x) <0daxz > 1, saatt f(z) &ar
vaxande da 0 < z < 1 och avtagande da x > 1. Harav foljer att

fmax = f(1)=0—-14+1=0,
sa f(x) <0 for alla x > 0.

. Berakna
/ cos’x sin’x du. (3p)

Losning;:
/ cos’z sin’x dx = / cos?z sin’x cos x dx
= / (1 —sin’z) sin*z coszdr = {u = sinz = du = cosz dr}
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4. Visa att
e — 1422 <

for alla . (3p)

Losning:
f(t) = e = fM(t) = ¢ for allan >0 =

el =1+t+ %tQ for nagot ¢ mellan 0 och t.

Dat = —2? fas
C C

e e
e’x2:1—x2+§x4:>‘e’x2—l+x2 SEZA

for nadgot ¢ mellan 0 och —22. ¢ < 0= e <1 =
2 2 33'4
e —14+x ’ < 5 for alla x.

5. Visa att )
y = sinh x def §(e$ —e )

har en invers pa intervallet (—oo, 00), samt berdkna denna.

LEDNING: Om y = (e* — e~ ") /2 multipliceras med e” sa fas en andra-
gradsekvation med avseende pa e”. (4p)

Losning;:

d 1
d_y =5 (ex + e’”‘“) > 0 for alla x = y ar vixande
x

= inversen finns.

y:%(ex—e_x) < 2y=c"—¢e¢ ¥ <= " —2y—e =0

= (") —2e"—1=0 <= e =y+ /12 +1

Eftersom ¢” > 0 dr e =y + /y?+1 <= oz =In(y+ /> +1). Sa
inversfunktionen 3 = sinh™*(z) blir lika med In(x + v/22 + 1).



6. Bestam alla losningar till differentialekvationen
y" + 4y = sin 2z. (4p)

Lo6sning: Homogena ekvationen y” + 4y = 0 = karakteristiska ekva-
tionen 72 +4 =0 <= r = +2i = Ypom(x) = Acos 2x + Bsin 2z.

Eftersom sin 2z = Im €2 kan ekvationen skrivas som 3" + 4y = Im e*2.
Sa z(z) 16sning till 2’ + 4z = €** = Im 2(x) = l6sning till y” + 4y =
sin 2.

Ansatsen z(r) = u(x) *® ger

Z, — U, 62ix + 2iu 621&3)
Z” _ ’LLH 621':0 + 4iu’ 621':0 — 4u e2ix _
X (U + i — du + 4u) =
— v +4iv = 1.
Den sista ekvationen uppfylls med

u = ! — =
44 4]

T ,
zp(x) = 4—2_62”” dr en partikuldrlosning till 2" + 4z = €** =

Yp(x) =Im <%(cos 2x 4 isin 2:15)) =Im (—Tz:c cos 2z + %sin 29:)
i

= —2 cos 2z ar en partikularlosning till ¢’ + 4y = sin 2z.

Sa svaret blir

Y(2) = Ynom () + yp(x) = Acos2x + Bsin2z — %cos 2x.

7. Berédkna integralen
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LEDNING: Substitutionen v = tanz/2 =
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och cosyr =——;
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vad dz blir far du fundera ut sjalv. (4p)

Losning;:
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u=tanz/2 = x = 2arctanu = dz = “
1+ u?
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Partialbraksuppdelning:
1 Au—+ B Cu+D

(W —=u+1)(u2+1) w—u+1l uw?+1
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1= (Au+ B)(w*+1)+ (Cu+ D)(u* —u+1) =
= (A+C)+u*(B+D-C)+u(A-D+C)+B+D
A+C =0 (1)
B+D-C=0 (2
A-D+C=0 (3)
B+D=1. (4)

-2 =C=1,1)-@B) = D=0,(1) = A=—-C= -1,
4)=B=1-D=1=
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dar mittentermen ar
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Déarmed blir
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8. Berédkna gransvardet

! 1 1
im —— .
a—0 \ sin’z 22

LEDNING: Gor liknamnigt forst!
Losning;:
1 1 B x? — sin’x
sinz  x2  x2-sin’z’
dar

(4p)

23 x3 2
sinz = (93 % + (9(3:5)) (3: % + (’)(x5)) =2 — 6:B4 + O(a9).

Alltsa ar
1 1 2? =2+ 32"+ 05 5+ 0(? .
— — = = . . = ~ — 5 daz—0
sin“x  x zt + O(x9) 14+ 0(2?) 3



