Randvardesproblem och en differensmetod

Manga fysikaliska processer kan beskrivas med hjélp av en differentialekvation av andra
ordningen, dér tilldggsvillkoren &r givna i tva olika punkter, och man soker 16sningen till
ekvationen i intervallet mellan de bada punkterna. Allmént kan vi skriva ett sddant
problem pa formen

Y=fx3,y"), y@=a,yb)=p

dér f ér en given funktion. Detta kallas for ett randvirdesproblem. Kom ihag att man

madste ge tva tilldggsvillkor for att 16sningen till en andra ordningens differentialekvation
skall vara entydigt bestimd.

Lat oss nu for enkelhets skull betrakta randvérdesproblem av typen:
V'=q(x)y = f(x) , (@)=, y(b)= (ddr g(x)20)

Vi skall titta lite ndrmare pa hur man kan hitta 16sningar till sddana differentialekvationer
med en s.k. differensmetod.

Vi borjar med att dela upp intervallet [a,b] 1 N stycken delintervall som alla har lingden

b- .
Ta. Sétt sedan x, = a+nh och 14ty beteckna en approximation till y(x,), dér

y(x)dr en 16sning pd randvardesproblemet. Observera att vi redan kénner y,och y, ,
eftersom de ges av randvillkoren.

Om vi sitter in x = x, 1 differentialekvationen och ersitter y''(x,) med differenskvoten
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Yl hyz” Ynet (Kom ihag att y'"'(x) :kin(} yxth) 2);l(zx)+y(x h)) sd far vi
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eller ekvivalent
yn+1_(2+h2qn)yn+yn—l :hzfn 9 n:172937"‘5N_1
dér vi infort ¢, och f, som beteckning for g(x,) och f(x,).

Vi behover se ndrmare pa den forsta och sista ekvationen, eftersom y, och y, finns med
dér. For n =1 har vi

Y= QAR )y +y, =0,

vilket vi med hjélp av randvillkoret y, = o kan skriva



Y _(2+h2q1)y1 :h2f1 -
Analogt far vi forn =N —1

-2+ hZQN—] Vyvat Yy, = hsz—l -B

Om vi sammanfattar de obekanta y,, n=123,..., N -1, 1 en vektor
M
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sa kan vi skriva ekvationerna, som vi hérlett, som ett linjért ekvationssystem Ay =b

dédr matrisen A é&r tridiagonal och ges av

-(2+h’q) 1 0
1 -(2+h’q,) 1
A= 0 1 1 0
1 —-Q+h’q,.,) 1
0 1 -(2+h*qy.)
och hogerledet ges av
nf -«
nf,
b= :
Wy
hszfl—ﬁ

Denna metod att diskretisera randvirdesproblemet kallas f6r en differensmetod eftersom
man ersétter derivator med differenser. Vi gjorde antagandet att ¢(x) = 0. Man kan visa

att detta medfor att 4 ir icke-singulér, sa ekvationssystemet har en entydig 16sning for
varje hogerled . Nar man 16ser ekvationssystemet anviander man ldmpligen
Gausselimination.

Exempel: Randvirdesproblemet y''—y =0, y(0) =0, y(l) =sinh(l) har den analytiska
l6sningen y(x) =sinh(x) ( = ¢ _26 ) . Differensmetoden med 4 =0.25 ger

ekvationerna y,,, —(2+h*)y, +y,, =0 ,n=123
Eller pd matrisform Ay =b dér

—(2+h%) 1 0
A= 1 —(2+h%) 1
0 1 —(2+h%)

och



0
b= 0
—sinh(1)
Vi kan enkelt 16sa detta system i Matlab med f6ljande kommandon

h=0.25;A=[-(2+h*2),1,0;1,-(2+h*2),1;0,1,-(2+h”*2)],b=[0;0;-
sinh(1)],y=A\b

A =
-2.0625 1.0000 0
1.0000 -2.0625 1.0000
0 1.0000 -2.0625

0
0
-1.1752

0.2528
0.5214
0.8226

och sedan plotta den approximativa 16sning i samma figur som den exakta med
kommandot

x=0:0.25:1;y=[0;y;sinh (1) ] ;plot(x,y) ,hold
on,t=0:0.01:1;plot(t,sinh(t))  hold off
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De bada kurvorna sammanfaller nistan. For att fa en uppfattning om hur stort felet
egentligen dr sa kan vi istéllet plotta skillnaden av den approximativa och exakta
16sningen.

plot(x,y'-sinh(x))
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Felet #r alltsd av storleksordningen 10~*. Man kan visa att trunkeringsfelet i denna
differensmetod i allménhet 4r O(k°), sa om vi istillet viljer steglingden A =0.125 s
kan vi forvénta oss fel som dr en fjardedel sa stora som de vi fick ovan.

Laborationuppgit

I exempel ovan har vi 16st randvérdesproblem y” — y = 0, y(0) = 0, y(1) = sinh(1) 16st
meden differensmetod for steglangden 4 =0.25

1) Los randvirdesproblemet med samma differensmetod men med stegldngden

h=0.125

(anvénd matlab for att 10sa ev. ekvationssystem). Undersok avvikelse fran den exakta
16sningen och jamfor med felet dé steglingden s = 0.25 anvédndes. Hur mycket minskade
felen nir steglingeden halverades

2. Lés randvirdesproblemet y” —y= x> -2 ,y(0)=1,y(1) = cosh(1)—1.

Anvind differensmetoden med samma steglédngd som i deluppgift 1 ovan



