Icke-lineara ekvationer

Exempel: Roten till ekvationen x=cos(x) 4r lika med x -koordinaten for
skdrningspunkten mellan kurvorna y =x och y=cos(x). Vi kan plotta kurvorna pa
intervallet [0,1] med f6ljande Matlabkommandon

x=0:0.01:1;plot(x,x,x,cos(x))
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Vi ser ur figuren att ekvationen har en rot i intervallet [0.7,0.8]. Vi skall i detta avsnitt
studera olika sitt att bestimma denna rot mera noggrant.
m

Mer allmint skall vi studera metoder for att 16sa ekvationer av typen f(x)=0, dir f
antas vara en kontinuerlig reellvird funktion av en reell variabel. Nér sa dr ldmpligt,
kraver vi ytterligare regularitetsegenskaper (t.ex. att f ar deriverbar) eller att den sokta

roten x 4r en enkelrot (vilket innebir att £'(x") #0).

I regel kan en icke-lineédr ekvation f(x)=0 inte 16sas analytiskt dvs. 16sningen kan inte

anges explicit i en formel, som forutom de elementdra rédkneoperationerna endast
innehaller rotutdragningar. Algebraiska ekvationer (dvs. ekvationer ddr f(x) é&r

polynom) kan 16sas analytiskt da gradtalet & mindre 4n lika med fyra, men man kan visa,
att detta i allménhet inte 4r mdjligt for ekvationer av hogre gradtal. Inte heller 16sningar

till transcendenta ekvationer (som innehaller transcendenta funktioner som e*,sin(x)
etc.) kan i allménhet anges explicit. Funktionen f(x) behdver for ovrigt inte ens vara

kidnd genom ett analytiskt uttryck, utan kan t.ex. vara definierad som 16sningen till en
differentialekvation. I alla dessa fall maste man anvidnda numeriska metoder for att 10sa
ekvationen.



Den grundidé, som de flesta numeriska metoder for ekvationslosning bygger pd, ér att
forst bestimma en grov approximation x, till roten x . Med utgingspunkt frin x,

konstrueras sedan en talfoljd {x, }::0, ddr varje tal x, 1 talfoljden berdknas utifrdn de
tidigare berdknade talen x, , kK <n. Under ldmpliga forutsittningar konvergerar talf6ljden

motx (dvs.limx, =x ) och man erhdller dérfor sucessivt bittre approximationer till

n—oo
roten genom att berdkna x, ,n=1,2,3,... , tills 6nskad noggrannhet uppnétts. En metod
som ger en sadan talfoljd kallas en iterationsmetod.

Vi skall nedan beskriva ndgra iterationsmetoder och studera villkor for att talfoljderna
skall konvergera mot roten. Det & i manga sammanhang ocksd Onskvért att talfoljden
konvergerar snabbt. Vi definierar darfor begreppet konvergenshastighet och undersoker
niagra metoder med avseende péd detta. Vi diskuterar ocksa feluppskattning och den
noggrannhet som kan uppnas da man riknar med begrénsad precision.

Grovlokalisering

Nér man skall 10sa en ekvation maste man forst grovlokalisera roten for att bestimma en
begynnelseapproximation x,. Detta kan goras i tvd steg. Genom att plotta grafen

v = f(x)kan vi bestimma ett intervall i vilket roten ligger. Vi kan sedan systematiskt

forbdttra denna grova approximation med den s.k. intervallhalveringsmetoden. Denna
metod bygger pa att man succesivt innesluter roten i mindre och mindre intervall.

Exempel: Lat oss betrakta ekvationen i foregdende exempel. Ekvationen kan skrivas pa
formen f(x)=0, dir f(x)=x—cos(x). Vi plottar grafen till f(x) i intervallet [0,1]
med Matlabkommandot

x=0:0.01:1;plot(x,x-cos(x)) ,grid
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Vi ser att funktionen f(x) har ett nollstélle (dvs. att ekvationen f(x)=0 har en rot) i
intervallet [0.7,0.8]. Detta bekréftas om vi berdknar funktionsvirdena i dndpunkterna pa
detta intervall. Vi far att f(0.7)=—-0.06<0 och f(0.8)=0.10>0. Eftersom f(x) &r
kontinuerlig s& foljer det av satsen om mellanliggande virden att det méste finnas minst
ett nollstille x" i intervallet [0.7,0.8]. Genom att berikna funktionsvirdet i mittpunkten
pa detta intervall dvs.i x=0.75 kan vi nu bestimma roten nirmare. Eftersom
£(0.75)=0.02>0 s& maste x ligga i intervallet [0.7,0.75]. Vi kan sedan upprepa
denna procedur till dnskad noggrannhet erhéllits. Mittpunkten pé intervallet [0.7,0.75] &r

0.725 och eftersom £(0.725) =—0.02 <0 s& mastex ligga i intervallet [0.725,0.75] etc.

Fo6ljande Matlabkod implementerar intervallhalvering

function [al,b1]=inthalv(f,a,b,tol)
al=a;b1=b;fb=feval(f,b);fa=feval(f,a);
if fa*fb>0
error('f(a) och f(b) méaste ha olika tecken')
end
while b1-al>tol
disp([al b1])
x=(al+b1)/2;
if feval(f,x)*fb>0
b1=x;
else
al=x;
end
end

Om vi sparar ovanstdende programrader i en m-fil med namnet inthalv.m si kan
intervallhalveringen utforas med foljande kommandorader:

f=inline('x-cos(x) ') ;inthalv(£,0.7,0.8,0.001)

0.7000 0.8000
0.7000 0.7500
0.7250 0.7500
0.7375 0.7500
0.7375 0.7438
0.7375 0.7406
0.7391 0.7406
ans =
0.7391

O

Man inser omedelbart att denna metod alltid konvergerar, men konvergenshastigheten &r
lag. Efter n steg med metoden sd har roten inneslutits i ett intervall av langden 27"



génger langden av ursprungsintervallet. Da vi i vart exempel startar med intervallet
[0.7,0.8] maste vi t.ex. halvera intervallet 17 ganger for att {4 ett intervall som ar kortare

dn 10~ (mittpunkten i det intervallet ir roten med sex korrekta decimaler).
Iterationsmetoder

P& grund av den langsamma konvergensen bor man endast anvénda
intervallhalveringsmetoden for att grovlokalisera roten. De metoder vi nu skall beskriva
har snabbare konvergens, vi kan kalla dem iterationsmetoder for finjustering. De bygger
pa att man med hjilp av dittills berdknad information om funktionen f och om rotens

approximativa ldge berdknar en ny och noggrannare approximation. Allmint kan man
sdga att ju mer information om funktionen man anviander desto snabbare konvergens kan
uppnas.

Ett naturligt sdtt att approximera funktionen f(x) dr att dra en tangent till kurvan
v = f(x). Antag att vi har ett ndrmevirde x, till roten. Vi drar dd tangenten till kurvan i
punkten (x,,f(x,) och later tangentens skédrningspunkt med x -axeln vara nésta

approximation x; till roten

Tangentens ekvation dr y— f(x,) = f'(x,)(x —Xx,) . Dess skidrningspunkt med x -axeln fér
S(xy)
f(x)
Om vi nu pd samma sitt fortsétter att berdkna en ny approximation till roten med
S )
()
onskad noggrannhet har uppnétts. Detta sdtt att erhalla approximativa losningar pa
ekvationer kallas for Newton-Raphsons metod.

vi genom att sitta y =0 och 16sa ut x ur denna ekvation. Vi far di att x, = x, —

utgangspunkt frénx, sd far vi x, =x, — . Vi kan sedan upprepa denna process till

Newton-Raphsons metod

X, = —M,n=o,1,2,...
! tf(x)

I Newton-Raphsons metod anvénder vi alltsa bade funktionsvérdet och derivatavirdet nér
vi berdknar en ny approximation till roten. Vi kan dérfor forvénta oss att metoden ger en
snabbt konvergerande talfoljd.

Exempel: Kvadratroten Ja (dér a >0 ) kan bestimmas genom att losa ekvationen

x*—a=0 . Newton-Rahsons metod tillimpad p& denna ekvation ger talfoljden

=%(xn+i). Med a =3 och x, =2 sa far vi
X

n

X

n+l



1 3 7
n=0: x=—R2+-)=—
| 2( 2) 1
n=1: xzzl(z+i):ﬂ
24 7/4 56
n=2: x3:l(ﬂ+ 3 ):18817z1.7320508

256 97/56° 10864

vilket éir\/§ med 7 korrekta decimaler.
]

Exempel: Lat oss 16sa var illustrationsekvation x —cos(x) =0 med Newton-Raphsons
metod. Med f(x)=x—cos(x) s& har vi f'(x)=1+sin(x).

Fo6ljande Matlabkod implementerar Newton-Raphsons metod

function xut=NR(f,x,tol)

h=0.0001;

fx=feval(f,x);

fprimx=(feval(f,x+h)-feval(f,x))/h;

format long

disp(’' X_n f(x_n) f/fprim')

disp([x fx fx/fprimx])

while abs(fx/fprimx)>tol
x=x-fx/fprimx;
fx=feval(f,x);
fprimx=(feval(f,x+h)-feval(f,x))/h;
disp([x fx fx/fprimx])

end

format short

Om vi sparar ovanstdende programrader i en m-fil med namnet NR.m sa kan Newton-
Raphsons metod utféras med foljande kommandorader:

f=inline('x-cos(x) ') ;NR(£,0.74,10*(-9))

X n f(x_ n) f/fprim
0.74000000000000 0.00153144127041 0.00091466198158
0.73908533801842 0.00000034276122 0.00000020479873
0.73908513321969 0.00000000000758 0.00000000000453

Vi ser att metoden i detta fall ger en snabbt konvergerande talfoljd. Det ar naturligt att
frdga sig om metoden alltid fungerar lika bra som i detta fall. Man kan ocksé fundera
over hur stor noggrannheten &r 1 approximationen 0.73908513321969. Vi skall
aterkomma till dessa fragor lite langre fram.

m



I nésta avsnitt skall vi studera konvergensvillkor och konvergenshastighet hos
iterationsmetoder. For den diskusionen &r det praktiskt att skriva Newton-Raphsons

metod pa formen x,,, = F(x,), dir iterationsfunktionen ar F'(x) = x—%. Observera
X

att ekvationen x= F(x) dr en ekvivalent omskrivning av ekvationen f(x)=0 (dvs.

ekvationen f(x)=0 kan bringas pd formen x = F(x) genom elementira matematiska

operationer, och tvirtom). Eftersom x dr en rot till ekvationen f(x)=0 si giller att

x =F(x") . Man siger dirfor att x 4r en fixpunkt till funktionen F(x) och

iterationsmetoden x,,, = F'(x,) kallas for en fixpunktiteration.

Fixpunktiterationer kan fas genom att gora andra ekvivalenta omskrivningar 4n den som
leder till Newton-Raphsons metod. Ekvationen i exemplen ovan kan t.ex. skrivas
x =cos(x) och motsvarande iterationsmetod 4r x, ,, =cos(x,)

Foljande Matlabkod implementerar fixpunktiteration

function xut=fixit(F,x,tol)
n=0;
format long
disp(' X n x_n-F(x_n)")
while abs(x-feval(F,x))>tol
n=n+1;
x=feval(F,x);
disp(n) , disp(|x x-feval(F,x)])
end
format short

Om vi sparar ovanstdende programrader i en m-fil med namnet fixit.m si kan
fixpunkiterationen utféras med foljande kommandorader:

F=inline('cos(x) ') ;fixit(F,0.74,10"(-8))

X n X n-F(x_n)

1

0.73846855872959 -0.00103176596281
2

0.73950032469240 0.00069493314590
3

0.73880539154650 -0.00046815010057
4

0.73927354164707 0.00031533573523
5

0.73895820591185 -0.00021242110789

28



0.73908514756884 0.00000002402249

29
0.73908512354635 -0.00000001618184
30
0.73908513972819 0.00000001090028
31

0.73908512882791 -0.00000000734256

Det ser ut som den genererade talfoljden konvergerar och att skillnaden frin ett steg till
ett annat dvs. x, — F'(x,) reduceras med en faktor som dr ungefdr 0.7 i varje iteration.

En annan ekvivalent omskrivning av ekvationen x—cos(x)=0 &r x=arccos(x) .

Iterationen x,,, = arccos(x,) divergerar emellertid, vilket framgér tydligt av nedanstdende

berdkningar
F=inline('acos(x) ') ,fixit(F,0.74,0.001)
X n X n-F(x_n)
1
0.73772596845325 -0.00337466397108
0.34110063242432 0.00501250846162
0.33608812396270 -0.00743537924048
O.§4352350320319 0.01105132033738
0.33247218286581 -0.01637794430875
0.34885012717456 0.02437914423404
0.32447098294051 -0.03605872350073
0.36052970644124 0.05386191295854
0.30666779348270 -0.07935099972840
10

0.78601879321111 0.11956486367678

Uppenbarligen behdver vi analysera villkoren pa funktionen F(x) i fixpunktiterationen
x,,,=F(x,), under vilka den genererade talf6ljden konvergerar. Detta gors i nésta
avsnitt.

Konvergensvillkor och konvergenshastighet

Ett grundldggande konvergensvillkor for fixpunktiterationer ges i foljande sats.



Sats: Antag att x ,, = F(x,),n=0,1,2,..., och attF'(x)har en reell fixpunkt x . Antag
vidare att det finns tal m ochd sadana att | F''(x)|<m <1,for alla xe J = {x Jx—x"|< 5}

Om x, e J sa giller da att

a) x,eJ,n=1273,..

b) limx, =x"

n—oo

¢) x i#r den enda roten till ekvationen x = F(x) i intervallet J
m

Bevis: Vi borjar med att bevisa pastdendet i a) med induktion. Antag att x, € J.
Medlevirdessatsen ger dé att x, —x = F(x,_,)—F(x)=F'&)(x,_,—x ), dir & ar ett
tal mellan x,_, och x . Eftersom x,_, och x™ ligger i intervallet J s ligger dven &, i J .
Av forutsittningarna foljer dirfor att | x, —x" |= F'(E,)(x,_, —x ) [<m|x,_ —x |Kmd <3,
sd vi har dven x, € J . Vi har ddrmed visat att x, , € J = x, € J, for alla £ >1. Eftersom

X, € J sé foljer det med induktion att x e J ,foralla n=0.

Lat oss nu bevisa pastdendet i b). Ur beviset av a) ovan sd fick vi att
|x,—x" |<m|x,_, —x"|,foralla k>1. Upprepad anviindning av denna olikhet, med forst
k =n och sedan successivt med k=n—1,k=n—-2, k=n-3etc., far vi att
* * 2 b3 3 & n *
|x —x Em|x,_—x |[<m’|x _,—x |[<m |x _,—x [S...<m" |x,—x |

. .
Smlx, p=x | mix, 3=x |

Eftersom m <1 sé foljer det att | x, —x" |— 0 dd n — oo, och vi har ddrmed visat b).

Entydigheten i c) visas med ett motsiigelsebevis. Antag att x~ #r en annan fixpunkt till
F(x)i intervallet Jdvs. att x" € J,x #x och x =F(x"). Medelvirdessatsen och
antagandena ger da att
|x —x HF@)-Fx)HFE)(x —x )Ism|x —x |</x —x |
vilket dr en motsdgelse.
O

Exempel: Lat oss undersoka de tvd fixpunktiterationerna x, ,, =cos(x,) och
x,,, =arccos(x,) , for ekvationen x =cos(x) (se tidigare exempel). I det forsta fallet har
vi F(x)=cos(x) . Nira roten x =0.739085 s& #r | F'(x) = —sin(x)|= sin(0.739085) =
=~0.6736 <1. Det foljer darfor av satsen ovan att iterationen konvergerar, vilket vi dven
konstaterade experimentellt 1 foregdende avsnitt. 1 det andra fallet har vi

F(x)=arccos(x). Nira roten x = 0.739085 si ir | F'(x) || \/1_1 == N 71390852
_x - .




~1.48 > 1, vilket innebdr att det finns ett intervall / = {x Jx—-x < 8} kring roten x~ for

vilket | F'(x) [> 1. Talf6ljden kommer déirmed inte att konvergera mot roten x . Detta kan

inses med ett motsigelseargument: Om det vore s att limx, = x s skulle det finnas

n—oo
nagot tal nsadant att |x, —x" |<|x, —x |<g& for alla k >n. Detta stimmer emellertid inte
ty [ %, =X HF(x,) = FQ) I FE) x, —x Hlx, —x"].

n+l

O

Som exemplet ovan visar sa #r villkoret | F'(x)|<m <1, i en omgivning av roten x , inte

bara ett tillrdckligt villkor, utan dven ett nddvandigt villkor, for att en fixpunktiteration
skall konvergera mot roten. Ur beviset av satsen ser vi ocksd att ju mindre talet m ér,
desto snabbare konvergerar iterationen. For den forsta metoden i exemplet ovan var
m=0.7 . Denna metod bor dirfér ge nagot langsammare konvergens &n
intervallhalveringsmetoden, vilket ocksé kan utldsas ur resultaten i foregdende avsnitt.

Lat oss nu analysera konvergenshastigheten hos Newton-Raphsons metod. I den metoden

ar F(x)=x-— RAC) och didrmed F '(x)—w. Om man kénner till ett litet
/'(x) (f (%))’

intervall dér roten ligger dr det ofta latt att verifiera att konvergensvillkoret fér Newton-
Raphsons metod &r uppfyllt:

PEICIACT
(f'(x))’
Eftersom f(x')=0 si &r dven F'(x')=0, s& Newton-Raphsons metod bér konvergera
mycket snabbt ndr man vil kommit ndra roten. Lat oss undersdka konvergensen hos
metoden i mer detalj. Som tidigare har vi x,,, —x =F(x,)—F(x"). Istillet for att

anviinda medelvérdessatsen si kan vi Taylorutveckla F(x,) kring x :

£,

dir n ligger mellan x, och x". Eftersom F'(x")=0 s& foljer att
F'm) .
2

*

2
X))

F(x,)= F(x*)+F'(x*)(xn —x*) +

[ X =X F F(x,) = F(X) o ——=(x, =x)* [£C|x,=x"[" |, for nagot C.

Detta visar att felet i Newton-Raphsons metod i princip kvadreras i varje steg. Speciellt
konvergerar Newton-Raphsons metod snabbare dn fixpunkiterationer i allménhet. For att
jamfora konvergenshastigheten hos olika iterationsmetoder infor vi fo6ljande definition.

Definition: Lat {x, }::0 vara en talféljd som konvergerar mot ett tal x , och sitt

g, =x,—x . Talfoljdens konvergensordning sigs vara p, om p>1 ir det storsta tal

som dr sddant att 11m|| € | =C<oo . Talet C kallas for den asymptotiska
n—oo gn



felkonstanten. Om p=1 sigs konvergensen vara linedr och om p=2 sigs

konvergensen vara kvadratisk.
m

Ofta sdger vi att en iterationsmetod har konvergensordningen p om den genererar
konvergenta talfoljder med denna konvergensordning. Fixpunktiterationer i allménhet har
lineir konvergens med asymptotisk felkonstant F'(x"). Newton-Raphsons metod har

F'(x7) _ f'(x)
2 21

Exempel: Antag att en iterationsmetod genererat en talfoljd dér x =éxn ,n=12.3,...

kvadratisk konvergens och dess asymptotiska felkonstant ar

med x, =10 . Vi ser direkt att x, >0 s& x =0 . L& oss nu undersdka
konvergenshastigheten hos denna talf6ljd. Vi har

|8n+1|:|xn+]_0|:|xn/3|:l|xn|1*[7_) b Omp>1
" lx, =017 fx, 73

, dan—oo
1/3 omp=1

sa konvergensen dr linedr med asymptotisk felkonstant 3

O

Det skall avslutningsvis papekas att i praktiken bryr man sig inte om att kontrollera
konvergensvillkoret | F''(x) |<m <1 1 forvég, eftersom man uppticker eventuell divergens

vid sjélva iterationen.
Feluppskattning

Nir man beriknar approximationer till en rot x' med hjilp av nigon iterationsmetod,
gors avrundningsfel. Det framgér dock av fixpunktsatsen ovan att sd ldnge som man inte
gOr stora fel (sa att man hamnar utanfor intervallet J ) sa har dessa fel ingen inverkan alls
pa den slutliga noggrannheten. Man brukar sdga att iterationsmetoder &r
sjdlvkorrigerande.

Konvergensordningen hos en iterationsmetod ger en uppfattning om felets uppférande
asymptotiskt, dvs. efter ett stort antal steg. I praktiken miste man dock avbryta
iterationen efter ett dndligt antal steg, och varken konvergensordningen eller den
asymptotiska felkonstanten ger oss upplysning om hur stort felet &r.

Ett sitt att uppskatta felet i en approximation ¥ till en rot x erhdller vi ur
medelvardessatsen. Medelvérdessatsen ger namligen att

fR)=fE®)~f(x)=fE)E-x)
dir & ligger mellan ¥ och x . Om x  #r en enkelrot sa dr f'(x")#0, och om ¥ ligger

nira x sa drdven f'(E)# 0 ( f' forutsittes kontinuerlig). Vi far siledes att



*

RG]

£

Omnu | £'(x)[> M for alla x nira x~ sé far vi foljande feluppskattning

/(B
M

| X -

|F—x"|<

Denna feluppskattning géller oberoende av vilken metod som anvints for att berdkna
ndrmevirdet och kallas dirfor for metodoberoende feluppskattning.

Exempel: Vi har 16st ekvationen f(x)=0, dir f(x)=x—cos(x), med olika metoder i
tidigare avsnitt och kommit fram till att roten bor vara ungefar 0.73908516 . Vi skall nu
undersoka hur noggrann denna approximation dr. Med x=0.73908516 s har vi
f(X¥)=4.5-10"° och f'(X)=1+sin(¥)=1.67. Nira roten ar dirfor | £'(x)[>1.6s& den
metodoberoende feluppskattningen ger att

-8
' \sﬂs 2.9-10°<0.5-107

E
dvs. ¥=0.73908516 ir en approximation till roten x med 7 korrekta decimaler.

O

Om man anviént fixpunktiteration for att erhélla ett ndrmevérde till en rot sd kan man
uppskatta felet pa ytterligare ett sitt. Ur beviset av fixpunktsatsen framgar namligen att

|x, —x [<m"|x,—x |

Exempel: 1 ett tidigare avsnitt 10ste vi t.ex. ekvationen x —cos(x) =0 genom att utfora
fixpunkiterationen x ,, =F(x,) , dir F(x)=cos(x) och x,=0.74 . Vi vet frn
intervallhalveringsmetoden  att x €[0.725,0.75] . Eftersom |F'(x) = sin(x)[<
<sin(0.76)<0.7 , for alla x€[0.715,0.76], sa foljer det att | F''(x)[<0.7, for alla

xXe J={x:|x—x* I< 0.01}. Startapproximationen x,=0.74 ligger 1 J sd vi far

uppskattningen | x, ~x"[€0.7"]0.74—x"|<0.7"-0.1 . Efter 31 iterationer erhdll vi

tidigare narmevérdet Xx =0.73908512. Vi ser nu att felet i denna approximation é&r
<0.7'-0.1<1.58-10° <0.5-10* s& %=0.73908512 &r ett nirmevirde till roten
x med 4 korrekta decimaler.



Laborationen med Matlab( Java)
Anvind
)intervallhalveringsmetoden
2) fixpunktiterationsmetod
3)newtonsraphsons metod

For att 16sa foljande ekvationer
a) x*=4-2x

b) 2cosx=2—-x

c) Jx+3=x"

d) e = ln|x| +10

Glom inte att rita via Matlab

Kommentera dina resultat t.ex vilken metoden som &r ldmplig ( snabbbast , hur stor &r
felet)



