Institutionen for Matematik, KTH,
Olle Stormark

Losningsforslag till KS 1A

1 5B1147 Flervariabelanalys for E, vt 2007.

e Varje uppgift ger maximalt 3 poang.

e For godkant kravs minst 5 poang sammanlagt.

1. Lat g(t) vara en deriverbar envariabelsfunktion. Visa att tvavariabels-
funktionen f(x,y) = g(2z — y?) satisfierar den partiella differentialek-
vationen

of ~of
y%—Fa—y—O.
Losning;:
Of [ OF _ o oy oL o o oy
ya$+ay—y gR2r—y*)-2+92x—y") (—2y) =0.

2. Bestim ekvationen for tangentplanet till ytan x3 — vyz +yz? — 22 =0
i punkten (1,1,1).

Losning: grad (3 —ayz+y2?2—23) = (322 —yz, —z2+ 2%, —xy+2yz —
3z%) blir i punkten (1,1, 1) lika med (2,0, —2) = 2(1,0,—1). Sa i denna
punkt far vi normalvektorn n = (1,0, —1), som sedan ger tangentplanet

0=n-((z,y,2) — (1,1,1)) = (1,0, -1) - (z — 1,y — 1,2 — 1)
=r—1—-z+1=2-z2,

det vill saga z — z = 0.



3. Infor polira koordinater i hogra halvplanet H = {(z,y) € R?: x > 0}

genom
T =T coso, r=+/x?+y?,

y =7 sing ¢ = arctan £,

dir 0 < r < oo och —m/2 < ¢ < /2. Hdirigenom kan en funktion
f: H — R uppfattas antingen som en funktion av x och y eller som en
funktion av r och ¢. Visa att

rg af +y (9f
8r_ ox 83/
Losning;:
8f of oxr  Of Oy of of
“or r(8x8r+8y8r> " 0w COS¢+r8y sin ¢
B 8f 6f
~Yor 8y



Institutionen for Matematik, KTH,
Olle Stormark

Losningsforslag till KS 1B

1 5B1147 Flervariabelanalys for E, vt 2007.

e Varje uppgift ger maximalt 3 poang.

e For godkant kravs minst 5 poang sammanlagt.

1. Lat g(t) vara en deriverbar envariabelsfunktion. Visa att tvavariabels-
funktionen f(x,y) = g(2®y?) satisfierar den partiella differentialekva-

tionen
of _ of _,
Xr — — _—=
or 7 dy
Losning;:

of  of ., o5, 2 . 2\
"o Yoy, " g (zy”) - 2zy” —y - ¢'(a%y”) - (22°y) = 0.

2. Bestam ekvationen for tangentplanet till ytan (x+1)(y+2)(z+1) = 18
i punkten (2,1,1).

Losning: grad ((z + 1)(y +2)(¢ + 1)) = (y +2)(2 + 1), (x + 1)(2 +
1), (z +1)(y +2)) blir i punkten (2,1,1) lika med (6,6,9) = 3(2,2,3).
Sa i denna punkt far vi normalvektorn n = (2,2,3), som sedan ger
tangentplanet

Ozn-((x,y,z)—(Q,l,l)):(2,2,3)-(I—2,y—1,z—1)
(x—2)+2(y—1)+3(z—1)=2x+2y+32 -9,

det vill saga 2z + 2y + 3z = 9.



3. Infor polira koordinater i hogra halvplanet H = {(z,y) € R?: x > 0}

genom
T =T coso, r=+/x?+y?,

y =7 sing ¢ = arctan £,

dir 0 < r < oo och —m/2 < ¢ < /2. Hdirigenom kan en funktion
f: H — R uppfattas antingen som en funktion av x och y eller som en
funktion av r och ¢. Visa att

of __ of of
26~ Yar Tty

Losning;:

of 0fox ofoy of . of
8_¢_8_x8_¢+3_y3_¢_8x ( r81n¢)+ay T COS ¢



Institutionen for Matematik, KTH,
Olle Stormark

Losningsforslag till KS 2A
i1 5B1147 Flervariabelanalys for E, vt 2007.

e Varje uppgift ger maximalt 2 poang.

e For godkant kravs minst 3 poang sammanlagt.

1. Bestam alla stationdra punkter for funktionen
fz,y) = 22° — 42* + 22y — o°. (2p)

Losning: De stationédra punkterna fas ur systemet f, = f, = 0. Har
far man

fl=62—-8x+2y=0 (1)
fy=2x—-2y=0 (2).

(2) ger att y = x; detta insatt i (1) ger

0 0
6x2—8m+2x:0<:>6x(x—1):0<:>x:{ :y:{

Sa de stationdra punkterna &r (0,0) och (1,1).

2. Bestam karaktdren for de stationdra punkterna i foregaende uppgift (det
vill saga, lokalt maximum eller lokalt minimum eller sadelpunkt eller

) (2p)

Losning: Ytterligare deriveringar ger

fr =12z — 8,
"o

fxy - 27
7

Jyy =2

1(0,0) ar f, = —8 < 0och f, fr — (fr,)* =12 > 0, vilket visar att f
har ett lokalt mazimum i (0,0). T (1,1) ar f7, f) — (fr,)* = =12 <0,
varfor f har en sadelpunkt i (1,1).

5



3. Visa forst att man kan lésa ut y som funktion av x (det vill sdga kan
skriva y = y(x)) ur ekvationen

2y —siny =z,

ndra punkten (0,0) pa denna kurva. Berdkna sedan j—i da x =0. (2p)

Losning: Om F(z,y) = 2y — siny — z, sa ar villkoret for att man ska
kunna losa ut y lokalt att

oF
— #0.
dy 7
Har fas att
oF
dy
som alltid ar > 1 > 0, sa man kan 16sa ut y lokalt kring varje punkt
och fa att F(z,y) =0 <= y =y(x).

=2 —cosy,

Inséttning av y = y(z) ger att F(x,y(z)) = 0 for alla x. d/dz pa
2y(x) —siny(x) —x = 0 visar sedan att 2y’ — cosy -y — 1 =0, det vill
saga

1

/ JR—
yiw) = 2 —cosy’

Speciellt ser vi att da x =y =0, sa ar 3y = 1.



Institutionen for Matematik, KTH,
Olle Stormark

Losningsforslag till KS 2B

1 5B1147 Flervariabelanalys for E, vt 2007.

e Varje uppgift ger maximalt 2 poang.

e For godkant kravs minst 3 poang sammanlagt.

1. Bestam alla stationdra punkter for funktionen
flz,y) = 2° + 22 + 2y + ¢, (2p)

Losning: De stationdra punkterna fas ur systemet f, = f, = 0. Har
far man

fl=3"+4x+y=0 (1)
fo=2+2y=0 (2).

(2) ger att x = —2y; detta insatt i (1) ger

7
1207 -8y +y=0 < 12y<y——):0 =

12
= 0 — T = 0
Y7712 “1-7/6

Sa de stationdra punkterna &r (0,0) och (—7/6,7/12).

2. Bestam karaktdren for de stationdra punkterna i foregaende uppgift (det
vill saga, lokalt maximum eller lokalt minimum eller sadelpunkt eller

) (2p)



Losning: Ytterligare deriveringar ger

fo, =6z +4,
1

fl’y - ]'7
"

2

1(0,0)&r fy, =4 >0och f,fit, —(fi,)? =7 >0, vilket visar att f har
ett lokalt minimum i(0,0). 1(=7/6,7/12) ar f, fo —(f2,)* = =7 <0,
varfor f har en sadelpunkt i (—=7/6,7/12).

. Visa forst att man kan losa ut y som funktion av x (det vill siga kan
skriva y = y(x)) ur ekvationen

T+ y+sinxy = 0,

ndra punkten (0,0) pd denna kurva. Berdkna sedan Z—Z da x=0. (2p)

Losning: Om F(z,y) = x + y + sin zy, sa ar villkoret for att man ska
kunna 16sa ut y lokalt att

or
— £ 0.
Jdy
Har fas att
oF
— =1+coszy -z,
dy

som dr =1 > 0 da x = y = 0, sa man kan 16sa ut y lokalt kring (0, 0)
och fa att F(x,y) =0 < y = y(z).

Insdttning av y = y(z) ger att F(z,y(z)) = 0 for alla x. d/dz pa
x+y+sinzy = 0 visar sedan att 1+’ +coszy - (y+xy') = 0, det vill
saga

1+vy-cosxy

1+x-cosxy

y'(z) =

Speciellt ser vi att da z =y =0, sa ar y/ = —1.



Institutionen for Matematik, KTH,
Olle Stormark

Losningsforslag till KS 3A

1 5B1148 Flervariabelanalys for E, vt 2007.

e Varje uppgift ger maximalt 3 poang.

e For godkant kravs minst 5 poang sammanlagt.

1. Lat D wvara det andliga omrade i xy-planet som begrinsas av kurvorna
y =x ochy = x>

(a) Skissera D. (1p)

(b) Berdkna integralen
1= // xy dxdy. (2p)
D

Losning:

r=1 y=x =1 y2 y=x
I:/ az(/ ydy> dx:/ x [—] dz
=0 y=x2 =0 2 y=a2
1 2 ol 1 /1
= ) de== 329 d
/0 T (2 2) T 2/0 (x° —2°)dx

2. Lat D = {(x,y) € R*: 2* + y*> <1 och y > 0}. Berdkna integralen

I = // ydxdy.
D



Losning;:

1_/r 0/_ rsing - rdrdg = / / sin ¢ do

—3 - [—cos ¢l = 5

. Lat a > 0. Berdkna arean av den del av sadelytan
z=T7—2"+9y°

som ligger ovanfor cirkelskivan {(z,y) € R?: 22 + y? < a?}. (3p)

Losning;:

Arean = // \/1 (2;)? dxdy
24 42<q2
¢=2m
// 1+ 4x? + 492 dwdy—/ / V1+4r2rdrde
z2+y2<a? r=0 J¢=0

a

1
= 271' [E(l + 4T2>3/2:|0 — g ((1 + 4@2)3/2 o 1) )

10



Institutionen for Matematik, KTH,
Olle Stormark

Losningstorslag till KS 3B
i 5B1148 Flervariabelanalys for E, vt 2007.

e Varje uppgift ger maximalt 3 poéang.
e For godkant kravs minst 5 poang sammanlagt.
1. Lat D vara det andliga omrade i xy-planet som begrdinsas av kurvorna
r=1, =3, xy=1 och zy = 2.
(a) Skissera D. (1p)

(b) Berdkna integralen
I = // xe™ dxdy. (2p)
D

Losning;:

=3 y=2/x =3
I :/ (/ xe™ dy> dx :/ ([e“ﬂijﬁ) dx
=1 y=1/x z=1
3
= / (e —e)dx = 2(e* —e).
1

2. Lat D = {(x,y) € R*: 2* + y* <1 och x > 0}. Berdkna integralen

I = / / x dxdy.
D
Losning:

1 w/2 1 w/2
[:/ / rcos¢-rdrd¢:/ r2dr-/ cos ¢ do
r=0 =—7/2 0 —7/2
1

2
. . /2
=3 [sing]™7 ), = 3

11



3. Lat a > 0. Berdkna arean av den del av sadelytan
z=3+2>—y

som ligger ovanfor cirkelskivan {(z,y) € R?: 22 + y? < a?}. (3p)

Losning;:

Arean = / / \/ 1+ (2)2 + (2)2 dady
22 4y2<a?
r=a ¢=2m
:// \/1+4x2+4y2dxdy:/ / V1+4r2rdrde
z2+y2§a2 r=0 ¢

=0

a

= o li(l + 4702)3/2}

_T 2\3/2
5 —6((1+4a) 1).

0
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Institutionen for Matematik, KTH,
Olle Stormark

Losningsforslag till KS 4A

1 5B1148 Flervariabelanalys for E, vt 2007.

e Varje uppgift ger maximalt 3 poang.

e For godkant kravs minst 5 poang sammanlagt.

1. Bestam de storsta och minsta vardena av funktionen
flay) =2 +2y° —x

pa den slutna enhetsskivan {(z,y) € R?: z* + y* < 1}.

Losning: Inre stationdra punkter:

0=0f/0r =20 -1 < z=1/2,
0=0f/0y=4y <= y=0

— punkten (1/2,0), dar f =1/4—-1/2 = —1/4.

Randen: Dér ary? = 1—a2, 84 f = 2242—222—x = —22—2+2 = g(x),
sig,med —1 <2 <1. 0=g¢(z)=-2r—1= 2= —1/2. Savi far
foljande kandidater till storsta och minsta varde pa randen:

g(-1)=—-1+1+2=2,
g(=1/2) = -1/44+1/2+2=2+1/4,
g(1)=—-1-14+2=0.

SVAR: Storsta vérdet = 2 + 1/4, minsta = —1/4.

13



2. Vilken dar den maximala produkten av tre positiva tal med summan lika
med 67 Forklara!

Losning: Vi ska maximera f(z,y, z) = xyz under bivillkoret att > 0,
y>0,2z>0o0chz+y+ z=06. Lagrangesystemet blir da

yz = A,
Tz = A,
xy = A,
r+y+z=0.

Forsta ekvationen sager att A = yz; detta insatt i den andra ger xz =
yz <— (x—y)z =0 < y = x, eftersom z > 0. y = z och
A = xz insatta i den tredje ekvationen ger 2> = vz < z(r —z2) =
0 < =z =22 Medy = z = z 6vergar den fjarde ekvationen i
3r =6 <= z =2. Savi far punkten (2,2,2), dér f = fiax = 8.

/ rdy —ydx

I= | —/———

0 (LL’ - y)

ddr v dr den del av enhetscirkeln som gar fran (0, —1) till (1,0) ¢ den

fiarde kvadranten.
Losning: [ = fv Pdx + Qdy, dar

3. Berdkna

e N
@y °" =Gy

RATTFRAMMA RAKNINGAR visar att 0Q/dz — P/dy = 0, sa vi
kan byta vég (sa ldnge som vi haller oss borta fran den elaka linjen
x —y =0): lat oss vija y = x — 1, dar x l6per fran 0 till 1. Pa denna
ar r —y = 1 och dy = dz, sa den sokta integralen reduceras till

P =

14



Institutionen for Matematik, KTH,
Olle Stormark

Losningsforslag till KS 4B

1 5B1148 Flervariabelanalys for E, vt 2007.

e Varje uppgift ger maximalt 3 poang.

e For godkant kravs minst 5 poang sammanlagt.

1. Bestam de storsta och minsta vardena som funktionen

fla,y) =a® =20 -2y
antar pa den slutna enhetskvadraten {(z,y) € R*: 0 < x <1 och 0 <
y <1}.
Losning: Inre stationdra punkter: 0f /0y = —2 # 0 = finns ingal
Randen bestar av 4 réata linjestycken, som far undersokas var for sig.

(1)y=0o0ch 0 <2 <1= f=a%—2z; derivatan 2z — 2 = 0 ger
x = 1. Sa vi far foljande kandidater till storsta och minsta varden:

f(0,0):O,
f(l,O):l—Qz—l.

(2)x=1o0ch0<y<1= f=—-1-2y, som ar avtagande. Sa
storsta virdet dr f(1,0) = —1, och det minsta ar f(1,1) = —3.

(3): y = 1och 0 <z <1, respektive (4): z = 0och 0 <y < 1,
behandlas pa samma sétt.

SVAR: Storsta virdet ar 01 (0,0), minsta dr -3 1 (1,1).

15



2. Vilken dar den minimala summan av tre positiva tal med produkten lika
med 87 Forklara!

Losning: Vi ska minimera f(z,y, 2) =  + y + 2z under bivillkoret att
x>0,y >0, 2z>0och zyz — 8 = 0. Lagrangesystemet blir

l=X-yz (1),
1=XA 2z (2)7
ryz =8 (4).
1
Q — 1 Q det vill sdga y = x;
(2) 2
Q = 1 = z det vill saga z = x;
(3) T

detta insatt i (4) ger 2° =8 <= x=2,sd att frun =2+2+2=6.
3. Berakna
I= %(em cos — y) dx + (2zy — arctan(y?)) dy,
Y

dar v dr den positivt orienterade randen till omradet D = {(x,y) €
R%: 22 <y < 1}.
Losning: [ = ﬁy Pdx+ Qdy, dar

P=c¢"cosz —y och Q= 2xy— arctan(y?).
Dérmed blir 0Q/0x — OP/0y = 2y + 1. Green séger da att

I—// 2y + 1) dxdy—/ [y? +y]y xQd
=1
:/ (2—x4—x)dx—2/(2—x4—m)dac
-1 0

5 371
11
—olor L T —o(2-Z 2
5 31, 5 3

4
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