Svar och l6sningar till tentamen kurs SF1626 Flervariabelanalys for IT1
och ME1, torsdagen den 21 augusti 2008 klo. 14 — 19. Aven for kurserna
SF1655 och 5B1148, TEN1.
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1.) Forsok 16sa den endimensionella vagekvationen 9 6—]; 315{ genom att prova
x

de nya koordinaterna x + 3t och x — 3t .

Detta &r standard och star i larobok. Med u = z+3t och v = -3t , g(u,v) = f(z,1)

och beteckningen f,, = % fas den nya ekvationen 0 = 9f,. — fir = -+ = 36 Guo ,
varav g = h(u) + k(v) , dir h och k &r godtyckliga funktioner, och sa 16sningen
flz,t)=g=h+k=h(zx+3t)+ k(z—3t) .
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2.) Givet ytan S : % + yz + ;—5 =9 . Lat @ vara punkten (6,—4,5). Avgor huru-

vida z lokalt nara () langs S kan losas ut som en funktion av de ovriga variablerna,
samt berdkna i sa fall de partiella derivatorna av denna funktion uti punkten @ .

Implicita funktionssatsen (IFS) kan anvéindas Har gor vi det direkt och utan IFS.

Viloser ut z till z = h(y,z) = +34/9— L — 2—5 , dar vi valjer plustecknet, sa att

h(—4,5) =6 . Nu ar det latt att berdkna hy och h, ipunkten (y,z)=(—4,5).

Lat talen a,b och ¢ vara positiva. Lat D betyda hela x,y-planet. Beridkna

) 1 // dx dy
integralen
& (a+b%x? + c?y?)?

Koordmatbytena u="bx och v = cy forenklar integralen. Nu infors polara koordi-
nater (r,0) enligt u = rcos 6, v =rsin 0 . Integranden blir da oberoende av 6 , sa
oo
att integreringen 6ver 6 direkt ger en faktor 27 . Kvar blir - " =
bc (a+1r2)2

4.) Lat T vara triangeln i planet med horn i punkterna (2,0) , (0,1) och (—1,-1) .
Lat T' vara den slutna kurva som triangelns rand bildar. Utvardera kurvintegralen

1
/ <1__2> (xdx +ydy) , dir som vanligt 7% = 22 + y?
T T

Vi orienterar kurvan I' i positiv led. Greens sats kan anvandas for att andra kontur
till enhetscirkeln C : 2% 4+ y? = 1, dér vi ser att integranden blir noll. (Vi kan byta
kontur fran ' till C utan att komma i narheten av origo, dar ju integranden ej ar
definierad.) Svaret blir noll.

Va2 g2y +4-2

5.) Bestdm alla vérden som antages av funktionen f(z,y) = DT SR T
x y? Y

for alla reella z och y .

4 (y+2)* -2
>+ (y+2)>+5

Efter kvadratkomplettering kan vi skriva f(x,y) = , varfor vi



infor nya koordinater u =z, v = y+2 , och darefter poléara koordinater (r, ) enligt
—2
r=u=rcosf,y+2=v=rsinf. Dablir f=- .= 7027_}_5 =g(r),r>0.
r
Denna kontinuerliga funktion ¢ undersoks latt. Man finner att m = ming = ¢g(0) =
= —2/5, M = maxg = ¢g(5) = 1/10 . Funktionen f antager darfor alla virden

mellan m och M | inklusive m och M .

6.) Vid tillverkning av en pappersmugg vill man minimera pappersatgangen for given
volym vatska. Muggen skall vara cylindrisk med en rund bottenskiva. Hur hog skall
muggen goras i forhallande till bottenskivans storlek?

Ett klassiskt minimeringsproblem med eller utan Lagrangemultiplikatorer. Star i
larobok. Svar: Cylinderns hojd skall vara lika med dess radie.

7.) a) Lat Q betyda hela zy-planet R? . Utvirdera integralen (integralerna)
J = // (z? —y%) e Y dr dy + z// 21y e Y gy dy .
Q )

b) Avgor huruvida J kan skrivas pa formen J = / / e dy , dar den kom-

C
plexa variabeln z = x + iy genomloper hela det komplexa talplanet C .

a) Med vanliga poldra koordinater z =r cos 6, y = r sin 0 fas
27 27
J = K/ (cos® 6 —sin? @) d9+z’K/ 2 cos fsin 6df, dér den radiella integralen

(som ej behover beridknas) ar K = f > 3¢~ dr . De bada f— integralerna blir
namligen noll. Svar: J = 0
b) Svaret #r ja, eftersom 2% = (z +iy)? = (22 — y?) +i2xy , och |2|? = 22 + ¢?

1+ cos (my/x? + y?)

5 - Avgor hur funktionen uppfor
{ sin (mv/x? + y?) }

sig nara enhetscirkeln C'. Kan den goras kontinuerlig i en omgivning av C' 7 Kan
den ha ett lokalt maximum eller minimum pa C ?

8.) Givet funktionen f(x,y) =

1
Infor polara koordinater som i foregaende uppgift. Da fas f = 1+ cos(r) =g(r) .

2
{ sin (7r) }
Enhetscirkeln C' : 22 4+ y2 = 1 motsvaras av r = 1, vilket betyder sma virden for

t , om vi skriver mr = 7 +¢ . For sma ¢ far vi nu

= l+cos(m+t)  1l—cost  1l—cost 1 B

2 2 2 2
{sin(w—i—t)} {—sint} sin”{ 2(008%)
1

1
= {Maclaurin} = = =

2
2(1_%(%)2+...) 2(1_(%)2+...)
1 1 12 1 72
= §<1+(t/2)2—|—---> = §+§+...: §—|—%(r—1)2+---. Detta visar att

funktionen g(r) kan utvidgas till en kontinuerlig funktion fér r néra 1, dar den har
ett lokalt minimum. Darfor kan funktionen f utvidgas till en kontinuerlig funktion
néra enhetscirkeln C'. Pa C far da f vérdet 1/2, som blir ett lokalt minimum for
f nara C' .



