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Losningar till tenta B i 5B1204 DISKRET MATEMATIK fér D och 5B1203 DISKRET MA-
TEMATIK f6r F3 och Flspec den 21 maj 2007.

1. (3p) Formulera och bevisa Faktorsatsen fér polynomringen éver en éndlig kropp.

2. (3p) Ett RSA-krypto har de offentliga nycklarna n = 33 och e = 7. Dekryptera meddelandet 5.
Losning: Dan = 33 = 311 har vi att m = 210 = 20. Dekrypteringsnyckeln d skall satisfiera e-d = 1
i ringen Z,,. Da e = 7 finner vi, med hjilp av multiplikationstabellen att d = 3. Det dekrypterade
meddelandet #r ju D(5) = 5% (mod 33). Da 5% = 125 =33 26 har vi
Svar: 26.

3. (3p) Gruppen (Z19 \ {0},-) dr cyklisk. Bestdm ett element o som genererar denna grupp.
Losning: Den givna gruppen G = (Z19 \ {0}, ) har 18 element, sa vi skall bestimma ett element av

ordning 18. Vi anvinder att fér varje element g € G giller att o(g)|18. Vi borjar med att testa om
elementet 2 har ordning 18:

2=4#1 = o(2)#2

P =841 — o(2)#3 . . . . B
WoTA1 — o246 Da givetvis 0(2) # 1 sa finns bara méjligheten att o(2) = 18 kvar.
29 =1841 = o(2)#9

Svar: Elementet 2 genrererar (Z19 \ {0}, ).

4. (3p) Underssk om polynomet z3 + z + 1 &r irreducibelt i polynomringen Z7[x].

Losning: Vore det inte irreducibelt skulle polynomet ha en faktoruppdelning
2’ +a+1=pa)g(z) = (x - a)q(@).

Elementet o vore da ett nollstille till polynomet. Vi testar om 23 4+ x + 1 har nollstillen in Z7:

0+0+1 = 1 # 0
B+1+1 = 3 # 0
224241 = 4 # 0
F+3+1 = 3 £ 0
B+4+1 = 6 #£ 0
5 4+5+1 = 5 # 0
62+6+1 = 6 # 0

Tabellen ovan visar att polynomet 2% + x + 1 saknar nollstéllen i Z7 och &r alltsa irreducibelt i Z7[z].

5. (3p) Kroppen F' med 25 element bestar av polynom av grad hogst 1, med koefficienter i Zs, och man
riknar i F' som om z2 + 2 = 0. Dvs

F={ar+b|abeZs} och z*=S3.

Bestdm ett element z i denna kropp sadant att (2z + 1)z = «.

Losning: Forst soker vi inversen till 2z 4+ 1 i kroppen F'. Euklides algoritm ger
24+2 = (2z+1D)Bz+1) + 1



Varur vi direkt finner att 1 = (22 +2) — (3z + 1)(2z + 1) eller
2z +4)(2x +1) =1— (2% + 2).

Inversen till 2z + 1 &ar alltsa 2z + 4.
Det giller da att

z=2r+1) e =20 +4)r =227 +4r=2-3+ 2z =4z +1.

Svar: z = 4z + 1.

. (3p) Visa att nedanstaende, ej firdigt ifyllda tabell, aldrig kan kompletteras till en grupptabell:

b ¢ d
b ¢ d
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Losning: Ur tabellen framgar att a o e = a vilket ger att e &r det unika identitetselementet i gruppen.
For elementet a géller att a o a = e. Om det funnes en grupp med den givna multiplikationstabellen
skulle gruppen besta av fem element, varav ett av elementen, elementet a, skulle ha ordning 2. Da talet
2 inte delar talet 5 sa &r detta omdjligt. Det finns ingen grupp med denna egenskap.

. (3p) Tyvérr rakade nagon vélja en odkta kontrollmatris (paritycheck-matrix) for att skapa en 1-
felsréttande kod, enligt nedan:

0000111
C={¢=(c1,c2,...,¢7) | HE" =(000)T} dar H=]0 1 1 0 1 0 1
1 01 1 1 10
Det &r for sent att dndra sa vissa ord i koden gar inte att anvinda. Man maste darfor utesluta ord ur
C och skapa en ny 1-felsrittande kod C’, dvs

C'CC, och C' #r l-felsrattande.

Hur manga ord kan C’” ha maximalt, givet kontrollmatrisen H ovan. (Denna kontrollmatris skall vid
felrittning anviindas pa sedvanligt sétt.)

Losning: Tyvérr inget ord alls. Antag att avsédndaren bara anvédnder ett ord, ordet ¢. Om ett fel
uppstar i position nummer 1 sa kommer

0
HE =1 0
1

)

och mottagaren vet inte om felet uppstatt i position nummer ett eller fyra.
. (3p) Lat H och K vara tva delgrupper till en grupp G. Ricker nedanstaende information for att
bestdmma antalet element i H N K.

1) Gruppen G #r cyklisk.

2) Antalet element i H &r n.

3) Antalet element i K &r m.



Losning: Vi visar att informationen récker. Vi anvédnder satsen som séger att om G dr en cyklisk
grupp sa ar varje delgrupp till G en cyklisk grupp och till varje delare d till antalet element i G finns
precis en delgrupp till G med d stycken element (om G cyklisk alltsa).

Lat nu
D = sgd(|H|, |K]).

Da giller att D delar |H| och | K|, men dven |G| eftersom, enligt Lagranges sats, |H| delar |G|. Enligt
satsen dr dven H och K cykliska grupper. Det finns alltsa, aterigen enligt satsen, delgrupper L, Ly
och Lk till G, H och K respektive som samtliga har precis D stycken element.

Grupperna Ly och Lg dr delgrupper dven till G, och eftersom G bara har en delgrupp med D element
sa maste
Ly =L=Lg.

Da L delgrupp till bade H och K sa maste L vara en delgrupp till H N K, och ddrmed

D=|L|<|HNK]|

HNK #r en delgrupp till bade H och K, sa antalet element i H N K delar bade |H| och |K|. Eftersom
da |H N K| delar bade |H| och | K| sa giller att |H N K| delar talet D. Saledes

|HN K| < D.

Enda mojligheten &r att |H N K| = |L| = D = sgd(n,m).



