Losning till MODELLTENTA DISKRET MATEMATIK moment B
FOR D2 och F, SF1631 resp SF1630.

DEL 1

1. (3p) Ett RSA-krypto har de offentliga nycklarna n = 33 och e = 7. Dekryptera meddelandet 5.

Losning: Vi behover ta rétt pa primtalen p och ¢ sddana att n = p - ¢, vilket &r ldtt da 33 = 3 - 11.
Far att fa dekrypteringsnyckeln d behover vi endast berdkna inversen till e i ringen Z,,, dir m =
(p—1)(q—1)eftersome-d =1 (mod m).

I detta fall ar m = 20 och e = 7 och vi gissar latt att d = 3 eftersom 7 - 3 =3¢ 1.

Vi kan nu dekryptera meddelandet 5:
D(5) =5% (modn) =5 (mod 33) =125 (mod 33) = 26.
SVAR: 26.

2. (3p) Fyll i nedanstéende tabell sa att det blir multiplikationstabellen till en grupp:

a b ¢ d e
a

QU Q|0

Losning: Eftersom a o ¢ = a s maste a vara identitetselementet. Eftersom 5 dr ett primtal sa har
alla element i gruppen, utom identitetselementet, ordning 5 och gruppen ir cyklisk och isomorf med
t ex gruppen (Zs, +). Later vi a svara mot 0 och b, ¢, d, e svara mot elementen 1, 2, 3 respektive 4 i
(Zs5,+) sa far vi tabellen nedan:

ola b ¢ d e
ala b ¢ d e
blb ¢ d e a
clec d e a b
dld e a b c
ele a b ¢ d

3. (3p) Lat G = (Z40, +). Undersék om méngden
(2,7,11,18, 25,32},

kan vara sidoklass till ndgon delgrupp till G.

Losning: Den angivna mingden innehaller sex stycken element. Antalet element i en sidoklass till
en delgrupp H till en grupp G innehéller alltid samma antal element som delgruppen H. Enligt
Lagranges sats delar antalet elment i H antalet element i G. Eftersom 6 inte delar 40 sa finns ingen
delgrupp till G med sex element och ddrmed inte heller ndgon sidoklass med sex element.



4. (3p) De inverterbara elementen i ringen Z15 bildar en grupp. (Detta behover du ej visa.) Undersok
om denna grupp éar cyklisk.

Losning: Elementet i ringen Z,, ér inverterbart om och endast om sgd(a,n) = 1. De inverterbara
elementen i ringen Z;5 ér alltsd

G=U(Z5) ={1,2,4,7,8,11,13,14}.

Antalet element i G dr 8 och gruppen G dr da cyklisk om och endast om G har ett elemenet av
ordning 8. Vi vet ocksa att ordningen av ett element alltid delar antalet element i gruppen i fraga. I
detta fall géller alltsa att

geG = o(g) €{1,2,4,8}.

Vi undersoker nu ordningen av elementen i G med hjilp av denna information.
D4 (£1)?2 =1 (mod 15) och da

(£2)* =1 (mod 15), (+4)’=1 (mod 15), (£7)*=1 (mod 15),
sa har inget element ordning 8 och gruppen kan inte vara cyklisk.

5. (3p) Undersok om polynomet 23 + z + 1 #r irreducibelt i polynomringen Z;|x].

Losning: Eftersom polynomet p(z) har en grad av hogst tre, i detta fall precis tre, sa riicker det att
undersdka om det har nollstéllen for att avgdra om det dr irreducibelt. Vi undersoker nu detta:

p(0) = 0°40+1=1+#0
p(l) = 1¥+141=3+#0
p2) = 2242+1=4+#0
p(3) = 3F+3+1=3#0
pA)= p(=3) = -3 -3+1=6#0
p(5)= p(-2) = -22-24+1=5+#0
p(6)= p(-1) = —-13—-14+1=6+#0

Polynomet saknar nollstillen och dr da irreducibelt (eftersom polynomets grad dr hogst tre).

DEL II

6. (3p) Hur manga olika pirlhalsband med sex pirlor i fargerna svart, vitt och gront kan man tillverka.

Losning: Vi anvinder oss av det sa kallade Burnsides lemma som s#ger att antalet banor som uppstar
ndr en grupp G verkar pa en méingd S' ges av formeln

1 :
0] = €] > [Fizs(g)l,

geG

dir |O| betecknar antalet banor, och | Fizg(g)| betecknar antalet element i S som fixeras vid verkan
av gruppelemenetet g.

I vart fall ar S mingden av alla mgjliga firgldggningar av halsbandet och G gruppen av samtliga
vridningar och véndningar av halsbandet. Vi numrerar parlorna med numren 1, 2, 3, 4, 5 och 6. Vrid-
ning ett sjéttedels varv ger da permutationen ¢ = (1 2 3 4 5 6) och det finns bara tre firglidggningar
som fixeras av denna vridning ndmligen de fiargliggningar dar alla pérlor far samma firg, svart vitt
eller gront. Vridning tva sjittedels varv ger permutationen ¢? = (1 3 5)(2 4 6) och pirlorna 1, 3
och 5 méste ha samma firg liksom pérlorna 2, 4 och 6.



Vi far foljande tabell, dér ¢); dr vindning av halsbandet runt axeln mellan pérla nummer ¢ och i + 3,
for 7 = 1,2, 3. Vidare har vi ; for vindning av halsbandet mellan pérlorna ¢ och ¢ + 1.

geG |[Fizs(g)|
id. 36
©0=1(123456) 3
©?=(135)(246) 32
¢ =(14)(25)(36) 3
et =(153)(264) 32
W =(165432) 3
Y1 =(1)(4)(26)(35) 3*
Y2 = (2)(5)(13)(4 6) 3!
Y3 =(3)(6)(15)(24) 3!
71 =(12)(36)(45) 3
72 =(14)(23)(56) 3
73 =(16)(25)(34) 3

Formeln i Burnsides lemma ger nu omdelbart vart
SVAR:

12(36+3 3*4+4.33+2.324+2.3).

. (4p) Undersok om nedanstdende mingd matriser med sedvanliga matrisoperationer bildar en ring
utan etta:

C

{(“ b) | a+b+c+d=0, abec,deR}

Losning: Vi forutsitter att med R menas de reella talen. Médngden ir inte sluten under operationen
matrismultiplikation ty matrisen
1 0

tillhor den givna ringen men A multiplicerad med sig sjdlv, dvs AA, gor det inte eftersom

1 0 1 0 1 0
=5 %) (0 S)=(o 1)
ochl+0+4+0+1=2#0.

. (4p) Kroppen F' med 25 element bestar av polynom av grad hogst 1, med koefficienter i Z5, och man
riknar i F' som om 22 + 2 = 0. Dvs

F={ax+b|abec Zs} och 2?=3.

Bestidm ett element z i denna kropp sidant att (22 + 1)z = z.

Losning: Det sokta elementet z ges av
z=2x+1)7!

Vi soker nu inversen till elementet 2x + 1 i kroppen F' med hjélp av Euklides algoritm, dér det visar
sig att det ricker med precis ett steg for att hitta inversen:

22 4+2=0Br+1)(2z+1)+1 somger 1= (2?+2)— (3z+1)(2z+1).
Anvinder vi nu att 2 + 2 = 0 far vi att

—Br+1)2r+1) =1



och alltsa
2z +1)"' = —(3z + 1).

Dirmed dr
z2=—-0Br+1)r=-32>-r=-3-3-—r=1-—2=4x+1.

SVAR: z =4z + 1.

DEL III

Om du i denna del anvénder eller hdnvisar till satser fran liroboken skall dessa citeras, ej nodvéndigvis
ordagrant, dir de anvinds i beviset.

9.

10.

(5p) Tyvirr rakade nagon vilja en odkta kontrollmatris (paritycheck-matrix) for att skapa en 1-
felsrittande kod, enligt nedan:

0000111
C={¢=(c1,¢2,...,¢7) | HE" =(000)"} dir H=|0 1 1 0 1 0 1
1011110

Det 4r for sent att dndra sa vissa ord i koden gér inte att anvinda. Man maste darfor utesluta ord ur
C och skapa en ny 1-felsrittande kod C”, dvs

C'"CC, och C' i#rl-felsrittande.

Hur méanga ord kan C’ ha maximalt, givet kontrollmatrisen H ovan. (Denna kontrollmatris skall vid
felrdttning anvindas pa sedvanligt sétt och mottagaren kénner inte till att kontrollmatrisen &r felaktig
utan hanterar den pa det sitt han blivit ldrd.)

Losning: Tyvirr inget ord alls. Antag att avsdndaren bara anvénder ett ord, ordet ¢. Om ett fel uppstar
i position nummer 1 sd kommer

och mottagaren vet inte om felet uppstatt i position nummer ett eller fyra.

(a) (1p) Gor en, ur matematisk synvinkel vettig, definition av vad som menas med att en kropp F'
ir en delkropp till en kropp K.

Losning: F' ér en delkropp till K om F' med samma operationer som i K utgor en kropp och
om varje element i F' ocksa &r ett element i K.

(b) (2p) Visa att det inte gér att konstruera en kropp med atta element som innehéller F; som
delkropp.

Losning: Multiplikativa gruppen till en kropp med atta element bestir av sju element. Om
F, skulle vara en delkropp till en kropp med atta element skulle dess multiplikativa grupp
vara en delgrupp till multiplikativa gruppen till kroppen med atta element. Multiplikativa grup-
pen till en kropp med 8 element bestar av sju element och kroppen med fyra element har en
multiplikativ grupp med tre element. Enligt Lagranges sats, skulle da antalet element i denna
multiplikativa grupp, dvs talet 3, dela talet 7. Detta 4r ju omdjligt.



(¢) (2p) Konstruera en kropp med 16 element som innehaller F; som delkropp.

Losning: Vi behover ett irreducibelt polynom av grad tva i polynomringen Fy[x]. For att un-
derlitta sokandet skriver vi upp multiplikationstabellen f6r den multiplikativa gruppen i Fy:

- |1 i i1
1 1 i i+l
i ioa+l 1
i+1l]i+1 1 i

p(0)=0, p(1)=0, p()=1, pli+1)=1
Polynomet ¢(z) = p(z) + 4 har dé inget nollstille eftersom
q0)=0+i, q1)=0+i, qli)=1+i, q@+1)=1+i.
Den sokta kroppen bestar alltsé av elementen i miangden
Fig = {ap + a7 | ag, 1 € Fy},
och ddr man riknar som om 7(7 4 1) 4+ ¢ = 0, dvs som om
2

T =1T+1,

eftersom vi anvinder oss av det irreducibla polynomet ¢(z) = 2% + z + i vid konstruktionen
av kroppen Fig.



