Matematiska Institutionen

KTH

Losningar till nagra évningar infér lappskrivning nummer 6, Diskret matematik for
D2 och F, vt08.

1. Det gar att fylla i nedanstaende tabell sa att den blir multiplikationstabellen till en grupp.
Gor detta.

Lo6sning:
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(b)
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Ange gruppens identitetselement.

L&sning: o

Ar gruppen abelsk.

Losning: Nej ty multiplikationstabellen &r inte symmetrisk runt den sk huvuddiago-
nalen.

Bestam inverser till alla element.

Losning: a ! =a, b ' =b,ct=c,dt=d, fl=gochg?t=Ff.

Bestdm ordningen av alla element.

Losning: o(a) =1, 0(b) =2, 0(c) =2,0(d) =2, 0(f) =3,0(9) =3, tytex fof=g
och fofof=a.
Berékna bocodo fog.

Losning: bocodo fog=bocodoa=bocod=bog=c

Bestam delgrupper med tva respektive tre element.

Losning: Tar element av ordning tva respektive tre och later dessa generera cykliska
grupper. De mojliga delgruppern blir da {a, b}, {a,c}, {a,d}, {a, f,g = fo f}.

Bestédm vénster och hoger sidoklasser till de delgrupper du fann ovan.

Losning: {a, b} har hoger sidoklasserna {a, b}, {aoc,boc} = {c, g}, {aod,bod} = {d, f}
och viinster sidoklasser {a, b}, {coa,cob} = {c, f}, {doa,dob} = {d, g}. och sa vidare.

2. Visa att G = (Z13 \ {0}, ) &r en grupp och bestdm ordningen av samtliga element i G.

Losning: Associativa lagen géller allmént vid multiplikation i Z13 och dérfor ocksa i G.
Identitetselement finns ndmligen elementet 1 och alla element i G &r inverterbara eftersom
13 dr ett primtal och alla icke noll element i Z13 da &r relativt prima till 13. G bestar alltsa
av de inverterbara elementen i Z;3. Produkten av inverterbara element dr ett inverterbart



element och saledes dr G sluten med avseende pa multiplikation. Vi har nu visat att G &r
en grupp.

Nu till ordningen av elementen. Vi borjar med elementet 2. Vi vet att o(2) | 12 eftersom G
har 12 element. Vi finner att 22 =4 # 1,23 =8 #1,2* =3 # 1, 26 = 12 # 1. Alltsd kan vi
dra den slutsatsen att o(2) = 12 och att G genereras av elementet 2.

Vi kan nu ga igenom samtliga 6vriga 11 element pa samma sétt for att bestdmma dessa
elements ordningar. Men vi kan ocksa utnyttja att elementet 2 genererar hela gruppen, dvs

G=1{1,2,22=4,22=8,2=32°=6,20=12,2" = 11,28 = 9,29 = 5 210 = 10,2'"* = 7}.

Om vi nu utnyttjar att
212 =1

sa far vi att 3 = 2* har ordning 3, 4 = 22 har ordning 6, 5 = 2° har ordning 4, 6 = 2° har
ordning 12, 7 = 2!! har ordning 12, 8 = 23 har ordning 4, 9 = 28 har ordning 3, 10 = 210
har ordning 6, 11 = 27 har ordning 12, och 12 = 25 har ordning 2.

Ty t ex 9% = (28)3 =22 = 1.

. Gruppen H é&r en delgrupp till en grupp G. Antag H bestar av 13 element och att det finns
7 sidoklasser till H i G.

(a) Hur manga element bestar da G av.

Losning: Sidoklasserna delar in gruppen i disjunkta delméngder som &r lika stor som
delgruppen. Alltsa dr antalet element i G lika med

|G| =13-7=91.
(b) Ge exempel pa en grupp G med en delgrupp H som uppfyller dessa forutsidttningar.

Losning: Tag (Zg1,+) och lat H = {0,7, 14,21, 28, 35,42, 49, 56, 63, 70, 77,84 }.
. Visa att (Z19,+) ér isomorf med (Zs, +) % (Z5,+).
Losning: Bada grupperna ér cykliska med en generator 1 respektive (1,1). Vi definierar ¢
fran (Z10,+) till (Z2,4) x (Zs,+) genom
o(k) = (k(mod 2), k(mod 2)).
Da giller att ¢(k) &r en bijektion, pga Kinesiska restsatsen, samt att
o(k1 + ko) = ((k1 + k2)(mod 2), (k1 + k2)(mod 2)) =,
(kr (mod 2), kx (mod 2)) + (ka(mod 2), ks(mod 2)) = (k1) + (k)

alltsa ar ¢ en isomorfi och grupperna dr isomorfa.

. Undersck om det gar att fylla i nedanstaende tabell sa att den blir multiplikationstabellen
till en grupp.
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Losning: Eftersom a o b = b sa maste a vara gruppens identitetselement. Det géller ocksa
da att bob = a sa ordningen av b maste vara tva. Men eftersom gruppen har sju element
sa delar inte ordningen av elementet b antalet element i gruppen vilket strider mot ett av
pastaendena for grupper. Alltsa finns ingen grupp tabell sadan att a ob=b och bo b = a.

6. En grupp G har delgrupper H och K med vardera 15 respektive 21 element. Vilka méjligheter
finns det for antalet element i G.

Losning: Enligt Lagranges sats maste bade antalet element i H och antalet element i K
dela antalet element G, dvs 15 | |G| och 21 | |G| vilket leder till att 105 | |G]|.

Lat nu Gy = (Z105,+). Den har delgrupperna

H=1{0,7,14,21,...,98}  och K ={0,5,10,15,20,...,100}

med respektive 15 och 21 element.

Lat nu G5 vara vilken annan grupp som helst med identiteslementet e och lat

G:G1XGQ.

Da giller att antalet element i G dr |G| - |G2| dvs

|G| = 105G

och att G har foljande delgrupper med respektive 15 och 21 element.

H x {e} och K x {e}.

SVAR: Om och endast om |G| = 105n, n = 1,2,3,4,..., finns en grupp G med delgrupper
om 15 respektive 21 element.

7. Gruppen S; bestar av samtliga permutationer pa méingden {1,2,3,4}.

(a)

Bestdm den minsta delgrupp till Sy som innehaller elementen (1 2 3) och (2 3).

Losning: En delgrupp som innehéller element av ordning tva och tre maste ha en
ordning, dvs antalet element i gruppen, som delas av bade tre och tva. Det minsta sadant
tal dr sex. Vi vet att gruppen Ss av permutationer pa mingden {1,2,3} innehaller de
tre permutationerna och har precis sex element. Alltsa &dr S3 den sokta delgruppen.

Bestdm den minsta delgrupp till S4 som innehaller elementen (1 2 3) och (3 4).
Losning: Multiplicerar vi ihop de bigge permutationerna far vi (1 2 3 4) som har

ordning 4. Eftersom S4 har 24 element sa dr de enda mojliga storlekarna pa grupper
till S4, 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12 och 24 element. Den sokta delgruppen innehaller element av
ordningarn 2, 3 och 4. Alltsa finns bara tva alternativ kvar: 12 eller 24 element. Man
kan nu resonera pa tre sétt:

1: Om man rakar veta att S4 bara har en delgrupp med 12 element, ndmligen méngden
Ay av alla jimna permutationer, och da &r man klar, eftersom (3 4) &r en udda permu-
tation och alltsa inte ligger i A4 sa maste den minsta delgrupp som innehaller de givna
elementen vara Sy.

2: Man visar att Sy bara har en delgrupp med 12 element och fortsétter som ovan.

3: Man genererar elementen i Sy med hjéilp av de givna permutationerna. Man finner t
ex att



nu vet vi att delgruppen maste innehalla tvacyklerna (4 3), (4 2) och (4 1). Vi finner
da att i delgruppen finns dven

(43)(42)(43) = (23), och  (43)(41)(43)=(13),

samt tillslut da adven
(23)(31)(23)=(12).

Alla transpositioner ligger alltsa i delgruppen och eftersom varje permutation kan skri-
vas som en produkt av transpositioner s maste den minsta delgrupp som innehdll de
tre givna permutationerna ocksa innehalla alla permutationer.

8. Bestidm en abelsk grupp med 12 element och som &r sadan att inget element har ordning 4.

Loésning: 75 x Zs x Zs. Det ér litt att kontrollera de 12 elementen i denna grupp och
verifiera att inget element har ordning 4



