Matematiska Institutionen

KTH

Losningar till nagra évningar infér lappskrivning nummer 7, Diskret matematik for
D2 och F, vt08.

1. Betrakat gruppen G = (Z19 \ {0}, ).

(a)

Visa att G &r en cyklisk grupp.

Losning: Vi soker en generator till G, dvs ett element g € G sadant att varje element
h € G ér lika med en potens av g, dvs h = g* for nagot icke negativt heltal k. Detta
element g maste ha ordning 18 eftersom |G| = 18, dvs g'® = 1 och ingen ligre exponent
dn 18 till g ger identitetselementet i G.

Vi vet att om ¢gF = 1 sa giller att k delar antalet element i G. Vi s6ker gen generator
g med hjélp av trial and error.

Provar elementet 2. Vi testar om 2 har ordning 2, 3, 6 eller 9, vilka &r de icke triviala
delarna till talet 18.

22 =441, 22=8+#1, 25=7+#1, 29=23.20=-8.7=—-1+#1.

Enda kvarvarande mojlighet for ordningen av elementet 2 &r 18 och saledes &r 2 en
generator till gruppen G.

Var slutsats &r alltsa att eftersom G har ett element av ordning 18 och G bestar av 18
element sa maste GG vara cyklisk.

Bestdm antalet generatorer till G.

Losning: Det finns en sats i laroboken som séger att om G &r en cyklisk grupp med
n element sa dr antalet element av ordning d, dir d delar n, lika med ¢(d), Eulers
-funktion. Vi har alltsa

SVAR: ) 1
»(18) = 18(1 — 5)(1 - g) =6.

Bestdam delgrupper med 2, 3, 6 och 9 element till G.

Lésning: Enligt samma sats i laroboken finns f6r varje delare d till 18 precis en delgrupp
med d element, och som erhalles enligt nedan:

Hy=1{1,2°=—1}, Hs;={1,2°=72" =11},

He ={1,23=8,20 =729 = —1,2'% = 11,2'° = 12},
Hy=1{1,22=4,24=16,26 = 7,28 = 9,210 = 17,212 = 11,214 = 6,2!6 = 5}.

2. Bestam antalet delgrupper till en cyklisk grupp med 63 element.

Losning: En cyklisk grupp G med n element har precis en delgrupp for varje delare d till
n. For den givna gruppen G géller att

n=63="7-32

antalet delare blir da antalet majliga sitt att kombinera potenser 7¢ och 37, av talen 7 och
3,med0<e<1loch0<f<2 Vifar

SVAR: 2-3 =6.



3. Vilka av foljande grupper &ar cykliska?

(a)

(227 +) X (ZSa +)

Loésning: Elementet (1,1) genererar den direkta produkten ovan eftersom givna grup-
pen har sex element och elementet (1,1) varken har ordning 2 eller 3 eftersom

2(1,1) = (0,1) =+ (0,0), och 3(1,1) = (1,0) # (0,0),

och da ordningen av elementet (1,1) delar talet 6 s4 maste detta element ha ordning
sex och alltsa &r givna gruppen cyklisk.

(Zg, +) X (Zg, +)

Losning: Elementet (1,1) genererar den direkta produkten ovan eftersom givna grup-
pen har 72 element och om elementet (1,1) har ordning k sa maéste

k‘(]., 1) = (k,k) = (070)7

vilket ger att 8 delar k och 9 delar k och alltsa 72 delar k. Alltsa har elementet (1,1)
ordning 72 och den givna gruppen é&r cyklisk.

(Z87—|—) X (Z3,+) X (Zg,+)

Lésning: Lat (a,b,c¢) vara ett godtyckligt element i den givna gruppen. Da giller,
eftersom a € Zg, b € Z3 och ¢ € Z3 att

24(&, b7 C) = (07 07 O)’

och alltsa finns inget element som kan ha ordning 72, vilket var antalet element i
gruppen.

4. Hornen i en kvadrat fiargas svarta eller vita. Kvadraten kan sedan speglas, vridas och vindas.

(a)

Bestdm en bana med precis tva element, och en bana med precis fyra element.

Losning: Vi numrerar hérnen 1, 2, 3 och 4 sa att horn 1 har kant till hérn 4 och 2.
Och kodar firgliggningarna sa att 0 betyder vit firg och 1 svart firg, sa tex (0,1,1,1)
betecknar den farglaggning dér horn 1 ar vitt och de 6vriga svarta.

En bana med tva element dr da
{(0,1,0,1),(1,0,1,0)},
och en bana med fyra element &r da t ex

{(0’ 17 17 1)’ (1) 07 17 1)’ (17 1707 1)’ (17 17 1’ 0)}'

Bestéam satibilisatorn till en fargligening dar tva nirliggande horn &r vita och de 6vriga
tva svarta.

Losning: Vi betraktar fiargldggningen (0,0, 1,1). Stabilisatorn bestar av de vridningar,
vandningar och speglingar som avbildar kvadraten pa sig sjéalv och sa att farglaggningen
bevaras. Identiteten, dvs ingen vridning etc alls ér en sadan. Den enda andra mojligheten
ges av att 1 — 2 och 2 — 1 och da maste d&ven 3 — 4 och 4 — 3. Sa

SVAR Med var firgldggning blev stabilisatorn {id, (1 2)(3 4)}.



(¢) Anvind den sk Burnsides lemma for att berikna antalet banor.

Losning: Vi listar upp gruppen G av alla vridningar som avbildar kvadraten pa sig
sjélv och antalet firldggningar |F(g)| som fixeras av respektive element g € G:

G F(g)]
id = (1)(2)(3)(4) | 2* =16
(1234) 2
(13)(24) 22 =4
(1432) 2 ,
(1)(3)(24) 23 =8
(2)(4)(13) 2° =38
(14)(23) 22 =4
(12)(43) 22 =4
och alltsa med Burnsides lemma,
SVAR: 48
|G|Z|F 16+2 §+3:4+2:2)= = =6

geqG

Anmirkning: Motivering for att tabellen far de angivna vérdena, se 16sningen av
nésta uppgift.

5. Ett rdatblock har langden 3 cm, héjden 2 cm och djupet 2 cm. Bestdm antalet sétt att fiarga
rétblockets sidor i 5 olika farger.

Losning: Kalla vinster kortsida for v, hoger kortsida for h, ovansidan fér o, undersidan
for u, framsidan for f, och baksidan for b. Vi gor en tabell med alla vridningar som vrider
riatblocket till sig sjdlv och antalet fargldggningar som fixeras av respektive permutation

G 1F'(g)]

id = (v)(R)(f)(0)()(u) | 5°

(0)(R)(f 0 bu) 5°

(0)(R)(f b)(o u) 5t
(0)(R)(f ubo) 5,

(v h)(f)(b)(ou) 5!

(v h)(f 0)(bu) 5

(v h)(f b)(o)(u) 5t

vh)(fu)(bo) 53

ty sidor som vrids av ev elementet g € G in i varandra maste ges samma fiirg om farglaggningen
skall fixeras av g. Detta medfor att sidor i samma cykel skall ha samma firg, sa antalet
fargliggningar som fixeras av en permutation &dr lika med antalet antalet mojliga férger
upphojt till antalet cykler i permutationen g.

Med hjalp av Burnsides lemma far vi nu
SVAR:
|G|Z|F 56+3 5% 44 5%) = 2250.

gelG
6. Betrakta en grupp G som verkar pa en mingd S. Banan O innehaller 7 element ur S och
stabilisatorn till elementet s € O bestar av 4 element. Bestdm antalet element i G.
Losning: Fran den bakomliggande teorin for banor och sabilisatorer vet vi att, med bokens

beteckningar, om H &r stabilisatorn till s,

H=G(s—s),



och s’ ett annat element i samma bana, och g ett element i G sadant att g(s) = s’ sa giller
att

G(s — §') = gH.
Varje element i banan O motsvarar alltsa en unik sidoklass till satbilisatorn H till s € O
(och H &r ju en delgrupp till G).
Da H har fyra element och antalet sidoklasser ér 7 sa maste G innehalla precis 28 element.
SVAR: 28.

. Bestdm samtliga grupper med 149 element.

Losning: Inget av primtalen 2, 3, 5, 7 eller 11 &r delare till talet 149 och 132 > 149. Detta
medfor att talet 149 &r ett primtal. Varje element i en grupp med 149 element har en ordning
som delar 149. Sa om ordningen hos ett element inte ar ett sa maste elementets ordning vara
149. Da &r gruppen cyklisk, eftersom den har element av ordning 149.

SVAR: Varje grupp med 149 element &r cyklisk

. Bestdm en grupp G som innehaller precis en delgrupp med 3 element, precis en delgrupp
med 5 element, ingen delgrupp med 4 element men precis tre olika delgrupper med 2 element.
(Det far finnas delgrupper med andra antal element &n 4.)

Losning: Vi forsoker med en produkt av grupper, t ex
G = (Z57+) X 537

dédr Ss betecknar méngden av permutationer pa méngden {1,2,3}. Den har delgrupper med
3 resp 5 element namligen
Hy = {(a,zd) eq | a < Z5}7

och
Hj3 = {(07 (1 2 3))7 (Ov (1 3 2)); (077’d)}7

samt tre med tva element, ndmligen
Ky = {(Ovld)v (Ov (1 2))}7 Ky = {(Ovld)a (07 (1 3))}7 K3 = {(Ovld)a (07 (2 3))}

Undersoker nu om det finns fler delgrupper med tre, fem respektive tva element Elementen
i en delgrupp med tre element har samtliga forutom identiteten ordning tre eftersom tre &r
ett primtal, och motsvarande for delgrupper med fem respektive tva element.

Lat nu g = (a, ) vara ett element i G. Under vilka forutsidttningar har detta element ordning
tre? Vi testar:

(0,id) =gogog= (3a,¢®) = 3a=50, och ©*=id.

Detta ger att elementet a maste vara nollelemntet och ¢ maste vara ett element av ordning
31 S3. Slutsatsen &ar att g for att ha ordning tre maste g vara lika med element av typen
(0,(1 2 3)) eller (0,(1 3 2)) och alltsa tillhéra Hs. P4 samma sitt visas att Hs dr den
enda delgruppen med fem element och att det inte finns fler delgrupper med tva element &n
de ovan tre beskrivna. Med samma motivering skulle en grupp med fyra element besta av
element av typ (0,7;), i = 1,2,3, 4, dér dessa fyra element 7, ¥2, 3 och 74 skulle utgora en
delgrupp till S5 med fyra element. Eftersom S3 innehaller sex element och ddrmed, enligt
Lagranges sats, saknar delgrupper med fyra element, finns ingen delgrupp med fyra element.



9.

10.

11.

Uppgiften utgar emedan den var felformulerad.

Losning: Vi observerar att id alltid dr konjugerad med sig sjélv, ty t ex id - id - id~! = id.
Men identiteten tillhor satbilisatorn till varje element i S.

Gruppen G ar cyklisk och har en cyklisk delgrupp H med 105 element och en cyklisk delgrupp
K med 63 element. Bestam H N K.

Losning: Vi observerar forst att sgd(105,63) = 21.

Eftersom H &r cyklisk och talet 21 delar antalet element i H sa finns precis en delgrupp Ly
till H med 21 element. Motsvarande géller for delgruppen K.

Nu anviinder vi Lagranges sats. Vi finner att antalet element i G delas av bade 105 och
63 och alltsa att talet 21 delar |G|. Eftersom G &r cyklisk sa har G precis en delgrupp Lg
med 21 element. Men bade Ly och Lk &r ocksa delgrupper till G, eftersom H och K &r
delgrupper till G, bada med 21 element. Enda mgjligheten &r att dessa grupper ar lika, dvs

Lo=Lyg=Lg.
Vi kan da sluta oss till att Lg = Ly = Lxg € K och Lg = Lx = Ly C H och alltsa
Lo CHNK.

Men HN K delgrupp till bade H och K ger att antalet element i H N K delar antalet element
i bade H och K och alltsa
|HNK|| sgd(105,63) = 21.

Vi far alltsa att |[H N K| < 21. Men d& H N K innehaller en delgrupp Lg med 21 element sa
maste |H N K| > 21. Vi har nu kommit fram till att

21 < |HNK| <21,
och alltsa att
|HN K| =21.
Men da |Lg| = 21 och Lg € H N K sa maste gélla att

HNK = Le,

dér Lg var den unika delgruppen till G med 21 element.
SVAR: H N K &r den unika delgruppen till G som har 21 element.

Bestdm antalet sétt att farga sidorna i en kub med 7 olika farger.

Losning: Vi bestdmmer forst antalet vridningar av kuben som vrider kuben pa sig sjélv,
dvs kubens automorfigrupp.

Nagon sida x skall vridas till kubens ovansida och nagon av sidan x:s grannsidor y skall bli
framsida. Antalet sitt att vilja x dr sex och da z har fyra angrinsande sidor, finns det totalt
6 - 4 = 24 olika sitt att kombinera ihop x och y pa sa totalt finns det 24 automorfier av

gruppen.



Vi skriver nu upp var tabell, med beteckinigar som i uppgift nummer 5:

G | |F(9)l
id = (v)(h)(£)(0) () (u) | 7°
(@)(u)(fvbh)| 7
(0)(u)(f b)(v h) | 72
@) (u)(fhbv) | 7

nedan vrids f till o forst | och sedan vrids kuben runt en tiankt z-axel

(fobu)(v)(h) | 7°

(foh)(vbu) | T
(f o)(wh)(bu) | 7°
(f osv)(buh) | 7

nedan vrids v till o forst | och sedan vrids kuben runt en tiankt z-axel ’

(vohu)(f)b) |7

(wo f)(hubd) | 7
(vo)(hu)(fb) |7
(wob)(huf) | T
pss nér b och h vrids till o forst | och sedan vrids kuben runt en tinkt z-axel
(0 u)(f)(v)(b)(h) | 7
ou)(fvbh) | T
(ou)(fb)(vh) | T
(ou)(fhbv) |72
och Burnsides lemma ger nu antalet banor
|G|Z|F 76+7°+74+11 73 410 - 7%) = 5880.
geG

12. Lat H vara en delgrupp till gruppen G. Elementen i H beskriver funktioner pa elementen i
G enligt

h(g) =h-g.
(a) Bestdm antalet banor i G.

Losning: Vi anvénder Burnsides lemma och skall for den skull berékna |F'(h)| for varje
h € H. Men i detta fall sa &r

F(h)={g9€ G| hg =g},

och alltsa #r F(id) = G och om h # id sa giller att hg # g for varje g € G och saledes
F(h) = 0 om h # id. Enligt Burnsides lemma blir nu antal banor lika med

Z. el
[H] 22 F 0l = ()] = 161 =

heH

SVAR: Antalet banor ar e

[

(b) Beskriv banorna.



Losning: Lat Hg vara en sidoklass till H 1 G, dvs
Hg={hg|he H}.

Da giller for varje par av element hg resp h'g i denna sidoklass att med h” = h’h=' € H
sa ar

h"(hg) = h"'hg=hh"'hg=1y,
och dirmed, enligt definitionen av bana, att hg och h’g tillhér samma bana.

Nu riknar vi pa antalet banor och antalet sidoklasser. Enligt uppgift (a) dr antalet banor
lika med |G|/|H| vilket ocksa dr antalet sidoklasser. Eftersom elementen i en sidoklass

tillhér samma bana, som vi visade ovan, sa maste banorna besta av sidoklasserna till
HidG.



