Matematiska Institutionen
KTH

Nagra 6vningar infor lappskrivning nummer 8, Diskret matematik fér D2 och F, vt08.

1. Undersok om polynomet z3 + z + 1 #r irreducibelt i polynomringen Zs[z].

Losning: Vore polynomet inte irreducibelt sa skulle det, eftersom polynomets grad &r tre,
finnas faktorer av grad 1 och darmed enligt faktorsatsen skulle polynomet ha nollstéllen i
kroppen Zs. Detta ar latt att undersoka:

034+04+1=1#0, 1P+1+1=3#0, 224241 =1+#0, 3343+1=1#0, 43+4+1 =4 #0.
Nollséllen saknas och polynomets grad ér tre medfor att polynomet dr irreducibelt.

2. Undersok om polynomet p(z) = z* + 2% + 1 dr irreducibelt i polynomringen Zs[z].

Lésning: Undersoker forst om p(z) har nagra sa kallade linjédra faktorer, dvs faktorer av
grad 1, pss som i féregaende uppgift.

0440241 =1#0, 1*4+1241 =3 #0, 2242241 =1 #0, 3* 43241 =1 #0, 4* 44241 =2 #0,
och alltsa har polynomet inga linjira faktorer. Med hjilp av ansatsen
v+ 22 +1 = (22 + Az + B)(2® + Cx + D),
undersoker vi nu forekomsten av andragradsfaktorer. Hogra ledet forenklas till
z* + (A+ C)2® + (AC + B+ D)z* + (BC + DA)z + BD,

och om vi sedan identierar koefficinter i p(z) med koefficienterna i uttrycket ovan far vi

systemet
A+C = 0
AC+B+D =1
BC+DA = 0
BD =1
Multiplicerar vi forsta ekvationen med D och subtraherar den tredje ekvationen far vi lik-
heten
(D—-B)C =0,
sa om D # B maste C = 0 och dédrmed ocksa, i enlighet med ekvation 1, A = 0. Vi far tva
fall:

Fall 1: D = B och emedan DB = 1 sa finns i Z5 bara mojligheterna D = 1 = B och
D = B = —1. Da far vi ur ekvation 1 och 2 att

{ A+C 0 { A+C 0
1 resp

1

AC +2 AC -2

Men provning med element ger med A = 1 och C' = 4 att det forsta av dessa system &r
uppfyllt. Vi har da hittat en faktorisering:

st + 1= (22 + 1o+ 1)(2® + 4z + 1),

och vart systematiska sokande efter en faktorisering kan omdelbart avbrytas.

SVAR: Polynomet kan faktoriseras z* + 22 + 1 = (22 + x + 1)(2? + 4z + 1).



3. Betrakta polynomringen Zs[z] och bestdm den stérsta gemensamma delaren D(z) till de
bigge polynomen p(r) = 2° + 2® + 2 + 1 och ¢(x) = 2% + 1 samt bestdm polynom n(x) och
m(x) sidana att

D(z) = n(z)p(x) + m(z)q(z).

Losning: Anvinder Euklides algoritm:

P+ad+r+1l = 2@ +1)+r+1
24+1 = (z+1)(x+1)+0 "’

sa D(z) = (z + 1). Vi finner ocksa att
r+l=@ 423 +x+1)+232?+1),
sa
SVAR: D(x) = 2 + 1 samt n(x) = 1 och m(z) = 2° t ex.
4. Faktorisera polynomet % — 1 i irreducibla faktorer i polynomringen

(a) Zr[z].

Losning: Alla icke noll element i kroppen Z; satisfierar, pga Fermats lilla sats, ekva-
tionen 2% — 1 = 0. Vi har da faktoriseringen

25 —1=(z—1)(x—2)(x—3)(x —4)(x —5)(x - 6).
(b) Zs[z].

Losning: Undersoker forst vilka av elementen i Z5 som satisfierar ekvationen 2% = 1.
Vi finner att elementen 1 och —1 gor det och inga andra. Delar vi nu z® — 1 med
polynomet (z — 1)(z + 1) sa far vi

2% —1=(z—-1)(z+1)(a* +22+1).
Enligt en tidigare uppgift kan nu faktoriseringen fortsétta och vi finner att
1= -1)(z+1)(a?+z+1)(2®+ 4z +1).

(c) Zs[z].

Losning: I Z; uppfyller alla icke noll element ekvationen 2% = 1 och dérfér har vi som

ovan
2% —1=(z—D(x+1)(a*+22+1).

Aven polynomet z* 4+ 22 + 1 har nollstiillena 1 och —1 och divison med (z — 1)(z + 1)
ger
e+t 1= (z—1)(z+1)(2* - 1).

Men 22 — 1 har ju en vilkind faktorisering och vi far tillslut
1=+ )(z-1(z+1)(-1)(z+1).
(d) Q).

Lésning: Vi loser forst uppgift (e).



(e) Rz].

Losning: Vi 16ser forst uppgift (e).
(f) Clal,

Losning: De komplexa rotterna till ekvationen aro x; = ei%’r, dar zg = 1 och z3 = —1.
Vi far nu faktoriseringen

5 —1=(x—1)(z+D(z—21)(r —25)(x — 22)(x — 4).

Loser nu uppgifterna (d) och (e):

Rotterna x1 och x5 dr konjugerade komplexa tal och produkten av motsvarande forstagrads
ploynom blir 22 — z 4 1. Vi far nu faktoriseringen

P—l=@-)(+)(a* -2+ 1)(2*+2+1)

och eftersom alla nollstéllen till andragradsfaktorerna ovan ér ickereella sa dr en vidare
faktorisering ej mojlig.

dar @ betecknar kroppen av rationella tal, R kroppen av reellla tal och C' de komplexa talen.

. Bestédm samtliga enheter i ringen R = Msy2(Z2) av 2 x 2-matriser med element fran kroppen
Zs.

Losning: Vi definierar determinanter pa sedvanligt sétt och riknelagen det(AB) = det(A) det(B)
kommer att vara giltig. Sa om A &r en inverterbar matris finns en matris B sadan att

1 0
=48]

och eftersom identitetsmatrisen kommer att ha en determinant som ér lika med 1, s4 maste
det(A) # 0 om A &r inverterbar. T ex genom att testa samtliga 16 matriser i den givna
ringen ser man att ringen R bestar av 6 matriser med nollskild determinant:

1 0 0 1 1 1 1 0 0 1 1 1
o 1(’|1 0”0 171 1|1 1|1 0"
Vi provar vidare och ser att de forsta fyra matriserna &r sina egna inverser medan de tva

sista &r varandras invers.

. Visa att méngden
Z[V2] = {n+mV2|n,me Z},

dar Z betecknar méngden av hela tal, bildar en ring.
Losning: Den giva méngden &r en delméngd till ringen av reella tal, dir samtliga réknelagar
for ringar ar giltiga, sa det enda vi behdver kontrollera &r att den givna méngden &r sluten

m a p addition och multiplikation samt att nollelement och additiva inverser till samtliga
element existerar.

Vi testar nu slutenheten
(n1 + m1\/§) + (’I”Lz + mg\/i) = (n1 + ng) + (m1 + 77’L2)\/§ € Z[\/éL
eftersom n; + no och my + mo bada tillhoér Z. Vidare dr multiplikationen sluten ty

(n1 + mlﬁ)(ng + mz\/i) = (n1n2 + 2m1m2) + (n2m1 + nlmg)\@ c Z[\/ﬁ],



eftersom ning + 2myme och nam; + nime bada ar element i Z.

Nollelementet &r 0 + 0v/2 och varje element n 4+ m+/2 har additiva inversen —n — my/2 ty
summan av dessa element ar ju 0.

. Undersck om méngden av 3 X 3 matriser

o O O
o o Qe
oo o

dar a, b, c € Zs5, bildar en ring utan etta.

Lésning: Den giva méingden S ér en delméingd till ringen av R = M3x3(Z5) av 3 x 3-matriser
med element fran kroppen Zs, dir samtliga rdknelagar for ringar dr giltiga, sa det enda vi
behover kontrollera &r att den givna méngden &r sluten m a p addition och multiplikation
samt att nollelement och additiva inverser till samtliga element existerar.

Vi kontrollerar nu att matrisen &r sluten m a p addition:

0 a b 0 d e 0 a+d b+e
00 ¢c|+]00 f|=1]0 0 c+f | €8
0 0 0 0 0 O 0 0 0
Vidare med multiplikationen
0 a b 0 d e 0 0 af
0 0 ¢ 00 f|l=[00 0 €S
0 0 0 0 0 O 00 O

Nollmatrisen fungerar som nollelement till méngden S och matrisen —A &r ju additiv invers
till A iringen R sa det som aterstar dr att visa att A € S medfér —A € S:

0 a b 0 —a -0
A=|0 0 ¢ = —-A=1]0 0 —c | es
0 0 O 0 O 0

. Betrakta ringen R = Msx3(Z3) av 3 x 3-matriser med element fran kroppen Zs. Visa att om
A € R och det(A) = 0 sa finns alltid en matris B sadan att AB = 0. Kommer det da ocksa
att finnas en matris C sa att CA = 07

Losning: Vi vet fran den linjéira algebran att om determinanten fér en matris A &r noll sa
dr kolonnerna linjirt beroende. Sa om kolonnerna i A #r ki, ko och k3 sa finns element ),
for i = 1,2, 3 sadana att

)\1]2‘1 + )\2]2’2 + /\3];’3 =0.

Vanlig matrismutiplikation ger nu att med

AA A
B=12X X X [,
A3 A3 A3

sa blir AB = 0.

Eftersom det(A”) = det(A) = 0 sé finns en matris D till A7 sddan att A7 D = 0. Transpo-
nering i denna likhet ger nu att DT A = 07 = 0. De sokta matrisen C' ges nu av matrisen
C = DT.



9.

10.

11.

Polynomet p(x) = 2% — 3z* — 52% + 1522 + 42 — 12 har nollstillena 1, —1, 2, —2 och 3 i
ringen Z. Faktorisera p(x) i irreducibla faktorer i ringen Z;7[x].

Lésning: Faktoriseringen i ringen R|x], dir R dr ett reellt tal blir ju, eftersom nollstéllena
dro 1, —1, 2, —2 och 3,

25 =32 — 5% + 1522 + 40 — 12 = (z — 1)(z + 1)(z — 2)(x + 2)(x — 3).

Réknar vi nu modulo 17 sa kommer samma likhet att besta.
SVAR: 2% — 3z% — 523 + 1522 + 4 — 12 = (z — 1)(x + 1) (2 — 2)(z + 2)(z — 3).

Konstruera ett irreducibelt fjardegradspolynom i polynomringen Zs[z].

Losning: Vi provar oss fram och gor ett forsok med polynomet
p(x) =z* + 2 +2,
eftersom samtliga icke noll element a i Z3 uppfyller a® = 1 och didrmed a* =1 sa
a#0 = a*+a+2=1+a+2=0a#0, och 04+0+2=2+#0,

sa polynomet vi provar har inga forstagradsfaktorer.

Testar andragradsfaktorer genom en ansats:
' + 2+ 2= (2 + Az + B)(2® + Cx + D),
Hogra ledet forenklas till
' + (A+ C)a® + (AC + B + D)2® + (BC + DA)z + BD,

och om vi sedan identierar koefficinter i p(z) med koefficienterna i uttrycket ovan far vi
systemet

A+C = 0
AC+B+D = 0
BC+DA =1
BD = 2

eftersom Z3 bara har tre element 0, 1 och 2 sa ger den sista ekvationen att ett av elementen
B och D &r 1 och det andra 2 och da blir deras summa 0. Saledes ger ekvation 2 att AC =0
varvid en av A och C maste vara noll, men eftersom summan av A och C #r noll maste
bégge elementen vara noll. Men da kan inte den tredje ekvationen vara uppfylld. Alltsa finns
inga andragradsfaktorer och polynomet &r irrdeucibelt.

SVAR T ex polynomet z* + z + 2 r irreducibelt i Z3[z] och av grad fyra.

Bestdm antalet enheter i ringen R = Max2(Z,) av 2 x 2-matriser med element fran kroppen
Z,, dér p &r ett primtal.

Losning: Vi kan definiera determinanter i ringen R och ett element i denna ring &r en enhet,
dvs inverterbar, precis da dess determinant inte &r noll. Totala antalet element i ringen R &r
p* eftersom Z, innehaller p element och vi har att vélja element till precis fyra positioner i
varje matris. Vi berdknar antalet matriser vars determinant &r lika med 0. I en sadan matris
dr kolonnerna linjért beroende.

Antalet matriser vars forsta kolonn bestar av nollkolonnen &r p2.

Om forsta kolonnen &r kolonnen k # 0 sa finns det precis p kolonner som tillsammans med
k bildar en linjért beroende méngd, nédmligen kolonnerna Ak med A € Z,. Alltsa till varje



12.

kolonn k # 0 finns det p stycken matriser med determinanten lika med 0 och med kolonnen
k som forsta kolonn. Det finns p? — 1 sddana kolonner k # 0 och antalet matriser med en
determinant lika med noll blir alltsa p - (p* — 1) = p* — p.

Totalt finns alltsd p? — p + p? matriser vars determinant #r lika med 0. S&
SVAR: p* — p? — p? + p.
Understk om mingden

Q(V2)={a+bV2|a,beQ},

dar @ betecknar méngden av rationella tal, bildar en kropp.

Lésning: Precis pa samma siitt som i uppgift 6 visas att Q(v/2) #r en ring. Den dr kommu-
tativ eftersom den ér en delméngd till méngden av reella tal. Det som aterstar dr att visa
att varje icke noll element ar inverterbart.

Vi ger en explicit formel for inversen, som paminner om formeln for inverser till komplexa

tal.
a—bv/2  (a+bv2)(a—bv2)
(a+b\@)a2 — 202 a? — 2b? =1
och déarmed &ar Y
1 a—0bv2

S4 det enda som &terstar att kontrollera #r att a? # 2b for alla rationella tal a och b,
eftersom vi inte kan dela med 0.

Men “
a2 = 2b2 = \/5 = E,

och d& +/2 &r irrationellt men % rationellt s& kan det inte intraffa att a® = 2b%. Eller kanske
dnnu mer generellt, polynomet 22 — 2 ir irreducibelt i ringen Q[z] 4r det som avgor saken.



