Matematiska Institutionen
KTH

Losningar till tentamensskrivning pa kursen Diskret Matematik, moment A, fér D2 och F, SF1631
och SF1630, den 3 juni 2008 k1 08.00-13.00.

DEL I

1. (3p) Los rekursionsekvationen

ag = 2, a1 =6 och a, =6a,_1—8a,_o9, n=2723,4,...

Losning: Rekursionsekvationens karakteristiska ekvation 72 = 6r — 8 har rotterna r = 2 och r = 4,
och didrmed blir den allménna 16sningen

an = A2"™ + B4".
Anpassning till begynnelsevéirdena ger systemet

2 = A 4+ B
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som ju har 16sningen A = 1 och B = 1.
SVAR: a, = 2" +4".
2. Bestdim
(a) (1p) Stirlingtalet S(5,2).
Losning: Anvinder att S(n, k) = S(n— 1,k — 1) + kS(n — 1, k) samt att S(n, 1) = 1 nedan
S(5,2) = S(4,1) +25(4,2) = 1 +2(S(3,1) + 25(3,2)) =
34+4(S(2,1) +25(2,2)) =T+ 8 = 15.

(b) (1p) Binomialkoefficienten (g)

Losning:

(¢) (1p) 5!

Losning: 5! =1-2-3-4-5=120



3. (3p) Bestdm minst en 1osning till den diofantiska ekvationen
738z + 541y =1,

eller visa att 16sning saknas.

Losning: Soker forst de gemnesamma delarna till de bagge talen 738 och 541 med hjilp av Euklides
algoritm:

738 = 541 + 197

541 = 3-197 — 50

197 = 4.50 — 3
50 = 17-3 - 1

Det finns inga andra gemensamma delare &n talen 1 och —1. Vi anviinder nu vara rikningar ovan for
att 16sa den givna diofantiska ekvationen:

1=17-3—-50=17(4-50 —197) — 50 = 67-50 — 17-197 = 7(3 - 197 — 541) — 17 - 197 =
184 -197 — 67 - 541 = 184(738 — 541) — 67 - 541 = 184 - 738 — 251 - 541.
SVAR: Tex x = 184 och y = —251.
4. (3p) Man har sju papperslappar markerade med siffrorna 1, 1, 2, 2, 2, 3, 3. Hur ménga olika sjusiffriga

tal kan man bilda genom att ligga ut dem i en f61jd? Svaret skall ges i formen av ett naturligt tal.

Losning: Av de sju olika positionerna i talet skall tva viljas till siffrorna 1, tre till siffrorna 3 och tva
till siffrorna 3. Antalet mojligheter ges av multinomialkoefficienten:

7 7!
= =210.
(2, 3, 2) ol 20

5. (3p) Den planidra sammanhingande grafen G har nio noder varav en har valensen (degree) tva, en
har valensen tre, en har valensen fem och resterande sex noder har valensen fyra. Bestam antalet
omraden som uppstar nér grafen ritas plant.

Losning: Vi bestimmer forst antalet kanter med hjélp av sambandet ), ., 6(v) = 2|E|, ddr V och
E betecknar méngden av noder respektive kanter och §(v) betecknar valensen hos noden v. Vi far
alltsa att

20| =2+3+5+6-4=34,

sa antalet kanter #r 17. Nu anvénder vi Eulers formel v 4+ r = e 4 2 for planira grafer dir v, 7 och e
betecknar antalet noder, omraden resp kanter som uppstér vid en plan ritning av en planér graf:

r=e+2—-v=174+2-9=10.

SVAR: Antalet omraden ar 10.




DEL 11

6. (3p) Rita, eller visa att det inte existerar, sammanhéngande grafer G1, G2 och G5 samtliga vardera
med atta noder och 16 kanter och sadana att

(a) (1p) G1 har en Eulerkrets men saknar Hamiltoncykel.

Losning:
(b) (1p) G2 har Hamiltoncykel men saknar Eulerkrets.

Losning:
(¢) (1p) G5 har varken Eulerkrets eller Hamiltoncykel.
Losning:

7. Man skall utse precis nio personer ur de tre méngderna A = {A;, Ay, ..., Ag}, B={B1, Bs,...,Bs}
och C = {Cy,Cy,...,Cg}. Mingderna #r disjunkta sa ingen person finns med i fler &n i en av
mingderna A, B och C.) P4 hur manga sitt kan detta ske om

(a) (1p) Inga restriktioner finns.

Losning: Av totalt 18 personer skall nio viljas Antalet sitt detta kan ske pa &r vart

SVAR:
18
9 )
(b) (2p) Minst en person fran varje méngd skall finnas med i urvalet.

Losning: Vi anvinder oss av inklusion exklusion och later A beteckna de urval dir ingen fran
A kommer med, B beteckna de urval dir ingen fran 3 kommer med och C' beteckna de urval
ddr ingen fran C kommer med. Svaret ges da av

1
(98> —|lAuBUC|,

dér formeln for inklusion exklusion ger att
[AUBUC|=|A|+|B|+|C| - (|JAnB|+|ANnC|+|BNC|)+|AnBNC].

Man ser omdelbartatt AN B=ANC=BNC=ANBNC = och att

12
a1=181= 11 = (3

18 12
-3 .
(5) ()
(c) (2p) Precis tre personer fran varje mingd skall ingd och hogst en person fran méangden { A,, By, C1}
far finnas med bland de nio utvalda personerna.

Séledes far vi
SVAR

Losning: Vi gor en indelning i fall:
Fall 1: Ingen av A, By, C ingar och vi viljer tre av de 6vriga fem i varje grupp vilket gar pa

()



olika sitt.
Fall 2: Precis en av Ay, By, C7 ingar. Forst véljer vi vilken sen utser vi de 6vriga vilket enligt

multiplikationsprincipen gar pa
3 5 5 5
1 2 3 3

olika sétt. Summerar vi antalet mojligheter far vi

SVAR:
5\° NONQWaNE
3 1 2 3 3)
8. (4p) Lat ¢ beteckna permutationen ¢ = (1 2 3)(4 5 6)(7 8 9). Undersok om det finns permutationer
v # id med 2 = id och 1) sidana att
p =Pty
for nagot heltal & > 3.

1

Losning: Vi ser att v = 1, eftersom vy = id. Alltsé ir o och ¥ konjugerade permutationer och

didrmed av samma typ, dvs

Wt =(abe)(de f)(g hi),
vilket ger ossiden att k = 3 och¢) = (a d g b e h ¢ f i). Liter vinuy = (a b) sa har vi att

¥y = (ab)(abe)(de f)lghi)ab) = (acb)de f)(ghi).

Vi identiferar nu bokstidverna a, b, . . . , 7 med respektive av siffrorna 1,2,3,...,9 och far
SVAR: Ja(medk =3,7v=(13)ochyy=(147358269)).

DEL III

Om du i denna del anvinder eller hinvisar till satser fran liroboken skall dessa citeras, ej nodvindigvis
ordagrant, dér de anvinds i 16sningen.

9. (a) (2p) Visa att om 12 delar det positiva heltalet n — 1 s& kommer bade 7 och 13 att dela talet
a™ — a for alla hela tal a.

Loésning: Vi visar forst att talet 7 delar det givna uttrycket. Vi ser att
a" —a=a(a""t -1),

och vi soker tillimpa Fermats lilla sats. Om talet sju delar a &r vi klara, ty da kommer 7 att delat
a™ — a enligt ovan. Antag att 7 inte delar @ och lat n — 1 = 12k. Da giiller enligt Fermats lilla
sats att a® =7 1, och enligt kongruenskalkylens riknelagar att

n—1 =, a12k =, (

ab=;1 = a a6)2k =, 1%k =, 1.

Fallet 13 behandlas helt analogt.

(b) (1p) Bestdm ett positivet heltal d > 12 med egenskapen att om d delar det positiva heltalet
n — 1 sd kommer talet 91 att dela talet "™ — a for alla hela tal a.

Losning: Fran uppgiften a) finner vi att bade 7 och 13 delar ™ — a och ddrmed att ocksa talet
91 delar a™ — a under forutsittning att 12 delar n — 1. Med om t ex 24 delar n — 1 s kommer
ocksa 12 att dela n — 1 och didrmed talet 91 att dela a™ — a for allahelatal a salatex d = 12.



(c) (2p) Beskriv pa lampligt sitt samtliga heltal d som har egenskapen att om d delar det positiva
heltalet n — 1 sd kommer 91 att dela talet a™ — a for alla hela tal a.
Anm. Givetvis krivs ocksa ett bevis for att samtliga de heltal d, och inga andra, som du beskri-
ver har denna egenskap.

Losning: Vi anvinder oss av kinesiska restsatsen och observerar forst att
Z91 ~ Z7 X Z 13-

Sa vi fragar oss forst for vilka positiva heltal n det &r sant att a™ =; a och a™ =13 a for alla
heltal a. Vi testar oss fram

1" =; 1 forallan

2" =72 for n=4,7,10,...
3n=,3 for n=7,13,19,...
4" =,4 for n=17,13,19,...
"=;5 for n=4,7,10,...
6" =76 for n=3,10,17,...

Vi ser att om och endast om talen 2, 3 och 6 delar talet n — 1 sa kommer talet 7 att delat a™ — a
for alla heltal a.

En liknande undersokning i fallet 13 ger att om och endast om talen 2, 3, 4, 6 och 12 delar talet
n — 1 sa kommer 13 att dela a™ — a for alla hela tal a.

Nu tillbaka till kinesiska restsatsen. Lat (¢ vara isomorphin fran Zg; till Z7 X Z33 och

p(a) = (a1,a2).

Da

a” =91 a — al =7 a1 och ajy =13 ag,
sa far vi att a™ =97 a om och endast om samtliga av talen 2, 3, 4, 6 och 12 delar talet n — 1.
Sé om 12 delar talet d sa giller att om d delar n — 1 sd kommer 12 att dela n — 1 och ddrmed
a™ — a att delas av talet 91. Om 12 inte delar d kan vi vilja n = d + 1 och hittar da ett n sadant
att 91 inte delar a™ — a for alla heltal a.
SVAR: Pastaendet ér sant for talen d = 12 - k, dir k = 1,2,3, .. ..

10. (5p) Man kan rikna med matriser som vanligt &ven om dess element tillhér Z,, och alla rikningar
sker modulo n. Speciellt &r manga av satserna om matriser och determinater fran vanliga linjira
algebran giltiga nir n &r ett primtal n = p.

(a) (2p) Om n = 3 hur stor del av samtliga 2 x 2-matriser med element i Z3 blir da inverterbara.

Losning: Se nedan octh lat p = 3.
(b) (3p) Bestidm en generell formel for antalet inverterbara 2 X 2-matriser nér n dr lika med primtalet
p.

Losning: Antalet olika 2 x 2-matriser dr p* och en 2 x 2-matris #r inverterbar precis di dess
kolonner inte dr multiplar av varandra. Antag kolonn ett &r skild fran nollkolonnen. Det finns
p? — 1 olika sidana kolonner och det finns p olika multiplar av sidana kolonner. Om kolonn
nummer ett ir nollkolonnen #r matrisen inte heller inverterbar och det finns p? olika méjligheter
for kolonn nummer tva. Antalet matriser som ej dr inverterbara blir da lika med

p(p* = 1) +p*.
SVAR: p* —p® —p? +p
Anm. Kurs i linjir algebra &r ju ett forkunskapskrav till kursen i Diskret matematik och du far

anvinda satser och samband frian denna kurs efter fritt val och utan att dessa behover citeras eller
bevisas, jfr ingressen till denna del av skrivningen.



