Matematiska Institutionen
KTH

Losningar till nagra 6vningar, infér tentan moment B, pa de avsnitt som inte omfattats
av lappskrivningarna, Diskret matematik for D2 och F, vt08.

1. Ett RSA-krypto har n = 187 och e = 23. Kryptera meddelandet 2 och dekryptera medde-
landet 3.

Losning: For att ta reda pa parametern m sa faktoriserar vi talet n = 187. Vi finner att
187 = 11 - 17, och alltsa att m = (11 — 1)(17 — 1) = 160. For dekrypteringsnyckeln d géller
alltid att e - d =, 1. For att ta reda pa d soker vi en 16sning till den diofantiska ekvationen

z-23+y-160 =1,

med hjalp av Euklides algoritm:

160 =7-23 -1,
och vi ser direkt en 16sning till den diofantiska ekvationen

7-23 -160 = 1.
Réknar vi nu modulo 160 i likheten ovan finner vi att 23 - 7 =149 1 och alltsa att d = 7.
Vi krypterar nu meddelandet 2, dvs beriknar F(2) = 223 (mod 187):

923 — 91691929

och da
22 =4, 2 =16, 2%=g;2%2% =147 1616 =157 69,
216 =147 69 - 69 =157 86,

ger
E(2) =187 86-16-4-2 =187 162.

Vi dekrypterar nu meddelandet 3, dvs beréiknar D(3) = 3" (mod 187) :
37 =157 31373 =157 81 -9+ 3 =157 243 - 9 =157 56 - 9 =157 504 =157 130.
SVAR: E(2) = 162 och D(3) = 130.

(Anm. Svarighetsgraden i kalkylen pa eventuella tentamenstal ligger i niva med
berikningen av D(3).)

2. En 1-felsrattande kod C har kontrollmatrisen

(a) Riitta ordet 111110.

Losning: Lat H beteckna den givna kontroll matrisen. Vi finner att

1
| 1
H -1,
! 0
1
0

vilket dr den femte kolonnen i matrisen H och dirmed felet var i position nummer 5.
Vi rattar felet och det avsedda ordet var ordet 111100.



(b) Bestam samtliga ord i C'.

Lésning: C bestar av 1osningarna till ekvationssystemet Hz? = 0, dir & = (21, T2, . . ., Tg),
som vi loser pa sedvanligt sitt t ex med hjilp av Gausselimination och i tablaform:

0 01 1 1 1]0 110 0 1 1|0 1 0 01 1 0(0
110 0 1 1(0 ~ 01010 1]0 |~ 01010 1]0
01 010 1]0 001 1110 0 01 1 1 1]0

Vi later x4 = s, x5 =t och x¢ = u och far
ry=84+t, x3=854+u, x3=85+t+u,

och alltsa
(zl,I2,$37$4,l‘5,1‘6) = (S+t75 —|—u,s—|—t—|—u,5,t,u),

dvs
(J)l,l‘Q, 333,.134,.1?5,3)6) = 8(15 17 17 1a O? 0) + t(l, 07 1?07 17 0) + ’U/(O, 17 1a 07 07 1)

Det finns totalt atta mojligheter att viilja parametrarna s, t och u (eftersom de antingen
ar 0 eller 1) och vi far

SVAR:

C = {000000, 111100, 101010, 011001, 010110, 100101, 110011, 001111}

(¢) Hur manga ord har avstand minst tva till samtliga ord i koden?

Losning: Ord pa avstand ett fran nagot kodord ligger i en sk 1-sfir. Antalet ord i en

1-sfar ar
S1(0) =1+ (?) =T.

Eftersom koden C &r ettfelsrattande ar dessa 1-sfirer disjunkta. Da koden C' innehaller
precis atta stycken ord ligger precis 8 -7 = 56 ord pa avstandet hogst ett fran precis ett
kodord. Resterande 2° — 56 = 8 ord har ett avstand minst tva till samtliga kodord.

SVAR: 8.

3. Konstruera en kropp med 49 element, dvs ange pa lampligt sétt de 49 elementen och beskriv
hur dessa element adderas och multipliceras.

Lésning: Vi konstruerar kroppen med hjilp av ett irreducibelt polynom av grad 2 i polyn-
omringen Z7[x], sa lat oss forst hitta ett sadant.

Vi undersoker forst vilka element i Z7 som &r jimna kvadrater och finner att
Q7 = {(£1)? (£2)*,(£3)*} = {1,4,2}.

Det finns alltsd inget element x i Z; sddant att 22 = 6 och dirmed skulle polynomet p(z) =
22 — 6 sakna nollstéllen. Men om p(x) ej skulle vara irreducibelt s& skulle det, eftersom dess
grad #r tva, ha faktorer av grad ett och dirmed nollstdllen. Alltsi ar polynomet 2% — 6
irreducibelt.

Nu kan vi beskriva en kropp med 49 element:
Fy={a+bzx|a,be Z7},

dér addition och multiplikation sker modulo 7 och dér man ersitter 2 med 6, dvs med —1.



4. Lat ¢; = 11100000, ¢ = 00111000 och ¢3 = 11000111 vara binédra ord av langd 8.

(a)

(c)

Bestdm en linjir kod C' med sa fa ord som mdjligt och sadan att ¢, ¢, ¢3 € C.

Losning: For en linjéar kod C géller att ¢, ¢ € C' = ¢+¢ € C. Alltsa maste alla mojliga
sitt att summera ihop de givna tre orden tillhéra C, eller mer precist C' ar det linjara
holjet av de tre orden

C =< 11100000, 00111000, 11000111 >,
eller ekvivalent
C ={A\1(1,1,1,0,0,0,0,0) + A2(0,0,1,1,1,0,0,0) + A3(1,1,0,0,0,1,1,1)}
dér A1, Ag, A3 € Zs.

Bestam en kontrollmatris till den kod C du fann.

Lésning: Lat § = (s1, $2,. .., $7) vara en rad i den sokta kontrollmatrisen H. Eftersom
Heé; =0, for i = 1,2, 3, sa ser vi ur definitionen av matrismultiplikation att

s1 + s + s3 + 0s4y + 0O0s5 4+ 0s¢ + 0s;y + 0sg = 0
0sy + 0sy + sz  + sS4+ s5 + 0s¢ 4+ 0sy + 0sg = 0
s1  + ss + 0s3 4+ 0sgy + 0Os; + Sg + s7  + ss = 0
Vi l6ser nu detta system pss som vi loste systemet i uppgift 2.
1110 00 0 0]0 110 001 1 1]0
001 1100 0|0 ~ 111 00 0 0 0]0 ~
110 00 1 1 1]0 001 1 1000O0|0

1 1.0 0 0 1 1 1(0 1 1.0 0 0 1 1 1(0

001 00 111]0 ~f 0010011 1|0

001 1100 0]0 0001 1 11110
Vi sétter nu sy =, s5 = s, S¢ = u, sy = v och sg = y. Vi far da

si=t+u+v+y, Sz3=ut+tv+y, Sg=st+utv+y,
och
(81,82,...,88) = (t+utv+ytutvtystutv+ystu+v+yuuvy).

Nu blir det linjér algebra. Losningsrummet har dimension fem och spénns t ex upp av
de vektorer man far om man véljer precis en av paramtrarna t, s, u,v och y till 1 och
resten 0. Om vi skriver upp dessa vektorer i en matris far vi kodens kontrollmatris,
eftersom matrisens rang blir fem och dess nollrum da &r C' som har dimension 3.

1110 0 0 0 O
00110000
H=|1 01111 00
101 11010
101 1 1001

Bestam en annan kontrollmatris till koden C'.



Losning: Addition av rader till andra rader i en matris &ndrar inte matrisens nollrum,
sa tar vi t ex och adderar rad ett till rad tva i matrisen H ovan far vi en annan
kontrollmatris till C":

1110 0 0 0 O
1101 0 0 0O
H=|1 01 111 00
10111010
101 1 1001

5. Anviind det irreducibla polynomet p(x) = z* +x + 1 i Za[z] for att konstruera en kropp Fig
med 16 element. Bestdm samtliga generatorer till den multiplikativa gruppen i Fig.

Losning: Soker forst en generator till den multiplikativa gruppen. Denna grupp har 15
element sa om inte ordningen av ett element z dr 15 sa #r dess ordning 5 eller 3 (eller 1 om
det r6r sig om ettan). Elementet = har inte ordning 3 ty 2® = 23 + 02% + 0z + 0 # 1. D4
rt=x+1sdfarviatt 25 = w(v+1) = 22 +2 = 023+ 22 +2+0 # 1 och alltsa har elementet
x €j heller ordning 5. Alltsa &r = en generator till den multiplikativa gruppen eftersom den
enda mojliga ordningen av x uppenbarligen &r 15.

Det giiller allmént i en cyklisk grupp G med generator v, G =< v >, med n element att

7k genererar G <= sgd(k,n) = 1.

I vart specifika fall far vi generatorerna
O G A L e T T T
eller i klartext

Y=, =T, 74:‘%4:‘%"'_17 78:(x+1)2:x2+1

V==t =+ ¥ =+ =0+ 1+23

W=p@By¥ =@+ =2+ =t + 23 =@+ 1) +23 =23 +22+2

B =2yt =2+ 22t x) =art+ 2t + 3 =z + )+ (2 + )+ =23+ 2%+ 1
=g yB =p@®+22+1)=2* +22 +2 =22+ 1.

(Alternativt hade det nog varit snabbare att forst bestimma de element som inte dr gene-
ratorer, dvs féorutom elementet 1, de sex elementen

ST GO AP A P
dvs
A3 = 2
VY=y=a@+1)=a+2
V=" =2(2® + o) =2° + 22
VW= =32+ 2?) =t (@® +2)= (2 +D(@* +2) =23+
V0= (2> + )2 =+ 22 =2+ +1
12 _ 20,2

De andra elementen &n de ovan angivna dr de sokta elementen.)

6. Bestam med hjilp av sfarpackningsvillkoret en 6vre grins for antalet ord i en e-felsrattande
kod C' bestaende av bindra ord av langd 10 for e = 1, e = 2 och e = 3. Bestdm ocksa det
maximala antalet ord linjdra koder med dessa parametrar kan ha.



Losning: Forst fallet e = 1. Varje 1-sfir innehaller S;(0)| = 1 + (110) = 11 ord sa packings-
villkoret ger 0 1004
2
|IC| < TS TR 93.09..
sa hogst 93 ord. En 1-felsrittande kod C' som é&r linjér och av lingd 10 har en kontrollmatris
H bestaende av 10 olika kolonner skilda fran nollkolonnen. Detta ger att antalet rader &r
minst fyra, eftersom det finns hogst sju olika kolonner till en matris med tre rader. Antal
ord i koden C ir 2'0-74n9(H) 'S5 flest antal ord i C' far vi nér H har fyra rader och H:s rang

ar fyra. Vi ger ett exemple som visar ett en sadan matris H verkligen finns:

0 000011111
0 001 1O0O0O0T11
0110101101
101 0101001

Antalet ord i den linjira koden C #r 21074 = 26 = 64.

Nu till fallet e = 2. T detta fall ger packningsvillkoret att

210 1024
S+ 0

IC| < I = 18.285714286...
sa |C] < 18.
Att avgora storkleken pa en maximal linjar kod med angivna parametrar ar ett i det generella

fallet svart problem. I de specifika fallen gar det med lite trial and error.

Kodens minimiavstand maste vara fem, sa minvikten av ord skilda fran nollordet, som ju
alltid ingar i en linjir kod, &r fem. Summan av varje mdojligt par av ord i koden tillhér koden
och antalet ord &r en tvapotens.

Om ordet 11111111111 tillhor den sokta koden sa maste de dvriga orden ha precis vikt 5.
Vi finner med ett sadant ord 1111100000 t ex sakommer koden #ven att innehalla summan
av dessa ord, dvs ordet 0000011111. Koden hkan nu inte innehalla fler ord av vikt fem, ty t
ex om ordet 1100011100 tillh6érde koden skulle ordet 0000011111+41100011100=1100000011
tillhora koden. Slutsatsen &r att om 1111111111 tillhoér koden sa finns max fyra ord i koden.

Nist fall, med ett ord med vikt nio i koden hanteras pa ett liknande sétt, liksom 6vriga fall.

Efter mycket moda och stort besvir finner man att man kan maximalt ha fyra ord i en linjéir
2-fels réttande kod av lingd 10.

Nu till fallet e = 3. T detta fall ger packningsvillkoret att
210 1024

+ (O + () + () T 1410+ 45+ 120

IC] < N — 5.818181818... ,
sa |C| <5.

Antalet element i en linjar kod &ar alltid en potens av talet tva, dvs 1, 2, 4, eller 8 osv.
Minavstandet i en 3-felsrdttande kod &r ju 2-3+ 1 dvs 7. Nollordet 00000000000 finns alltid
med i den linjdra koden och alla andra ord maste ha vikten minst sju. Men adderar man tva
ord av vikt minst sju, t ex som nedan:

1111111000 + 0001111111 = 1110000111,

sa ser man att deras summa har vikten hogst sex. I en linjar kod C géller att summan av tva
godtyckligt valda ord i C' alltid tillhor C. Alltsa kan en 3-felsrdattande linjéir kod av 1ldngd 10
innehalla hogst ett ord skild fran nollordet.

SVAR: En linjéar 3-felsrdttande kod av langd 10 innehaller hogst tva ord.



7. Bestédm antalet rotter till ekvationen z* = 1 i kroppen Fjpg med 128 element.

Losning: Multiplikativa gruppen till en kropp med 128 element &r en cyklisk grupp med
127 element. Om z* = 1 sa vet vi att ordningen av elementet z delar talet 4. Men ingen
delare d till talet 4 delar talet 127 forutom d = 1. Sa den enda l6sningen &r det element i
den multiplikativa gruppen till Fisg som har ordning 1 dvs elementet 1.

SVAR: Endast en 16sning.

8. Kroppen Fy konstrueras pa sedvanligt sitt och med hjélp av det irreducibla polynomet
p(x) = 2% + 1.

(a)

Los ekvationen 22 = 2.

Loésning: Multiplikativa gruppen i kroppen &r cyklisk och vi borjar med att séka en
generator till den. Elementen i Fy &ro

Fo{0,1,2, 2,2z, + 1,z + 2,20 + 1,2z + 2},

och man riaknar som om z2 = —1.

Elementet z kan inte vara en generator ty x* = 22 = 1 sa ordningen av z &r 4 (Obs vet
redan att ordningen av z inte dr tva eftersom 22 = 2.)

Provar nu om elementet x + 1 har ordning 8, och dérmed en generator till den multi-
pliktiva gruppen.

(z+1)?=24+20+1=-1+20+1=22#1, (z+1)*'=2z)=2"=2+#1.

Saledes har elementet x + 1 varken ordning 1, 2 eller 4. Enda mojligheten &r att ele-
mentets ordning dr 8 och ddrmed en generator till den multiplikativa gruppen.

Beteckna x + 1 med ~.

Soker nu z sadant att 22 = 2. Ansiitt z = v*. Fran rikningarna ovan vet vi att 2 = 4%
och att v* = 4 & s =g t. Vi far nu att

P2 =26k =AM o9k =44 8n o k=2+4n.

Alltsa
2=yt =2 () =22 (1)
SVAR: z = +2z.

Los ekvationen 22 = z + 1.
Losning: Som ovan soker vi z = 4* sadant at 42* = y1 78", Detta ger att
2k=1+8n

for nagra tal k och n vilket ju ar en orimlighet. Alltsa finns inga l6sningar i detta fall

Los ekvationen 22 = .

= —z och da —1 = ~* sa far vi att 2 =
4% en losning till ekvationen via likheten
4n. Men

Losning: Fran ovan finner vi att v2 = 2z

—1(—x) = 45. Aterigen ger ansatsen z =

72k = ~6+87 oller 2k = 6 4 8n eller k = 3 +
V3 =2y =22(x +1) = 222 + 20 = 1 4 2.

Alltsa

SVAR: z =+(2z + 1)



9.

10.

Gar det att anvinda den sk pg-formeln néir man 16ser andragradsekvationer i éndliga kroppar
eller dr generellt metoden med kvadratkomplettering, dvs

PZ4pr+qg=0 <— (x—l—g)z—%—i—q:O

att foredra?

Lo6sning: Metoderna dr i princip desamma och man hamnar i att bestdmma alla 16sningar
till en ekvation av typen 22 = a, dér a = % — q. Dock nér kroppens karakteristik ar tva, dvs
kroppar med ett antal element som dr en potens av tva, sa fungerar varken pg-formeln eller
metoden med kvadratkomplettering eftersom vi aldrig kan dela med tva i sadana kroppar.

Herr A vill efter att ha 16st uppgifterna ovan nu tillslut konstruera en kropp med 81 element
och pa snabbast mojliga sétt. Hjélp honom.

Lésning: Fran uppgift 8) vet vi att polynomet p(z) = 22 — (z + 1) saknar nollstillen i
den i denna uppgift definierade kroppen Fy med nio element. Polynomet p(z) kan alltsa inte
faktoriseras i icke-triviala faktorer i polynomringen Fy[z] och dr ddrfor irreducibelt. Vi bildar
nu

Fg = {CM—'—ﬁZ | aaﬂng}v

2 = x4 1. Detta blir en kropp med 81 element.

och dér vi rédknar som om z



