Losningar ksl i SF1633 Differentialekvationer I, 20 sep 2007

1) Betrakta differentialekvationen

dy
% - f(xny)a

déar f(x,y) och g—i(x,y) antas vara kontinuerliga i hela xy-planet. Enligt den
allménna existens- och entydighetssatsen gar det en unik lokal 16sningskurva
genom varje punkt (g, o) 1 xy-planet.

a) (2p) Forklara varfor tva olika losningskurvor inte kan skéra varandra.

b) (1p) Los problemet

Y = (y — 1) cos(zy),
y(0) =1,

utan att rakna.

Losning: a) Om tva lésningskurvor skure varandra med skdrningspunkt
(x0,y0) vore de tva olika lokala 16sningskurvor kring punkten. Det skulle
motsaga att den lokala 16sningskurvan enligt satsen ar unik. Saken ar klar.
(Om man raknar kurvorna som skérande dven om de sammanfaller en bit kring
punkten, skulle kurvorna sammanfalla for alla z i ett slutet intervall (eftersom de &r
kontinuerliga), men inget storre intervall, och antingen den storsta eller den minsta
punkten i intervallet skulle ge motségelse som nyss.)

b) Tydligen &r den konstanta funktionen y(z) = 1 en l6sning. Enligt satsen
dr det den enda 16sningen. Svar: Losningen ar y(x) = 1 for alla .

2) (3p) Ett enkelt exempel pa ett problem av samma typ som i uppgift 1) &r

W=y,
?J(Io) = Yo,

eftersom f = y? och g—g = 2y ar snalla 6verallt. Bestam det maximala 16s-
ningsintervallet till l6sningen genom punkten (xg,yo) = (3, —1).

Losning: Ekvationen &r separabel, den kan skrivas 5_2/ = 1. Integration ger

—i = x + C, dér C ar en konstant som bestams av villkoret att y(3) = —1.

Det ger _%1 =3+4+C,saC=1-3=-2. Da y(x) 16ses ut, fas y(r) = ﬁ

Det maximala intervall som innehaller x = 3 och dér y ar snall ar |2, co].
Svar: Det maximala intervallet ar ]2, oo[, dvs {z | 2 < x}.



3) (3p) Los problemet

% =ysinz + 2xe” “®*
y(0) = L.

Losning: Ekvationen ar linjar av forsta ordningen.

Vi skriver den pa formen y’ — y sinx = 2xe™ ““% och finner en integrerande
faktor e/ —sin@dz — ceosz Myltipliceras ekvationen med denna faktor fas
ey’ — sinx %y = (e“3%y) = 2z, sa e“%y(x) = 2% + C, C en godtycklig
konstant. Den allménna losningen till ekvationen ar alltsa

y(x) = 22 e " 4 Ce” 5 (C konstant.
Begynnelsevillkoret 3(0) =1 ger 1 = 02e~ 0 4 Ce 0 = Ce !, sa C =e.
Svar: Den sokta losningen ar y(xz) = x? e~ 5% 4 el —cos2,



Losningar ks2 i SF1633 Differentialekvationer I, 20 sep 2007

1) (Varje delfraga ger :l:%p eller Op, summan rundas uppat till ndrmaste icke—

negativa heltal.)
sant | falskt

a) Differentialekvationen (sinz + 2)y” + 5y’ — y = « har
precis en 16sning som uppfyller y'(1) = 1,y(1) = % och | X
ar definierad for alla « > 0. (Ja, se Thm 4.1, s. 1271 ZC.)

b) Ekvationen i a) &r linjar och inhomogen.

(Javisst, enligt definition i boken.) X
c) Ekvationen 22y — 2}:;—13;3;9/ — 3zy = g(x) har precis en
16sning for z > 0 om g(x) # 0 och kontinuerlig. X

(Nej, se Thm 4.6, s. 1351 ZC.)

d) Om man kénner en 16sning till en linjar, homogen dif-
ferentialekvation, kan man anvinda ”reduktion av ord- | X
ningen” for att finna fler 16sningar. (Ja, 4.21 ZC.)

e) Om wronskideterminanten W(fy,..., fu)(zo) # 0, ar
funktionerna fi,..., f, linjirt oberoende i varje inter- | X
vall som innehaller xy. (Ja, sa ar det.)

f) Om y(z) och yo(z) bada &r losningar till ekvationen
(22 + 1)y” — y cosx = sinz, ar c1y;(x) + cayo(x) ocksa X
det, for godtyckliga konstanter ¢y, co. (Nej, inhomogen.)

2) (3p) Verifiera att differentialekvationen
(22° + 2%)y” — (62° +22)y’ + (62 +2)y =0, >0

har en 16sning y; () = x och anvéind den for att finna den allménna lésningen
till ekvationen.

Losning: Enligt metoden "reduktion av ordningen” skriver vi 16sningen y(x)
som u(z)y;(x) = zu(z).

Da fas y' = xu’ + u och y” = zu” + 2u’, sa inséttning i ekvationen ger
(2% + 2?) (zu” + 2u’) — (62% + 22)(zu’ + u) + (62 + 2)au = 0,

dvs 2zt +2%)u” —22%u’ = 0,54 (dd z > 0) u” — %ﬂu' = 0 och (integrerande

—In(2z4+1) _ _ 1 1 no_ 2 R TR Y A
faktor e = 5%77) TrTl Cer1zd = () =0
u/

Saledes ar 525 = ¢, en konstant, och u’ = ¢1(22 + 1), sa u = ¢1(2* + 7) + ¢

och y(z) = xu(x) ger svaret.

Svar: y(x) = c;(x® + x?) + cax, ¢4, ¢y godtyckliga konstanter.

Valet ¢; = 0,co = 1 ger att y;(x) = z verkligen &r en 16sning till ekvationen,
vilket forstas enklare kunde ha verifierats direkt.



3) (3p) Visa att differentialekvationen
y'—2y'+y=0

har 16sningarna y;(z) = €* och ys(x) = xe®.
Anvéand detta for att finna den allménna l6sningen till ekvationen

T

e
y" —2y'+y=—, z>0.
x

Losning: Insattning av y; och ys i den homogena ekvationen visar att de ar
losningar. Eftersom ekvationen har konstanta koefficienter kan man fa y; och
Yo genom att 1osa den karakteristiska ekvationen etc.

For att losa den inhomogena ekvationen, anvander vi variation av parametrar.
Losningen ar da y(x) = up(x)yi(x) + ug(x)ye(r) = eui(x) + zeus(x), dar
Uy, ugy uppfyller

yi Y2\ (ug\ _ [€” xe” u) (0
v oys) \us)  \e® (@+1)e”) \uy) 5
(koefficienten for y” i ODE:m ar 1, sa dess HL finns i sista ledet.)

e*uy + xe®u, =0 u, =-—1 U =—-r+0c

e"ul + (x4 1)e"u) =< uj =12 < uy =Inz+cy’
dar ¢y, ¢y forstas ar godtyckliga konstanter. Saledes y(z) = (—z + ¢1)e” +
(Inz + cp)xe” = ze®Inx + c1e” + (¢ — 1)xe” och
Svar: Den allménna l6sningen ar y(x) = xe® In x+c,e*+csxe®, ci,c3
godtyckliga konstanter.



