KTH Matematik

Loésningar tentamen 12 november 2007 i SF1633 (m.fl.), Differentialekvationer I

1. Vi soker y(x) som uppfyller y' 4+ (22 + 1)y = x e~ och y(0) = 0.

Ekvationen &r linjar av forsta ordningen. Integrerande faktor:

efz+l)de  — 2’4z Dy ekvationen multipliceras med den fas

(e Foy)/ = e FT gt = gt = (%e“'z)’, s e oy = %€$2 +C, Cen

konstant, och alltsa y(z) = e + Ce 7. (0) =0ger++C =0,
1, —2?—a

s& C = —4 och Svar: Losnmgen ar y(z) = 1e7® — fe

2. Vi soker den allménna losningen till zy” + 2z + 1)y’ + (z + 1)y = xze™*, = > 0,
da vi vet att y1(x) = e™® och ya(z) = Inz e &r losningar till den homogena ekvationen
zy"+2e+ 1)y’ +(x+1)y=0, z>0.

For att anvanda variation av parametrar skriver vi ekvationen y”' + %—“y’ + "’”T“y =e
och 16sningen som y(z) = u1(z)y1(z) + uz(x)y2(z). Det ger ekvationssystemet

u] e 7 Inxe® u] 0 .
G o) (- () o

2
u{ = —x Inz, uj ==z, sau1 = xlnxdm———lnx—&—f de = —%- Inz+4+ci, ¢

—x

konstant, och us(z) = 7 + ¢2, co konstant. Inséttning ger

Svar: Den allménna lésningen &r y(x) = 2’ o~ +cie®+colnzre™®

4
tyckliga konstanter.
[Minst lika enkelt kan man skriva losningen y(z) = u(x)e™

’ C1,2 gOd-

* och sétta in.]

3. Vi soker alla y(t) som uppfyller y” +y’ = U(t — 1) och y(0) = 1,y'(0) = —1, dar U &r
Heavisides stegfunktion.

Laplacetransformering ger L{y(t)} =Y (s), L{y'(¢)} = sY (s)—y(0) = sY (s)—1, L{y"(t)} =
s2Y (s) — sy(0) —y’(0) = s?Y(s) — s+ 1 och L{Ut — 1)} = e *L. Insiittning i ekvatio-
nen ger s?Y(s) —s+1+sY(s) =1 = T? dvs (82 + 5)Y(s) = (s+1)Y( ) = s—i—%s.

Vi léser ut och partialbraksuppdelar, vilket ger Y (s) = Sil + e; 1 Efter-
som L{e"} = L £{t} = % och L{f(t — b)U(t — b)} = e **F(s ) (da b > 0) fas

yt) =e P+t -DUE-1) -UE—-1) +e DUt -1)
Svar: y(t) = et + (t — 2+ e~ E=D) Ut — 1).
[Man kan ocksa integrera (y’e")’ = U(t — 1) tva ganger.]

4. Vi soker x(t) = (;) som uppfyller x’ = <i1)) 02) x = Ax och x(0) = i’

Forst bestammer vi A:s egenvirden och egenvektorer. Karakteristiska ekvationen blir
0 =det(A—X) = [?77 23] = B3=A)(=A) = (=2) - 1 = A2 — 3\ + 2, med Isningar
A2 =21 Motsvarande egenvektorer fas som l6sningar till (A — AI)k = 0, dvs

for My =2: (1 23| §) < (§ 2 8) vi kan vélja egenvektorn ky = (?2),

for o =1: (323| §) < (§ 3| §), vi kan viilja egenvektorn ko = (1).

Den allménna losningen till ekvat1onen ges av x(t) = >, cik;eMt = cikieMt + cokoe?t =
c1(3)e* +co (1) e, Villkoret x(0) =c¢1 (2) 4+ c2 (1) =(3) ger c1 =2, co = —1. Det ger
z(t) = 4e?t — et

4€2t _ et
x(t) = . | och Svar: Losningen &r - :
—e y(t) =2e** —e

262t

5. Vi soker det minsta a > 0, s& att funktionerna sin z och cos x &r ortogonala pa [0, a], dvs

o a .
sa att [ sinzcoszdr = 0.
a . . a . o . . .
Men fo sinxcosxdxr = [% sin? x]o = %st a, sa det sokta a ar det minsta a > 0 med
sina =0, s& Svar: Det s6kta a = .

6. Vi soker ekvationer och villkor for x1(t), z2(t), x3(t), méngderna (kg) salt i basséngerna
1,2,3 (volymer Vi, Vo, V3), da det flédar r (I/min): sotvatten till 1, 1 — 3,2 — 1,2 —
3,3 — 1 och ut fran 3 och 2r (1/min) 1 — 2. Allt vatten som flédar &r val blandat.

Vid tiden ¢ = 0 finns aq, ag, ag (kg) salt i bassdngerna. Forts.



6. forts. Andringen (per minut) av saltméngden i en basséng ges helt av tillfort salt —
bortfort salt och varje term ges av flode xkoncentration, sa

r_— L1 T2 L3 —
vy ==3r3 +rE +ry z1(0) = a1
. 3 [ L1 2 3 —
Svar: Ekvationer x, =2r v 2r v R villkor x2(0) = az
’ 1 T2 __ 3 —
Ty =71 +riE - 2r g z3(0) = as

7. Vi soker ett samband som bestammer y(x) implicit da y' = W-ﬁﬁ% och y(0) = 3.

Ekvationen &r separabel. Vi skriver om den som (y2+1)y’ = ;Zﬁ =1+ x21+1 och integrerar

m.a.p. . Det ger [(y>+1)dy = [(1+ =247 da, dvs %—i—y = z+arctanz+C, C en konstant
som bestdms av villkoret att y(0) = 3: % +3=0+arctan0+ C, sa C =12 och

Svar: y(x) bestams av %3 +y = x + arctanx + 12.

! = — >
8a. Visoker kritiska punkter och deras stabilitet for det autonoma systemet { 4

De kritiska punkterna &r losningarna till ekvationssystemet y=r-y
2
T — =
{ ) 4 0 Den andra ekvationen séger att y = x2 och d& det
-y =

séitts in i den forsta fas @ — 2% = 0, s& (z reellt) z = 0 eller z = 1.
Det ger de kritiska punkterna (0,0) och (1,1). For att linearisera
kring dem anvénder vi jacobimatrisen J(z,y) = (21 :21y )

J(0,0) = (§ %), med egenvirden A\; 2 = 1. Red; > 0, sd (0,0)
ar en instabil kritisk punkt (en sadelpunkt).

J(1,1) = (3°7), karakteristisk ekvation 0 = [';* 12| =
—1+X24+4 = A2 +3 och egenviirden Al = ++1/3i. Bada rent ima-
gindra, sa (1,1) dr ett centrum, en stabil (men inte asymptotiskt
stabil) kritisk punkt (f6r det lineariserade systemet).

b. Om man byter z mot y och tvartom, byter bada hogerleden tecken, dvs det beskriver
samma kurvor i fasplanet, men genomlopta at andra hallet. Att byta ut z och y innebér
att man speglar i linjen y = x. Punkten (1, 1) speglas i sig sjilv, s om den vore en spiral,
skulle den samtidigt vara instabil/asymptotiskt stabil och motsatsen. Omgjligt, sa (1,1)
maste vara ett centrum ocksa for det icke-linjara systemet.

Svar: a. Kritiska punkter: (0,0) (instabil) och (1,1) (stabil). b. Ett centrum.

9. I en kvadratisk platta, sidolangd w, &r temperaturen u(z,y). Den uppfyller ekvatio-
nen u,, +u,, = ku, k konstant. Randvillkoren r u(0,y) = u(z,0) = u(m,y) = 0 och
u(z,m) =sin2x —sin3z, da 0 < z,y < m. Vi séker u(zx,y). {X” Yo k=

X T Y

X" =-XX, X(0) = X(m) = 0 har losningar (andra &n 0) X(0) =X(m) =Y (0) =0.
precis dd A = n?, n = 1,2,.... De motsvarande lésningarna ir u,(z,y) = X,(2)Y,(y) =
cp sinna sinhv/n2 + ky.

Superposition ger var allménna 16sning u(z,y) = > >~ ¢, sinnwsinh vn? + ky.
Koefficienterna ¢,, bestdms av det inhomogena randvillkoret u(z,7) = sin 2z —sin 3z, 0 <
x < m,dvs cgsinhv4+ k7w =1, c3sinhv/9+ km = —1 och 6vriga ¢, = 0. Inséttning ger

Variabelseparation: Losning av formen u(z,y) = X (2)Y (y) ger a

. " sinhv4+ky _ s sinh v/9+k vy
Svar: u(x,y) = sin 2z e, — Sin3z e

. P dd
Sl bysinnt, dirb, = 2 [ f(t)sinntdt = 2[5t = 2 (]—cosnm) = { ™ ntada

10a. Sinus-serien for den udda 2m-periodiska f(t), f(f) =1da 0 <z <7 &r { 4

. R . 0 jAmnt
Svar: a. Sinus-serien ar Zn:1,3,5,... % sin nt. 1t Jamit
b. Laplacetransformen av f(t), ¢ > 0 ér (2m-periodisk funktion) —tz o% fte stdt =

_ 2 _ _ _
71—(21*2” (fo7r et dt+fﬂ_ﬂ-(76 St) dt) = 71—;*2“ %(1 —2e7 ™ te 2“) = W%(l -
e 5)2 = Ll—eT™ 1e5% ¢ 5% _ 1sinhZs

N — — & T T — o T
s 1+e—7s Se2%4Le 2% s cosh § s

= L tanh 55.
S
. . . o 4 n 4_ 1
Om man tar transformen av varje term i serien far man » n=135,.. 7m0 5TinZ = > n=1,35,. ms2+n2"

De bada uttrycken ar lika, sa Zn:1,3,5,... ﬁ = ;. tanh 7s, saken &r klar.



