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KOMPLETTERINGSMATERIAL TILL KURSEN 5B1928 LOGIK FOR D1:

K2 Nagot om modeller, kompakthetssatsen

Vi skall presentera ett enkelt (om man kanner till sundhets- och fullstéandig-
hetssatsen for naturlig deduktion eller nagot annat héarledningssystem) resul-
tat, kompakthetssatsen, som har konsekvenser for vad som kan och inte kan
uttryckas med predikatlogik.

Vi paminner oss begreppet modell for en mangd sentenser i ett predikatlo-
giskt sprak:

En tolkning ar en modell for en méngd A av sentenser i spraket om alla sen-
tenser i A &ar sanna i tolkningen. Vi intresserar oss nu bade for andliga och
oandliga mangder av sentenser.

Kompakthetssatsen:
Om en méangd sentenser A &r sadan att det finns en modell for varje dndlig
delméngd av A, sa finns det en modell for hela A.

(Eller ekvivalent: Om det inte finns nagon modell for A sa finns det en dndlig
delméngd av A som saknar modell.)

Vi skall se hur denna sats foljer ur sundhets- och fullstindighetssatsen
for naturlig deduktion:

'Eq <= T I g,
dér I &r en (4ndlig eller odndlig) méngd sentenser, ¢ &r en sentens, F betecknar
logisk foljd och - harledbarhet i naturlig deduktion.

Genom att tillampa satsen med A for I' och A for ¢ far vi:
AF A = AF A,

dvs
A saknar modell <= A ar inkonsistent

eller, ekvivalent,

A har en modell <= A ar konsistent

Beuvis for kompakthetssatsen: Antag att A saknar modell. Det betyder enligt
ovan att A ar inkonsistent, dvs att A F A. Men varje hérledning med naturlig
deduktion har en andlig ldngd, sa bara en adndlig delméngd, A’, av A anvénds
i héarledningen. Det innebér att A’ - A, dvs (ater enligt ovan) att A’ saknar
modell. Sa vi har visat att en sentensméangd som saknar modell har en andlig
delméngd som saknar modell.

Detta ar ekvivalent med kompakthetssatsen. O
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Tva tillampningar av kompakthetssatsen:

1. Om sentensmangder med godtyckligt stora dndliga modeller

Sats:
Lat ' vara en (&ndlig eller odndlig) sentensméngd som har godtyckligt stora
andliga modeller. Da har I' minst en oandlig modell.

Att T har godtyckligt stora modeller betyder att for varje naturligt tal n finns
en modell for I' som har en doméan med ett antal element som ar dndligt och
storre &n n. Vi skall alltsa visa att I' da ocksa har en oéndlig modell (alltsa
en modell med en odndlig domén). ”Forsta ordningens predikatlogik kan inte
skilja mellan andligt och oandligt.”

Beuvis for satsen: Lat p, vara en sentens som &r sann precis i de tolkningar
vars domén innehaller minst n element. T.ex. kan ps véljas som

JrIyTz(r#y&kar#z2&y # 2)

och for ett godtyckligt naturligt tal n kan p, bildas pa motsvarande satt.

Lat nu A = I'U {p1,p2,ps,...}. Enligt forutsittningen om I' har da varje
dndlig delméngd A’ av A en modell (eftersom A" ar andlig innehaller den bara
ett andligt antal p,, dvs en tillrickligt stor modell f6r I' &r en modell for A’).
Kompakthetssatsen séger oss da att det finns en modell for A, dvs en odndlig
modell for I' (om alla p,, &r sanna maste doménen vara oéndlig).

Satsen ar alltsa riktig. O

2. Icke-standardmodeller for aritmetiken

Vi betraktar nu sentenser i aritmetikens sprak, dvs det sprak vi anvéinde
for att formulera Peanos axiom:

en individkonstant 0 [talet 0]

en 1-stéllig funktionssymbol S [nésta tal]

tva 2-stilliga funktionssymboler + och * [addition och multiplikation]

Standardtolkningen av sentenser i detta sprak har doman N, de naturliga
talen, och sprakets symboler tolkade som inom [ ] ovan.

Lat Tygr vara teorin som bestar av alla sentenser i detta sprak som &ar sanna
i standardtolkningen, dvs alla sanna satser om de naturliga talen (som kan
uttryckas i spraket). Detta &r en fullstdndig teori, varje sentens dr ju sann
eller falsk i standardtolkningen, sa den eller dess negation ingar i 74z. Stan-
dardtolkningen &r enligt definitionen en modell f6r 7g, kallad (forstas) stan-
dardmodellen.

Vi skall nu visa att det finns vasentligen andra (dvs icke-isomorfa med stan-
dardmodellen) modeller for Ty, sa kallade icke-standardmodeller.

Utoka aritmetikens sprak med ytterligare en individkonstant ¢ och lat A =
TarU{c #0,c # S(0),c # S(S(0)),c # S(S(5(0))),...}. Sentenserna med ¢
sager tillsammans (i standardtolkningen) att ¢ inte far tolkas som ett naturligt
tal, sa standardtolkningen kan inte utvidgas (genom att vélja en tolkning for
c) till en modell for A. Men varje éndlig delméngd A’ av A har en modell:
standardmodellen for 74, utokad med att den nya konstanten c¢ tolkas som
ett tillrackligt stort tal (A’ innehaller ju bara &ndligt manga c-sentenser, sa
det finns sékert ett ”ledigt” tal).

Enligt kompakthetssatsen har A en modell. Eftersom 74z ar en delméangd till
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A dr den tolkningen ocksa en modell for Ty (bortse bara fran ¢). Dess domén
innehaller ett element (det ¢ tolkades som) som inte kan nas fran 0 genom att
verka med S. Denna tolkning &r alltsa inte isomorf med standardmodellen.

Det kan tyckas forvanande att alla sentenser i 745 kan vara sanna i en storre
domén. I 7T4p ingar ju induktionsaxiomet (¢0 & Vz (¢px— ¢S(x))) — VYV ¢z, sa
om ¢x betyder "z ar ett vanligt naturligt tal”, géller ju ¢0 och Vz (¢px — ¢S(z)),
sa vi bor kunna dra slutsatsen att Va ¢z ingar i 74r. Alla element i doménen
skulle da &nda vara vanliga naturliga tal!?

Problemet med invéandningen ar att det inte finns nagon formel i det aktuella
spraket som uttrycker att x &r ett vanligt naturligt tal. De "nya” talen (icke-
standardtalen) saknar namn i spraket och har enligt konstruktionen alla sadana
egenskaper for naturliga tal som kan uttryckas i aritmetikens sprak, sa det
spraket récker inte for att skilja dem fran standardtalen.

Man kan visa (se 6vning 5 nedan) att alla nya element i doménen ar storre &n
alla vanliga naturliga tal, vi har alltsa en tolkning av aritmetikens sprak som
gOr precis samma sentenser sanna som standardmodellen, men som innehaller
”oandligt stora tal”. Dessa modeller ar exempel pa att icke-isomorfa tolkningar
kan gora precis samma sentenser sanna, dvs att icke-isomorfa tolkningar kan
vara ekvivalenta.

(u)vningar

1. Lat p vara en sentens och I' en méngd av sentenser. Antag att {p} och I'
har precis samma modeller. Visa att det finns en dndlig delméngd I till T',
sadan att {p} och I" har precis samma modeller. p ar alltsa logiskt ekvivalent
med konjunktionen av (de dndligt manga) sentenserna i I'.

2. Lat ater p vara en sentens och I' en méngd av sentenser. Antag att varje
modell for {p} satisfierar minst en sentens i I'. Visa att det finns en &ndlig
delméngd IV av I" sadan att varje modell for {p} satisfierar minst en sentens i
I

3. Lat I och A vara sentensméngder sadana att varje tolkning ar en modell
for exakt en av I och A. Visa att det finns dndliga delméngder I till I och A’
till A, sadana att I har samma modeller som I" och A’ har samma modeller
som A.

4. Visa att sundhets- och fullstandighetssatsen ar ekvivalent med

AE A << AF A

I texten visas och anvands att ovanstaende foljer ur sundhets- och fullstandig-
hetssatsen.

5. Undersok strukturen for icke-standardmodeller for 74 z.

(Hur manga icke-standardtal finns det?

Ar de alla storre dn standardtalen?

Finns det ett minsta icke-standardtal?

Hur verkar efterfoljarfunktionen pa icke-standardtal?

Finns det icke-standardprimtal? [Ledning: For varje standardtal n finns det ett
primtal som &r storre &n n.))

6. Visa att begreppet valordning inte kan uttryckas med forsta ordningens
predikatlogik, dvs att det inte finns nagon méangd av sentenser i forsta ord-
ningens predikatlogik (med en tvastéllig predikatsymbol <) som alla &r sanna
precis om tolkningen ar en véalordnad mangd.
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Svar till 6vningarna

1. Om {p} och I" har samma modeller, saknar I'U{~ p} modeller. Enligt kom-
pakthetssatsen finns da en dndlig delméngd I' till " sa att IV U {~ p} saknar
modeller. Det innebér att I” E p, dvs varje modell for I &r en modell for {p}.
Men enligt forutsattning ar varje modell for {p} en modell for I' och ddrmed
speciellt for delméngden I'V. {p} och I" har alltsa precis samma modeller. Om
I"={q,q,...,q,} gller alltsa p=q; & @2 & ... & g, (att en tolkning &r en
modell for IV &r ju detsamma som att alla sentenser i IV &r sanna i tolkningen,
dvs att konjunktionen av dem &r sann i den).

2. Vi vet att varje modell for {p} satisfierar minst en sentens i I'. Lat
(~I' = {~q | ¢ € T}. Da giller att {p} U (~)I" saknar modeller. En-
ligt kompakthetssatsen finns alltsa en andlig delméangd I till T" sadan att
{p} U (~)I'" saknar modeller. Det innebéar att varje modell for {p} satisfierar
minst en sentens i I, som onskat. Med IV = {q1,qo,...,q,} giller alltsa
Fp—=(@VeV.. Va)

3. Eftersom I' och A saknar gemensamma modeller, saknar > = I' U A mod-
eller. Enligt kopmpakthetssatsen har ¥ en dndlig delméngd ¥’ som saknar
modeller. Om IV = 3" NT och A" =3"NA, & IV och A’ &ndliga delméngder
till I respektive A och IV U A" = ¥/, sa I och A’ saknar gemensamma mod-
eller. Varje modell for I' &r en modell for dess delmangd I'" och pa samma sétt
ar varje modell for A en modell for A’. A andra sidan &r varje modell for I”
en modell for I', ty om en tolkning inte ar en modell for I' &r den en modell for
A (enligt forutséttning) och dérmed for A’, saledes inte for I, I” har alltsa
samma modeller som I" och pa samma sétt ser man att A’ har samma modeller
som A.

4. Forutsatt att A F A & A F A {or alla sentensmangder A. Det aterstar
att visa att sundhets- och fullstandighetssatsen foljer ur detta.

Lat ' vara en sentensméangd och ¢ en sentens. Da giller att

I' E ¢ & TU{~gq} saknar modeller < T U{~q} F

FU{~q} F A. Eftersom dessutom ' U{~q} F A "N TR q och

Fu{~q} F A Z T + ¢ ér saken Klar.

5. Lat icke-standardmodellen ha domén D, individkonstanterna 0 och ¢ ha ref-
erenter o,y € D och S, 4, * representeras av funktionerna s,®, ®. Lat ocksa
a < b betyda 3xb = S(z) + a, sa vi kan anvinda symbolen < i sentenser. I
standardmodellen tolkas den som ”"mindre &n” (betecknad <). Vi kallar dess
tolkning i icke-standardmodellen <.

Foljande sentenser ar da sanna i standardmodellen, ligger alltsa i 74z och ar
ocksa sanna i icke-standardmodellen.

Ve~ve <z, VaeVyVz (e <y&y<z)—r<z),VaVylr <yVez=yVy<uz)
(dvs axiomen for en linjar ordning), sa < ger en linjar ordning pa D.

Vo (x =0V 0 < ), sa o ar ett minsta element i (D, <).

Vex < S(z),Ve~TFy(x <y &y < S(z)), Vo (z # 0 Jyx = S(y)), sa for
varje a € D ér s(«) en ndrmaste efterféljare till @ och varje a € D utom o
har en ndrmaste foregangare, 5 € D med a = s(3).

Elementen i D kan delas in i disjunkta block: tva element i D ligger i samma
block precis om det ena kan fas ur det andra genom att verka ett antal (> 0)
ganger med s. Eftersom Va Vy (S(z) = S(y) —x = y) definierar detta en ekvivalens-
relation pa D (ténk efter!). Blocken &r motsvarande ekvivalensklasser.

Blocken bestar av kedjor av narmaste efterfoljare, sa for tva olika block galler
att alla elementen i det ena ar mindre an alla elementen i det andra, blocken

A=TU ova:
gq} van
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blir linjart ordnade efter varandra. Det minsta blocket ar standardblocket,
som innehaller o. Alla icke-standardtal ar alltsa storre an alla standard-
tal. Ovriga block kallas icke-standardblock. Enligt konstruktionen ar ¢ #
..8(5(0)) ... sann i var tolkning, sa v ligger inte i standardblocket. Det be-
tyder att det finns minst ett icke- standardblock.
Standardblocket dr isomorft med N, medan icke-standardblocken som ordnade
méngder &ar isomorfa med ¢ (dvs (Z, <)). Dérav foljer att det inte finns nagot
storsta eller minsta icke-standardtal och att det finns ett oandligt antal.
Med beteckningar som i 6 <5, <6 i materialet K1 ger ovanstaende att (D, <)
som ordnad méangd ar isomorf med w + ¢ x A, for en ordnad mangd A som
beskriver ordningen mellan icke-standardblocken.
Det finns inget minsta icke-standardblock, ty om « € D ar ett icke-standardtal
finns ett € D med a = @ G eller s(a) = @ [ (sentensen Va Jy (z =
y+yVS(z) =y+y) tillhor ju Tur). Detta 3 ligger inte i standardblocket (da
skulle v ocksa gora det) och inte i samma block som « (element i ett block
skiljer sig med ett standardtal). Dessutom géller 3 < «, sa [:s block ar ett
icke-standardblock som ar mindre dan a:s. A har alltsa inget minsta element.
Pa motsvarande sétt ser man att A saknar storsta element (betrakta blocket
med a ® «a).
Mellan tva olika block finns alltid ett tredje, ty om «, 3 € D finns 6 € D med
d®6 =adfeller 56 = s(ad ) (motsvarande géller jui N och kan uttryckas
som en sentens) och man visar att om «, 3 ligger i olika block sa ligger 0 i ett
block mellan dem. A &r alltsa en tat ordnad méangd.
Manga begrepp for naturliga tal kan direkt 6verforas till icke-standardmodeller.
T.ex. kan vi lata Pz betyda z # 0 & * # 1 & YyVz(z = yx 2z — (y =
S(0) vz = 5(0))). Istandardmodellen betyder Pz att x &r ett primtal. Vi
later P definiera primtal &ven i icke-standardmodeller. Vz 3y (z < y & Py)
ligger 1 TaR, sa det finns godtyckligt stora icke-standardprimtal.
Man kan visa att om elementen i D inte &r ” for manga” (om de ar upprékneliga),
ar (D, <) isomorf med w + ¢ x . Déremot finns det ingen enkel beskrivning
av hur &, ® verkar i D (utom i standardblocket forstas).
6. Standardmodellen w (dvs (N, <)) for T4 ar véalordnad, men det &r inte icke-
standardmodellerna i 6 5 (icke-standardblocken saknar minsta element). En
sentensméngd som uttrycker valordningsegenskapen och som bara innehaller
symbolen < (utover logiska symboler) ér ekvivalent med en miigd I, av sen-
tenser i aritmetikens sprak (med hjalp av 3z b = S(z) +a for a < b). Eftersom
alla sentenser i I, ar sanna i standardmodellen skulle de inga i 745, men de
skulle inte alla vara sanna for icke-standardmodellerna. Motsagelse.



