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Lésningar tentamen 5B1928 Logik fér D (och IT), 29 augusti 2007

1) Det handlar om knarréborna A, B och C.

A séger: "Om C ar kung ar vi alla det.” B séger: ”A och C ar olika sorter.”

Vad kan sdgas om A, B och C:s sorter, det ar fragan.

Om C &r narr, dr A:s utsaga sann, sa A dr kung. Da talar B sanning, sa B &r kung.
Om C ar kung, kan inte A ocksa vara det, da skulle ju enligt A:s utsaga alla vara kungar,
men B:s utsaga falsk, motsdgelse. Daremot gar det bra att A &r narr, hans utsaga blir ju
falsk, medan B:s blir sann, sa B ar kung.

Svar: B ar kung. A och C ar olika sorter, men man kan inte veta vilka.

Mer formellt: Om A, B, C ar pastaendena att A, B resp. C ar kung far vi:

Sentenserna A« (C'— ((A & B) & C) och B+~ (A« (), som uttrycker att A:s pastdende ar sant
precis om A &ar kung och motsvarande fér B, bada &r sanna.

Sanningsvérdestabeller ger samma resultat som ovan.

2) Att visa: (A& B)—(C—D),~D + (A& C)—~B.
Plan: Vi antar A & C och sedan B, fér ~I och sedan —I. Det fungerar:

1 1) (A&B)—(C—D) premiss
2 (2) ~D premiss
3 3) |A&C antagande
4 (4) B antagande
3 .00 |4 3 &E
34 (6) ||A&B 54 &I
1,34 (7) C—D 1,6 —E
3 18 |lC 3 &E
134 (9) || D 78 —E
1,234 (10) || A 29 ~E
123 (11) | ~B 4,10 ~1
1,2 (12) (A&C)—~B 3,11 —I
Slutsatsen pa rad (12) beror bara av premisserna pa rad (1) och (2), saken ar klar.
3) For att avgora om T: Ve(FazvGr)&yFy
Ve (FxV Gz) & Iy Fy E Ve Fe VvV Iy Gy I Ve Fa v 3y Gy Vs
soker vi motexempel 1T Vo (Fa vV Gz) as, be
(tolkningar med premissen sann, slutsatsen falsk): 1T Jy Fy V3
oF : Va Fa Vs
oF : Jy Gy a7, bg
I tablan véaxlar de tre faserna sa: ST - Fa
;. 1Sraz.ltSI;‘(;/giska 1,121‘? 9,10 JF Fb
3. TV,F3 ?6 78; o1 FavGa Vo
o T 6T : Fbv Gb V10
7]F : Ga
SF : Gb
Tablan sluter sig, sa /\
svar: slutledningen ar giltig.
ol : Fa oT: Ga
/\ X

10T : Fb 10T . Gb
X X



4) Att visa: 3z ~Fz VVy Gy + Vz Iy (Fy— Gz).

Plan: Slutsatsen foljer tydligen av varje disjunkt for sig, vi anvénder VE.

1 (1) Jz~FxVVYyGy premiss

2 (2 o ~Fa antagande

3 (3) ~Fa antagande

3 4 || Fa—Gb 3 SI(PML,)

3 (5) ||3y(Fy—Gh) 4 I

3 (6) Vo Iy (Fy— Gx) 5 VI [bintei (3)]
2 (7)) |Vzdy(Fy—Gr) 2,3,6 JE e inte i (2),(6)]
8 (8) 7Vy Gy antagande

8 (9) |Ge 8 VE

8 (10) | Fd—Ge 9 SI(PMI, )

8 (11) |3Jy(Fy—Ge) 10 1

8 (12) |Vody(Fy—Gx) 11 VI  [cinte i (8)]
1 (13) Vz3y(Fy—Gx) 1,2,78,12 VE

Slutsatsen pa rad (13) beror bara av premissen pa rad (1), saken &ar klar.

5) 1. ”Varje hund tycker om (minst) en katt som tycker om alla hundar”,

dvs ”For alla x, om x &r en hund tycker z om en katt som tycker om alla hundar”,
dvs "For alla x, om Hzx sa finns y sa att y ar en katt som tycker om alla hundar och z tycker
om y”,

dvs "For alla x, om Hzx sa finns y sa att Ky och for alla z, om Hz sa Tyz, och Txy”,
sa svar: Ve (He — Jy (Ky & Vz (Hz —Tyz) & Txy))

2. "Pluto &ar den enda hunden som tycker om alla katter”,

dvs ”For alla x: x ar Pluto omm z ar en hund som tycker om alla katter”,

dvs "For alla z, x = p omm (Hz och {or alla y, (om y &r en katt, tycker z om y))”,
sa svar: Vo (x = p— (Hx & Vy (Ky— Tzy)))

I bada fallen ar forstas logiskt ekvivalenta varianter mojliga.

6) For att visa att Vo 3y 3z (y # 2 & (Pry & Pxz)) ¥ 3z Iy 3z ((Pry & Pyz) & Prz) skall
vi finna en tolkning som gor premissen sann och den tankta slutsatsen falsk.

Premissen p, Vo Jy 3z (y # z & (Pxy & Pxz)), siger precis att det gar minst tva pilar fran
varje punkt.

Slutsatsen s, Jx Jy Iz ((Pzy & Pyz) & Pxz), sdger att det finns tva pilar med den andras
bas i den forstas spets och en tredje pil fran den forstas bas till den andras spets.

Om det finns nagon "6gla”, dvs Paa &r sant for nagot a, ar ocksa s sann (r =y = z = a).
For att fa vart motexempel maste vi alltsa ta en modell utan 6glor.

Ett tillrdckligt (men inte nédvéndigt) villkor for att s skall vara falsk ar att det inte finns
tre pilar som bildar en triangel (inte heller med nagon pil rdknad flera ganger). Tydligen
blir p sann och s falsk med tolkningen (se figuren):

D ={a,87,0}, Ext(P)={(a,B3),(B,a),(B,7), (7 0), (7,6),(,7), (6, a), (@, 6) }.
Den gor ju a 5
o Ve Idy3Iz (y # z & (Pxy & Pxz)) sann, &~——6
ty det gar tva pilar fran varje punkt
e Jr Iy Iz ((Pry & Pyz) & Pxz) falsk,
ty inga tre pilar bildar en triangel

sa saken ar klar. o<«—  »0



7) Att visa: Vo Vy ((Rxy & (Fax & Fy))—a =y), 3y Rey + Jx (Fx— Rax).
Idé: Om Fzx giller for alla x, tag a,b med Rab enligt premiss 2 (dvs JE). Premiss 1 ger da a = b,
sa Rbb. Annars giller ~ F'c for nagot c. I bada fallen fas Fx — Rxx for nagot x, dvs slutsatsen.

1 (1) VaVy(Rrzy& (Fr& Fy))—z=y) premiss
2 (2) 3Zz3dyRay premiss
(3) VaFaxV~VzFx SI(LEM)
4 (4) [V Fz antagande
5 (5) Ey Ray antagande
6 (6) | Rab antagande
1 (7 Yy (Ray & (Fa & F'y))—a =y) 1 VE
1 (8) (Rab & (Fa & Fb))—a=b 7 VE
4 (9) Fa 4 VE
4 (10) ||| Fb 4 VE
4 (11) ||| Fa& Fb 9,10 &l
46 (12) ||| Rab& (Fa & Fb) 6,11 &I
146 (13) |||a=b 8,12 _E
14,6 (14) ||| Rbb 13,6 —E
14,6 (15) ||| Fb— Rbb 14 SI(PMI,)
1,46 (16) | 3z (Fz — Rax) 15 a1
145 (17) || 3 (Fo— Rax) 5,6,16 JE  [binte i (5),(16),(1),(4)]
124 (18) |3z (Fz— Rax) 2,517 JE  [ainte i (2),(17),(1),(4)]
19 (19) |~V Fx antagande
19 (20) |3z ~Fz 19 SI(QS)
21 (21) ~Fc antagande
21 (22) Fe— Ree 21 SI(PMI,)
21 (23) Jz (Fz— Rxx) 22 a1
19 (24) | 3w (Fr— Rax) 20,21,23 3B [cinte i (20)]
1,2 (25) 3z (Fz— Rax) 3,4,18,1924 VE

Slutsatsen pa rad (25) beror bara av premisserna pa rad (1) och (2), saken &r klar.

8) En relation R som gor py : Va Jy Rry och py : VaVyVz ((Rry & Rzy)— Rxz) sanna &r

e reflexiv, dvs Vz Rzx &r sann, ty for godtyckligt a finns enligt p; b sa att Rab &r
sann och fran po fas att (Rab & Rab) — Raa &r sann, sa Raa &r sann

e symmetrisk, dvs Va Vy (Rxy — Ryx) ar sann, ty om Rab dr sann, fas med reflex-
iviteten att Rbb & Rab &r sann och eftersom (Rbb & Rab) — Rba enligt py ir sann,
ar Rba sann, dvs Rab— Rba

e transitiv, dvs Vo VyVz ((Rzy & Ryz) — Rxz) &r sann, ty om Rab & Rbe ar sann
ger symmetrin att Rab & Rcb dr sann och eftersom (Rab & Rcb) — Rac enligt ps ar
sann, dr Rac sann, dvs (Rab & Rbc) — Rac

Svar: R ar reflexiv, symmetrisk och transitiv (dvs en ekvivalensrelation).

9) Vi har a ena sidan «): For nagot r galler p Er och ¢ E ~r och & den andra 8): p ¥ q.
«) &r sann precis om det inte finns nagon tolkning som gor bade p och ¢ sanna (om det
fanns en sadan skulle r och ~r vara sanna i den, omgjligt, om ingen finns duger p som r),
dvs precis om ¢ &r falsk for alla tolkningar som gor p sann.

() dr sann precis om ¢ ar falsk f6r nadgon tolkning som gor p sann.

Da giller o) # ), ty om p aldrig &r sann, dvs p dr A, & «) sann (r t.ex. ~¢ (eller A))
men f) falsk (ingen tolkning gor p sann).

Dessutom géller ) # «), ty det kan bade finnas tolkningar med p sann som gor ¢ sann och
sadana som gor ¢ falsk (t.ex. om p &r ~ A och ¢ dr A). Sadana tolkningar gor ) sann och
«) falsk. Svar: Nej, nej, dvs a) # 3) och 3) % «).

3



10) Vi skall visa att ur f(0) = 0, Va (f(S(z)) = f(x) vV f(S(z)) = S(f(z))) och Peanos
axiom foljer att Vo Jy f(x) +y = z, dvs Vz ¢px med ¢z som formeln Jy f(z) + y = x.

0 giller, eftersom £(0) +0 = £(0) "= 0, s& (med 31) Iy £(0) +y = 0.

Antag att ¢a géiller, dvs Jy f(a) + y = a, sa {or nagot b giller f(a) + b = a.

Enligt andra premissen géller f(S(a)) = f(a)V f(S(a)) = S(f(a)).

Med f(S(a)) = f(a) fas f(S(a)) +5(b) = f(a) +5(b) Fg S(f(a)+b) = S(a), si (3D) ¢S(a).
Med £(S(a)) = S(f(a)) fis F(S(a))+b = S(f(a)+b **" S(f(a)+b) Z S(a), sa () ¢S(a).
Déarmed (VE) ¢S(a), sa ¢pa— ¢S(a) for alla a, sa (VI) Va (¢px— ¢S(x)).

Sa ¢0 & Vz (px — ¢S(x)) géller och enligt axiom P7 (med n = 0) géller da Va ¢z, dvs det
onskade Va Jy f(x) + y = x, sa saken ar klar.

11) Vi skall visa att A& O~B, O(A—B) kg5 ~(CA—DOA).

Idé: Premiss 1 ger A, s ©A. Om O A géaller A i varje varld, sa med A— B i varje varld (premiss 2)
fas B i varje varld, vilket motséger ¢ ~ B fran premiss 1. Alltsa CA &~DO A, sa (SI) ~(CA—DOA).

1 (1) A&O~B premiss
2 (2) O(A—B) premiss
1 (3 A 1 &E
1 (4) oA 3 o1
5 (5) ‘oA antagande
5 (6) |A 5 OE
2 (1) |A—B 2 OE
25 (8) |B 7.6 ~E
1 (9 |©~B 1 &E
10 (10) [N B antagande
2,510 (11) || A 108  ~E
1,25 (12) | A 9,10,11 < E [(11),(2),(5) fullt modaliserade]
1,2 (13) ~0A 512 ~I
1,2 (14) ©A&~OA 413 &
1,2 (15) ~(CA—OA) 14 SI(Neg-Imp)

Slutsatsen pa sista raden beror bara av premisserna pa rad (1) och (2), sa saken ar klar.

12) Vi skall visa att OVa O 3y Qay Fgs OVz Iy < Quy.
Vi soker alltsa en tolkning som gor premissen sann och den ténkta slutsatsen falsk.
Premissen siger att for varje k€ D finns en vérld dar Qkl ar sann for ett dir existerande .
Slutsatsen sdger att i varje varld galler for alla o dar att det finns 7 i samma vérld sa att
@ st &r sann i nagon varld.
Vi kan utnyttja att o, 7 skall finnas i samma vérld for att finna den onskade tolkningen:
W={u",u}, D={a, B}, w*(D)={a}, u(D)= {8}, w[Q]={(3.a)}, ulQ)={(a, B)}.
Den gor ju
o OVx < dy Qry sann,
ty Qab &ar sann i u, dar § finns, och Qba ar sann i w*, dar « finns
o OV Jy O Quy falsk,
ty i bade w* och u finns bara ett element och Qaa och Qbb ar falska i alla varldar
Saken ar klar.

13) Vi skall visa att A—(~BV ~C) F; C—(B— ~A).

Lat som vanligt S vara méngden av informationstillstand, med rot « och ordning <, i en
intuitionistisk tolkning.

Antag att alF A— (~BV ~C). Vi skall visa att a IF C— (B— ~ A).

Lat o IF C for nagot o € S. Vi har att visa att o IF B— ~ A. Lat alltsa 7 I+ B for ett 7 > o,
da skall vi visa att 7IF ~A. Om v IF A {or ett v > 7, géller vIF~BV ~C (ty v > «), dvs
viF~BellervlF~C, men vl B (ty v >7) och vlFC (ty v > o), motsigelse.

Saledes far vi v ¥ A, sa 7 IF ~ A och ddrmed o IF B— ~A och alF C— (B— ~A).
Saken ar klar, vi har visast A—(~BV ~C) Ef C—(B— ~A).
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14) Vi skall visa att ~Va (Fx— Gz) ¥; Jx ~ Gz, {orstas genom att finna en tolkning sa
att a lF~Va (Fx— Gx) och a ¥ Iz ~Gx.

Att o« W 3z ~ Gz betyder att det for alla ® € dom(«) finns ett 0 € S med o IF G®. Om
a lF~Vo (Fr— Gzx) ocksa skall gélla, maste o ¥ Va (Fa — Gz), dvs det maste komma till
ytterligare element, eventuellt hogre upp i tradet.

Betrakta tolkningen (se fig.) S = {a, 5}, <= {{o, 5)},

dom(a) = {®}, dom(B) = {o, &},

warr(a) = Q, warr(ﬁ) = {<‘F7a ®>v <‘G77®>}' F@
Den ger: p @@ G:o

o alF~Vz (Fr—Gux), ty a, f ¥ Vo (Fx— Gx),
ty Bl FO—G®, ty 8- F® och 8 I G

t
e o dx ~Gux, ty a ¥ ~GO, a

ty BIF GO
Sa saken &r klar, vi har visat ~Vz (Fz — Gz) ¥r Jx ~Gex.

15) Villkoret pa I och A att det i varje tolkning skall finnas p € T och ¢ € A med samma
sanningsvérde, innebér precis att ¥ = {~(p—¢q) | p € I, ¢ € A} saknar modell.

Enligt kompakthetssatsen finns det en dndlig ¥’ C ¥ som ocksa saknar modell. Om vi later
I och A’ vara mangderna av sentenser i I' resp. A som forekommer i ¥/, kommer méngden
{~(p=q)|peTl’,qe A’} att innehalla ', s den saknar ocksad modell.

Tydligen &r IV och A’ dndliga delméngder till T och A som har den 6nskade egenskapen.
Saken ar klar.

16) Vi skall avgora om sentensen VX Ju(Vru(z) # = & Ve Vy (Xzu(y) < Xu(x)y)) r en
tautologi, betingat sann eller en kontradiktion.

Den &r sann i en tolkning (dvs for en viss domén D) precis om det {6r varje val av Ext(R)
finns Ref(f) sa att Vo f(z) # = & Ve Vy (Rxf(y) < Rf(x)y) &r sann.

Om |D| =1, &r Vz f(z) # « falsk, sa sentensen falsk.

Om |D| > 2, tag ett a € D och valj Ext(R) = {{(a,0) | ¢ € D}, dvs Rkl sann precis
om k = a dr det. D& &r Raf(t) sann och Rf(a)t falsk for alla 7 € D och alla tillatna f
(f(a) # a, ju), sa Raf(t)«— Rf(a)t falsk for alla t, sa Va Vy (Rxf(y) <> Rf(z)y) ar falsk.
Den givna sentensen ar alltsa falsk for alla D, sa svar: Sentensen dr en kontradiktion.
(Om man tillater D = &, vilket vi inte gor i den hér kursen, &r sentensen sann da (varfor?).)



