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1) A sidger: C ar kung, B siger: A dr kung, C siger: jag ir kung. A kan inte vara kungen, ty da
vore hans pastaende falskt. Vi finner d& att B inte heller kan vara kung. Allts& dr C kung, vilket
stammer med hans pastdende. Alltsd ar A:s pastdende sant, vilket visar att han méaste vara blar.
Aterstar att konstatera att narren maste vara B, vilket stimmer med hans pastaende.

Svar: A ir blar, B narr och C kung.

2) Att visa: B—~C, ~(A&(C) - A—~B.

1 (1) B-=C premiss
2 (2) ~(A&C) premiss
3 3 A4 antagande
4 (4) B antagande
14 (5) C 14 —E
1,34 (6) A&C 35 &I
1,234 () A 26 ~E
1,23 (8) ~B 47 ~1
1,2 (9) A-~B 38 -
Slutsatsen pa rad (9) beror bara av premisserna pé raderna (1) och (2), sd hiirledningen &r klar.

3) For att avgéra om Vz Pz V ~3JzPx E VaVy(Pz— Py) giller, sdker vi med
tablametoden ett motexempel, dvs en tolkning som gor premissen sann och slutsatsen falsk:

I tablan vixlar faserna enligt: T: VePzr—3zQx +/
satslogiska 1:;5 F: Jz(Pr—Qx) a4
T3, FVY 2,3
TV, F3 4 T
1F - Vx Px Vs 1T Jdx Qx Vs
4F: Pa Vo 3T : Qa Vb
aF: Pa—Qa +/; sF i (Pa—Qa) /5
5T : Pa 5T : Pa
QF : Qa QF : Qa
+ +

Tablan sluter sig, s& pastaendet giller.

4) Att visa: 3z (Pr— Qx) + Vo Pr— 3z Qu.
Strategi: Anta Vo Px och anta Pa — Qa (fér JE). Vi hirleder Qa, och sedan med 31 Jz Qx, varpad JE
fungerar etc.

1 (1) 3z (Pr—Qz)  premiss
2 (2) VaPzx antagande
3 (38) Pa—Qa antagande
2 (4) Pa 2 VE
23 (5) Qa 34 VE
2,3 (6) JzQu 5 a1
1,2 (7)) FzQx 1,3,6 dE [aintei (1),(2),(6)]

1 (8) VexPr—IxQx 2,7 I

Slutsatsen pa rad (8) beror bara av premissen pa rad (1), sa saken &r klar.



5) 1. "Varje kung avskyr alla andra kungar.”

dvs "For varje x galler att om = ar kung, s& géller for alla y, att om y &r kung och ar skild fran z,
s& avskyr x y.”

s& Svar: Vo (Kz—Vy (Ky & y # z) — Azxy))

2. "Ingen narr avskyr alla kungar som avskyr sig sjalv.”

dvs "Det finns inget x sddant att x &r narr och for alla y géller att om y &r kung och y avskyr v,
s& avskyr x y.”

s& Svar: ~3Jz (Nz & Vy (Ky & Ayy) — Axy))

Logiskt ekvivalenta varianter &r forstas maojliga.

6) Vi skall visa att Va (Rza V Vy ~ Rxy), Vo Jy (z # y & Rzy), Ve VyVz ((Raxy & Ryz) — Rxz) ¥
Vz Rxx. Pastaendet visas av en tolkning som gdr de vinstra sentenserna sanna och den hogra falsk.
Genom att rita riktade grafer eller pd annat sitt finner vi att tolkningen

D ={a,B8,7},  Ext(R) ={(xa), (o 0),(8,8)(8,a),(v,), (v, 8)} gor
Va (Rxa V Yy ~ Rxy) sann, ty Raa, Rba och Rca ar alla sanna

Va Jy (x # y & Rxy) sann, ty Rab, Rba och Rca #r alla sanna

Va VyVz ((Rxy & Ryz) — Rxz) sann, ty i alla fall dir Rtu och Ruv

dr sanna ar ocksd Rtv sann (kontrollera tio fall)
e Vx Rxx falsk, ty Rcc ar falsk.
Saken &r klar.

7) Att visa: Vo Vy (Pry— ~Pyz), 3z Jy Pxy + JxJyz # y.
Idé: Tva antaganden for JE ger oss Pab. Antag nu a = b. Vi hirleder Pbb, varefter vi med hjilp av
forsta premissen far en motséigelse. Detta ger a # b, varpd tva JI ger dz Jy x # y. Tva JE avslutar sedan

hérledningen.
1 (1) VaVy(Paxy— ~Pyx) premiss
2 (2) 3FJx3yPuxy premiss
3 (3) 3JyPay antagande
4 (4) Pab antagande
5 (5) a=b antagande
45 (6) Pbb 45  —FE
1 (7)) Vy(Pby— ~Pyb) 1 VE
1 (8 Pbb— ~Pbb 7 VE
145 (9) ~Pbb 86  —E
1,45 (10) & 9,6 ~E
14 (11) a#b 510  ~I
1,4 (12) 3Fya#y 11 I
1,4 (13) FzIyxz Ay 12 dI
1,3 (14) FzIyxz#y 3,4,13 JE [bintei (1),(3),(13)]
1,2 (15) Fzdyxz#vy 2,3,14 JE [aintei (1),(2),(14)]

Slutsatsen pa rad (15) beror bara av premisserna pa rad (1) och (2), s& saken &r klar.
8) Se nista sida.

9) Vi betraktar pastdendena «) pE ¢ = p E r och 8) pE g—r.

Om vi t.ex. tar p = ~A, ¢ = A, och r = A, s& blir ) uppfyllt (eftersom p F ¢ inte giller, vilket
framgar av tolkning dir A dr falsk), medan () ej blir uppfyllt (vilket framgar av tolkning diar A
ar sann).

Anta & andra sidan att 3) dr uppfyllt, dvs att p F ¢—r géller. Om nu p F ¢ giller, s& blir bade
q— 1 och g sanna, och dirmed 7 sann, i varje tolkning som gér p sann, varfér p F r géller, och
alltsd «) blir uppfyllt.

SVAR: «) = () giller inte, §) = «) giller.



8) Vi soker en tolkning som gor bade

Vedydz(Rezy & Rrz & z #y & z # 2 & y # z) och
VaVy (Rry— ~ Ryx) sann. // \\:

Den forsta sentensen séiger, uttryckt med ”punkter och pilar”,

att det fran varje punkt gar minst tva pilar till andra punkter,

den andra att inga pilar &r dubbelriktade.

Det racker tydligen att som D ta fem personer som sitter kring e——»eo

ett bord och 18ta Rxzy ges av "Ref(x) har Ref(y) hogst tva steg e’ &)

till héger om sig”.

Mer abstrakt: D = {«, 3,7, 9, ¢},

Ext(R) = {{a, 8), (,7), (B,7), (B, 0), (7,0), (7, €), (6, €), (0, ), (¢, ), (e, ) } (se fig.)

Denna tolkning gor tydligen badda sentenserna sanna. Med o#dndlig domén finns t.ex. tolkningen
D = N (naturliga talen) och R tolkad som <.

(Att det behdvs minst 5 element i doménen for att gora badda sentenserna sanna ses av att det for en
domén med n element méaste vara minst 2n pilar (tva fran varje element) och att det finns w st par
av olika element. 2n < w ger 5 <n (da n>0).)

10) Lat ¢x vara formeln S(z) # x. Vi skall visa Vz ¢z.

Enligt axiom P3 giller (VE) S(0) # 0, dvs ¢0.

Enligt axiom P1 galler (VE tva ganger) S(S(a)) = S(a) — S(a) = a och allts& (med SI(MT))
att S(a) # a — S(S(a)) # S(a), dvs ¢pa — ¢S(a). Eftersom detta géller for alla a, fas (VI)
Vz (px— ¢S(x)).

S& 0 & Vo (¢px— ¢S(x)) giller och enligt axiom P7 (med n = 0) Vz ¢z, dvs det vi skulle visa.

11) Vi skall visa att O(CA—B) kg5 O(A—0OB).

Idé: Antag A och f6rsok hirleda OB och f& A— OB med beroende endast p& premissen, som ar F.M. (full-
standigt modaliserad). Fran A fas ¢ A och darefter, med anvindning av premissen, B. Har finns emellertid
ett beroende pa antagandet A som inte &r F.M., s& vi kan inte nu harleda OB. Situationen rdddas av att
efter hirledningen av ©A anta ¢A och gi via en max-formel CA— OB.

1 (1) O(CA—B) premiss

2 (2) A antagande
2 (3) oA 2 ol
4 (4) ©A antagande
1 (5) ©A—B 1 OE
14 (6) B 54 —F
1,4 (7) OB 6 OI [(1) och (4) fullt modaliserade]
1 (8) ©A—OB 47 —i
1,2 (9) OB 83 —FE
1 (10) A—OB 37 —I

1 (11) O(A—0OB) 10 0O [(1) fullt modaliserad]
Eftersom slutsatsen pa sista raden bara beror av premissen pé rad (1), 4r hirledningen klar.

12) Vi skall visa att ~ O3z (z = z), Vo OPx, OVe 0OQz Fgs O3z (Pr— Q).

Vi soker alltsd en tolkning som gér premisserna sanna och den hogra sentensen falsk. Att den
hogra sentensen &r falsk betyder att det finns en vérld, prova t.ex. med w*, dar 3z (Px — Qx) ar
falsk, dvs for varje t i w*(D) &r Pt sann och @t falsk. Den forsta premissen siger att w(D) &r
icke-tom for alla védrldar w. Enligt premiss tva dr Pt sann i alla varldar for alla ¢ i w*(D). Den
tredje premissen siger att det finns nagon virld u sddan att Qt &r sann i alla varldar for alla t i (D).

Betrakta alltsd tolkningen: W = {w*,u}, D = {a, 5}, w*(D)={a}, u(D)= {5},
w*[P] = u[P] = {a}, w*[Q] = u[Q] = {B}.

Den visar pastaendet, ty i den géller att



O3z (z = x) &r sann, ty Jz (z = x) giller i alla viirldar, ty a = a géller i w* och o € w* (D),
och b = b géller i u och 3 € u(D),

Vz OPz &r sann, ty w*(D) = {a} och Pa &r sann i alla vérldar.

e OV OQx ar sann, ty Va OQx &r sann i u, ty u(D) = {8} och Qb &r sann i alla vérldar.

03z (Px — Qx) ar falsk, ty dx (Px — Qx) &r falsk i w*, ty w*(D) = {a} och Pa— Qa &r
falsk i w*, ty Pa ar sann och Qa falsk i w*.

13) Vi skall visa att ~A V B F; A— B.

L&t som vanligt S vara mangden av informationstillstdnd, med rot a och ordning <, i en intuitio-
nistisk tolkning.

Antag att o IF ~A VvV B. Det betyder att o IF ~ A eller « I+ B. I det forsta fallet géller o ¥ A
for alla o € S och i det andra fallet géller o IF B for alla ¢ € S. Saledes géller fér varje o € S att
ol A = ol B, och detta betyder att o IF A— B. Vi har darmed visat ~A V B F; A— B,
och saken ar klar.

14) En hérledning Vz 3y (Px V Qy) F JyVz (Pz V Qy) med naturlig deduktion utan regeln
DN, skulle vara en hérledning i NJ, ett sunt system for intuitionistisk logik. Det skulle alltsa gélla
Vady (Px V Qy) E; JyVaz (Px V Qy).

Men tolkningen (se fig.) S = {«, 6}, <= {{o, 8)}, P:o
dom(a) = {®}, dom(B) ={0e,6}, s Q:o
warr(ar) = {('P’, ©)}, warr(8) = {(‘P’, ), ('Q",©)} ger:
e o IF Vzdy(Pz VvV Qy),
ty a, 8 IF Jy (PO V Qy)och g I Jy(Po V Qy), P o
tya IF PO V QO, ty alF PO QQ:@

och B IF PO V Qooch 3 IF PS V Qo, ty B1F Qo

e a ¥ JyVa (Px V Qy),
ty a W Vo (Px V QO),ty 8 ¥ PS V Q0.

visar att Vo Jy (Px V Qy) ¥; JyVz (Pz V Qy) och hirledningen maste anvinda DN.

15) I har ingen modell, eftersom varje tolkning gér nigon sentens i I' falsk. Alltsa finns enligt
kompakthetssatsen ngon dndlig delméngd I'; av I som saknar modell, dvs varje tolkning gér na-
gon sentens i I'y falsk. (~)I" har inte heller ndgon modell, eftersom varje tolkning goér ndgon sentens
i I sann, dvs nagon sentens i (VT falsk ((~T dr den sentensmingd som fis genom att negera alla
sentenser i I'). Alltsa finns ndgon dndlig delméngd I's av I' sddan att (~)I'y saknar modell, dvs
varje tolkning gor nigon sentens i (~)I'y falsk, dvs nagon sentens i I'y sann. Allts& ar ' =T, Ul
en dndlig delméngd av I' sddan att varje tolkning gbér nagon sentens i I sann och négon falsk.
Saken &r klar.

16) Den givna sentensen VX JuVx (u(u(z)) # x < Xz) &r sann precis om det f6r varje
delmingd M (= Ext(X)) till dom&nen D finns en funktion f sddan att

f(f@) #z —= zeM (1)

Om M é&r en dkta delmingd av D (dvs M &r inte hela D), sa definierar vi f si har:
a omx € M

ta ett element a € D\ M och sitt f(z) =
a ett elemen: \ M och sitt f(z) romzx€e D\ M

. D4 giller tydligen (1), och detta

fungerar for varje D.

Aterstér att se om vi kan hitta en funktion f som uppfyller (1) d& M = D. Det gér inte om |D| = 1
eller 2 (|D| betecknar antalet element i D). Ty d& finns antingen en fixpunkt = (dvs f(z) = z) och
ddrmed en punkt som uppfyller f(f(x)) = z, eller sd har vi situationen f(a) = b och f(b) = a,
varvid f(f(z)) = = galler for x = a och = = b.

Om |D| > 3, s& definierar vi f s& hér:

valj tre element a,b,c i D och sétt f(a) = b, f(b) = ¢, f(¢) = a, f(x) = a for Svriga x. D4 giller (1)
for f, sa vi far

Svar: Tolkningar med minst 3 element i doménen.



