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Losningsforslag

1. Antag till att borja med att A &r kung och gor ett sant pastdende. D4 ar
B:s pastdende sant (eftersom om ”A &r narr” dr falskt si blir "om A &r
narr s ...” sant). Alltsd méaste B vara kung och ddrmed &r A:s pastdende
sant oavsett om C &dr kung eller ej (eftersom "B ar kung” ar sant si &r
pastaendet "Om C ar kung s& &r B kung” sant oavsett om pastaendet ”C
ar kung” ar sant eller ej). Alltsé kan vi inte avgdra vad C &r i detta fall.

Antag nu istéllet att A &r narr och gor ett falskt pastdende. D& méste
C vara kung och B vara narr (eftersom péstdendet "Om C &r kung s ar
B kung” ar falskt sa maste ”C &r kung” vara sant men "B &r kung” vara
falskt). Darmed dr Bs pastéende falskt s3 A och C dr narrar. Detta &r
omdjligt eftersom vi vet att C dr kung i detta fall.

Alltsa: A och B maste vara kungar, men det gar inte att avgora vad C &r.

2. 1 (1) Av~B premiss
2 (2) A—-~C premiss
3 (3) c antagande
4 (4 A antagande
5 (5) B antagande
24 (6) ~C 24 —E
2,34 (7) A 6,3 ~E
234 (8 || ~B 5,7 ~1
9 (9 ENB antagande
1,23 (10) | ~B 1,4,8,9,9 VE
12 (11) C— ~B 1,2 I
3. T:3zx(Rz— (PzVQ2)) Vi Eftersom tablan inte sluter sig sa
T:Ve(Re& ~Qx)  3:0 4 giller inte logisk f6ljd. En tolkning
F:VaPr /y, . .
| som gOr premisserna sanna men
1:T:Ra— (PaVQa) +/s slutsatsen falsk utldses ur en 6ppen
2:F: Pb gren som
3:T:Ra& ~Qa /g
4:T:Rb& ~Qb +/; PQR
o+ — +
5:F: Ra 5:T:PaVQa +/ Pl= -+
6:T: Ra 6:T: Ra det vill siga
6:T: ~Qa 6:T: ~Qa /g
x 7:T:Rb D = {«, 3}
7T ~Qb Vo Ext(P) = {a}
Ext(Q) = o
5.F.Qa 9:F:0n Ext(R) = {a. B}.
10:F: Qb X



4. 1 (1) Vz(Fzr— ~Gz) premmiss
2 (2 Vo Fz antagande
3 3 [ErYer: antagande
4 (4 [ Ga antagande
1 () Fa — ~Ga 1VE
2 (6) Fa 2 VE
1,2 (7) ~Ga 5,6 —E
1,24 (8) ||| A 74 ~E
1,23  (9) | A 3,4,8 IE (a ej pa rad 1,2,3,8)
1,2 (10) | ~3xGzx 39 ~1
1 (11) VaFz— ~3zGx 2,10 —I

5. a) “Alla maskerade banditer uppfyller ...” Gversétts
Vo (Mz& Bzx) — ...).
Att 7z fruktar minst tva sheriffer” Gversitts
JyIz(y #£ 2&Sy& Sz& Fay & Fuz).
Alltsa blir svaret

Ve (Mx& Bx) — JyJz(y # 2& Sy& Sz & Fay & Fzz)) .

b) "Det finns inte nigon sheriff” Gversdtts ~ Jx Sz. “Alla banditer &r
omaskerade” oversétts Vo (Bx — ~ Mx). "For att A ar det nédvandigt
att B” ar detsamma som att B &r ett nodvindigt villkor for A och
oversétts A — B. Alltsa blir svaret

~3x Sz — Vo (Bx — ~Mzx).

6. Lat oss gora en grafisk tolkning med punkter och pilar. Den forsta senten-
sen, dz Vy ~ Ryx, sdger att den finns en punkt till vilken det inte gar nagra
pilar. Den andra sentensen, Va 3y ~ Rxy, sdger att ingen punkt har en pil
till alla punkter och den tredje sentensen, Vx 3y 3z (y # z & Rry & Rxz)
siger att fran varje punkt gar minst tva pilar. En graf som uppfyller alla
dessa tre pastdenden &r

PN

° :;““’) °
och dirmed ges en modell av tolkningen

D= {aaﬁa/y} EXt(R) = {<a7ﬁ>7 <aa’7>7 <ﬁaﬁ>’ <ﬁ7'7>7 <’77ﬁ>’ <'7,7>}'



7. 1 (1) 3FxVy(RxyV Ryzx) Premiss
2 (2) VaVz(Rzz— JyRyx) Premiss
3 (3 TVy (Ray V Rya) Antagande
3 (4) | RabV Rba 3 VE
5 () | Rab Antagande
5 (6) | Iy Ryb 531
7 (7 | Rba Antagande
2 (8) Vz (Rbz — Jy Ryb) 2 VE
2 (9 Rba — Jy Ryb 8 VE
2,7 (10) || 3yRybd 9,7 —E
2,3 (11) |3y Ryb 4,5,6,7,10 VE
2,3 (12) |Ve3dyRyx 11 VI (b ej pa rad 2,3)
1,2 (13) Vz3IyRyx 1,3,12 JE (a ej parad 1, 2, 12)

8. Eftersom en ekvivalensrelation dr en relation som dr reflexiv, symmetrisk
och transitiv s& gor den grafiska tolkningen med punkter och pilar fragan
till den om varje graf som &r reflexiv (alla punkter har en pil till sig sjélv),
transitiv (om det gar en pil fran a till b och fran b till ¢ sd maste det
ga en pil fran a till ¢) och uppfyller V& 3y 3z (y # 2 & Rry & Rxz) (frén
varje punkt gar minst tva pilar) maste vara symmetrisk (for varje pil finns
en pil at andra hallet), och att svaret ar nej visas av foljande graf som
ar reflexiv, transitiv, uppfyller Vo 3y 3z (y # 2 & Rxy & Rxz) men inte r
symmetrisk:

Svaret ar alltsd nej och ett motexempel ges av tolkningen
D ={a, 8,7} Ext(R) = {(a,a), (e, B), (. 7), (B, 8),(B,7), (. 8): (v, 1) }-

9. Notera forst att om vi later p vara sentensen ~ A s& finns det ingen
tolkning i vilken sentensen ~ (p& p) &r sann (den sistndmnda sentensen
ar ju logiskt ekvivalent med A). Alltsd giller inte pastdendet Zpp for
detta val av p. Alltsd ar relationen Z inte reflexiv.

Vidare, tag godtyckliga sentenser p och ¢ och antag att #pq. Da finns
det en tolkning i vilken sentensen ~ (p & q) ar sann. I samma tolkning &r
naturligtvis sentensen ~ (g & p) sann och i synnerhet finns det en tolkning
i vilken ~ (q&p) ar sant. Detta betyder att Zqgp. Alltsd har vi visat att
om Zpq sa Zqp, och eftersom p och ¢ var godtyckliga sa géller detta for
alla sentenser p och ¢. Alltsa ar relationen % symmetrisk.

Till sist, 14t p och r bada vara sentensen ~ A och 1at ¢ vara sentensen A.
Det finns uppenbarligen en tolkning dér sentensen ~ (~ A & A) &r sann



10.

11.

(ndmligen tolkningen dér A &ar falsk) och darmed géller #pg. P4 samma
satt giller Zqr. Men daremot giller inte Zpr eftersom det inte finns nagon
tolkning dér ~(~ A & ~ A) &r sant. Alltsa &r relationen Z inte transitiv.

Tag ett godtyckligt a. Lat oss visa med induktion att Vy S(a)+y = S(a+vy).
Lat ¢y beteckna formeln S(a) +y = S(a + y)-
Basfall: Vi har att

P3

S(a)+0 2 S(a) 2 S(a+0).

Alltsa galler S(a) +0 = S(a + 0), det vill sdga ¢0.

Induktionssteg: Lat b vara godtycklig och antag att ¢b géaller, det vill
saga att
S(a)+b=S(a+b). ()

Nu foljer
S(a) + 5(b) 2 5(S(a) +b) 2 S(S(a+b) 2 S+ Sb)),

det vill siga att S(a) + S(b) = S(a + S(b)), vilket &r precis ¢S(b). Alltsa
har vi visat att ¢b — ¢S(b), och eftersom b var godtycklig s foljer det att
Yy (¢y — ¢S(y)).

Vi har alltsa visat ¢0& Vy (¢py — ¢S(y)) och om vi nu anvinder induk-
tionsprincipen (P7) s& far vi att Vy ¢y, det vill siga att

Yy S(a) +y = S(a+y).

Eftersom a var godtycklig sa foljer det att Vo Vy S(z) +y = S(z + y).

1 (1) 0O~A premiss
2 (2) O~B premiss
3 (3 ?>(A Vv ©B) antagande
4 (4) AV OB antagande
5 (5) A antagande
1 (6) ~A 10E
15 (7)) ||| A 6,5 ~E
8 (8) oB antagande
9 (9 B antagande
2 (10) ~B 2 OE
2,9 (11) A 10,9 ~E
28 (12) A 8,9,11 OE (rad 2 fullt modaliserad)
1,24 (13) || 4,5,7,8,11 VE
1,23 (14) | A 3,4,13 OE (rad 1 och 2 fullt modaliserade)
12 (15) ~O(AVOB) 3,14 ~1



12.

13.

14.

Betrakta foljande tolkning i modal predikatlogik:

{o} {a}
F:{a} F:.o

Eftersom u(F) = @ s& ar sentensen 3z Fx falsk i virlden u. Det betyder
att dx Fo — Vax OFx &r sant i vérlden u. Alltsd finns det en vérld dér
detta ar sant s& O(Jz Fx — Vo OFx) ar sant (i den verkliga varlden w*).

Vidare dr ©OFa sant i virlden v (eftersom Fa &r sant i nigon virld),
sa Jx OFx &r sant i virlden w. Men OFqa &r inte sant i virlden u (ef-
tersom Fa dr falskt i ndgon virld), si VaOFx ar falskt i virlden u. Alltsa
ar Jx OFz — Vo OFz falskt i vérlden u. P4 samma sétt visar man att
Jx OFx — Vo OFz &r falskt i virlden w*, och dérmed dr O(Jx OFx —
Vo OFz) falskt — det vill séga falskt i den verkliga vérlden w*, eftersom
sentensen dr falsk i alla vérldar.

Betrakta foljande intuitionistiska tolkning:
peA,B v

(0%

Vi har att a ¥ ~ ~ A (eftersom ~ I ~ A), att v ¥ ~ ~ A (eftersom
vIF ~A), att 8 IF ~ ~ A (eftersom inget tillstdind o > [ uppfyller
o IF ~ A) och att 5 I B. Alltsd har vi att alla tillstind ¢ > o som
uppfyller o I ~~ A (det ar bara 8 som uppfyller detta) ocksa uppfyller
o Ik B. Detta betyder att o IF ~~A — B.

Vidare har vi att a ¥ ~ A (eftersom I A) och att o ¥ B. Alltsa giller
al¥ ~AVB.

Betrakta foljande intuitionistiska tolkning:

a F.o

Vi har att o ¥ Jdx F'z. Vidare har vi att § IF 3z Fx, men ocksa att 5 IF
Jx ~ Fx (det senare giller eftersom 3 |- ~ F'[0). Alltsa har vi visat att alla
tillstand o > a som uppfyller o IF 3z Fxr ocksd uppfyller o IF Jz ~ Fz.
Detta betyder att |- 3z Fx — Jx ~ Fx.

Dessutom har vi att o W 3z Fz (eftersom o ¥ FO) och a ¥ Jx ~ Fx
(eftersom a ¥ ~F0O da g I+ FO), vilket visar att o ¥ 3 Fa vV 3z ~ Fz.



15.

16.

Lat Q =T U A. Det givna villkoret betyder att €2 saknar modeller. Enligt
kompakthetssatsen finns det en #ndlig delmingd Q' till  som saknar
modeller. Vi kan naturligtvis skriva Q' = I U A’ dér TV ar en &ndlig
delméngd till T och A’ &r en &ndlig delméngd till A.

Tag nu en modell .# {or T'. Denna tolkning &r dven en modell f6r IV och
eftersom ' = [YUA' saknar modeller sa méaste det finnas en sentens p € A’
som &r falsk i tolkningen .#. Darmed dr A’ den méngd vars existens skulle
visas.

Den dr sann precis i de tolkningar vars individdomé&n bestar av exakt en
individ. Lat oss bevisa detta pastiende.

Till att borja med, betrakta en tolkning vars individdoman D bestéar av
exakt en individ. Utan inskrdnkning kan vi skriva D = {a}. Betrakta det
tvastalliga predikatet F' och utdka tolkningen med Ext(F) = {{(«a, o) }. Vi
ser att Vo Fxx dr sant i denna tolkning. Eftersom D bara innehaller «
finns det bara en funktion f : D — D, ndmligen den som definieras av
att f(a) = a. I synnerhet har vi att Vz f(z) = = i detta fall. Det foljer
att sentensen Va Fzx < Vz f(x) = x &r sann och eftersom f var den enda
ténkbara funktionen D — D s& foljer det att Vu (Vz Fax < Vzu(z) = x)
och ddrmed att 3X Vu (Vz Xxx < Vzu(r) = x) dr sant i denna tolkning.

Betrakta nu istéllet en tolkning vars domén D innehéller mer dn en individ.
Det finns alltsd individer o, 3 € D med « # (3. Betrakta predikatet F’
och tag en godtycklig Ext(F'). Vi har tva fall: Antingen géller Vo Fzx i
tolkningen, eller sa giller det inte.

I det forsta fallet kan vi betrakta en funktion f : D — D som uppfyller
f(a) = (. I synnerhet &r Vz f(x) = x falskt i denna tokning och eftersom
Vx Fxx var sant s dr sentensen Vi Fzx < Vx f(x) = x falsk i denna
tolkning. Detta betyder att sentensen Vu (Vz Fzx < Yz u(z) = x) &r falsk
i tolkningen.

I det andra fallet kan vi lata funktionen g : D — D defineras av att
g(&) = ¢ for alla & € D. D3 har vi att Va g(z) = x, men eftersom Vo Faax
var falskt i detta fall s &r sentensen Vz Faxx < Vr g(x) = x falsk i denna
tolkning. I synnerhet ar sentensen Vu (Vx Fzz « Vru(z) = x) falsk i
tolkningen.

Alltsa har vi visat att oavsett vilket Ext(F') vi vélljer sa blir Vu (Vo Frz <
Vxu(x) = x) falsk i tolkningen. Alltsd &r sentensen 31X Vu (Va Xzz «
Va u(x) = z) falsk i denna tolkning.



