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1) Det ar klart att A och B antingen bada talar sanning eller bada ljuger. I det forsta fallet skulle
A och B vara kungar, men da &r deras uttalanden falska, vilket &r omdsjligt. Alltsd dr A och B
narrar. Eftersom de ljuger maste ocks& C vara narr,

Svar: A, B och C &r alla tre narrar.

2) Att visa: - (A—B) vV (B—A).
Héirledningen blir nog enklast om vi bérjar med BV ~B  (SI(LEM)).

(1) BV ~B SI(LEM)
2 (2) B antagande
2 (3) A—B 2 SI(PMI)
2 (4) (A-B)V(B—A) 3 VI
5 (5) ~B antagande
5 (6) B—A 5 SI(PMI)
5 (1) (A—-B)Vv(B—A4) 6 VI

8) (A—B)V(B—A) 12457 VE

Slutsatsen pa rad (8) beror inte av nagonting, s saken &r klar.

3) Att visa: Jx (Px V Qx), Vo (Pr—Qx) F Iz Q.
Idé: Rakt fram. Borja med ett antagande for JE.

1 (1) Jz(Pz VQx) premiss
2 (2) Va(Px—Qx) premiss
3 (8) PaVvQa antagande
4 (4) Pa antagande
2 (5) Pa—Qa 2 VE
24 (6) Qu 5,4 _E
7 (7)) Qa antagande
23 (8) Qu 346,77 VE
23 (9 JzQx 8 a1
1,2 (10) 3JzQu 1,3,9 IE o inte i (1),(2),(9)]

Slutsatsen pa rad (10) beror bara av premisserna pa rad (1) och (2), sa saken &r klar.

4) Vi skall visa att Vo Pr— 3y Qy ¥ Vz Iy (Px— Qy).

Pastaendet visas av en tolkning som gor den vinstra sentensen sann och den hogra falsk. For att
Va Jy (Px — Qy) skall vara falsk, maste det dels finnas ett element, « siig, med Pa sann, dels maste
Ext(Q) vara tom. For att di fa Vo Px — Jy Qy sann maste vi ha att Vo Pz ar falsk. Det krivs
alltsd ett element till i doménen, kalla det 3, med Pb falsk.

Vi ser att tolkningen D = {«,(}, Ext(P)={a}, Ext(Q)=o gor:

e Vr Pr— dy Qy sann, ty Vx Px ar falsk, eftersom Pb &r falsk.

e Vx 3y (Pz — Qy) falsk, ty Jy (Pa— Qy) ar falsk, eftersom Pa — Qa och Pa— Qb bada ar
falska, ty Pa dr sann och QQa och Qb falska.

Saken ar klar.

5) 1. "Nagon potatis har &tits av ndgon gris, trots att den ansigs oitlig av nagon gris.”

dvs ”det finns en potatis z sddan att det finns en gris y som har &tit x och det finns en gris z som
ansag att x var oatlig”,

s& svar: dz (Px & Jy (Gy & Hyzx) & 32 (Gz & Azx)).

2. "De potatisar som ansags odtliga av minst tva grisar, ansags odtliga av alla grisar.”

dvs "For varje potatis x géller: om det finns tva skilda grisar y och z som ansag att = var oéitlig,
s& giller for varje gris w att w ansag = vara odtlig.”

s& svar: Vo (Px— (Jy 3z (Gy & Gz & y # 2 & Ayx & Azz) —Vw (Gw— Awx))).

Logiskt ekvivalenta varianter &r mdjliga.



6) For att avgora om
Va Pz V Qa,3x (Pr—Qz) F JxQx

soker vi motexempel (tolkningar som T: VzPrVQa
gér premissen sann och slutsatsen T: 3z(Pr—Qux) \/; b
falsk). F: Jz Qx as, by

I tabldn viaxlar de tre faserna sa: /\

1. Satslogiska 1,7 1 T: VzPxr asbg 1 T Qa
2. T4, FY 2 2 T: Pb—Qb +/; 2 T Pb—Qb
3. TV, F34 3-6 3 F: Qa 3 F Qa
Tablan sluter sig, s& 4 I Qb 4 F @b
slutledningen &ar giltig. 5 T Pa X
6 T: Pb
7 F: Pb 7 T Qb
X X

7) Galler Vo VyVz ((Rxy & Ryz) — Rzx), Vo Jy Rey F Vy3x Ray ?

Uttryckt med “punkter och pilar”, s siger slutsatsen att till varje punkt gdr minst en pil. Ta
en godtycklig punkt a. Enligt den andra premissen finns en pil fran a till ndgon punkt b, och en
pil fran b till ndgon punkt ¢ (ev. kan nagra av a,b,c sammanfalla). Den forsta premissen ger da att
det gar en pil fran c till a, och eftersom a var en godtycklig punkt finner vi att slutsatsen foljer av
premisserna.

Ett bevis med naturlig deduktion foljer ovanstaende resonemang (borja med tvd anvindningar
av den andra premissen osv.):

1 (1) VaVyVz((Rzxy& Ryz)— Rzx) premiss
2 (2) Vaz3dyRzy premiss
2  (3) 3JyRay 2 VE
4 (4) Rab antagande
2 (5) 3JyRby 2 VE
6 (6) Rbc antagande
1 (1) VyVz((Ray & Ryz)— Rza) 1 VE
1 (8) Vz((Rab& Rbz)— Rza) 7 VE
1 (9) (Rab& Rbc)— Rca 8 VE
4,6 (10) Rab& Rbe 4,6 &I
1,4,6 (11) Rca 9,10 —E
1,4,6 (12) 3Jz Rza 11 I
1,24 (13) 3z Rza 56,12 JE [cintei (1),(4),(5),(12)]
1,2 (14) 3z Rza 3,4,13 JE [bintei (1),(2),(3),(13)]
1,2 (15) Vy3z Rxy 14 vI [a inte i (1),(2)]

Slutsatsen pa rad (15) beror bara av premisserna pd rad (1) och (2), s& vi far

Svar: Slutledningen &ar korrekt.



8) Vi soker en tolkning med &ndlig domén D som gor Vo ~ Rz,

Vo Vy (Rzy — ~ Ryx), VxVyVz ((Rry & Ryz) — ~ Rxz) och v
Vz Jy Rry sanna. o
Vi formulerar tolkningar med ”punkter och pilar”. Starta med en
godtycklig punkt «. Den fjarde sentensen siger att fran varje
p.unkf utgér ndgon pil. Dra.en pil fran « till en punkt §. En- ° °
ligt forsta sentensen méste vi ha 8 # a. @ 3

Dra en pil fran £ till en punkt . Enligt de tva forsta sentenserna
maste v # § och v # a. Dra en pil fran v till en punkt §. Enligt

de tva forsta sentenserna maste 0 vara skild fran v och 3, men vi
kan ha § = a. Detta val ger en tolkning som vi ser satisfierar alla
fyra villkoren.

(Anm.: den forsta sentensen ar egentligen 6verflodig eftersom den ar en
f6ljd av den andra.)

Mer abstrakt: D = {a, 8,7}, Ext(R) = {{a, 5), (3,7), (7, @)} (se fig.)
Denna tolkning gér tydligen alla fyra sentenserna sanna, dvs

Svar: Ja, det kan det.

9) Anta forst att « géller, dvs att ¢ dr sann i alla tolkningar som gor p sann. D4 kan inte p & ~¢q
vara sann i ndgon tolkning. Speciellt giller ¥ p & ~q. Vi far alltsd ) = ().

Daremot kan ¥ p & ~ ¢ vara sant utan att p F ¢ ar det. Ta t.ex. p som A och ¢ som B, dar A
och B ar tva skilda sentenssymboler (satsvariabler). ¥ p & ~q géller d&, t.ex. blir p & ~¢ falsk i
en tolkning med A och B sanna. Men p F ¢ ar ju falskt, som framgar av tolkningar med A sann
och B falsk. Vi far alltsa

Svar: a) = () giller, ) = «) giller inte.

10) Lat ¢y vara formeln a +y = 0—y = 0. Vi skall forst visa Yy ¢y.

@0 giller eftersom 0 = 0 &r sant.

Antag att ¢b géller, dvs a + b = 0—b = 0. D& géller a + S(b) = 0—S(b) =0,

ty a + S(b) = 0 ar falskt, eftersom a + S(b) = S(a + b) som ar # 0 enligt P2.

Déarmed géller ¢pb— ¢S(b) for alla b, sa Yy (doy— ¢S(y)).

S& 90 & Vy (py — ¢S(y)) géller och enligt axiom P7 (alfabetiska varianten med y i stéllet for z)
giller d& Vy ¢y, dvs Yy(a +y = 0—y = 0). Eftersom detta giller f6r godtyckliga a, fas (VI) att
det 6nskade VzVy (x+y=0—y =0) &r visat.

Anm.: Induktionsbeviset ovan ar av den udda typ dir induktionsantagandet inte behéver utnyttjas
i induktionssteget.

11) Vi skall visa att Fg5 O (A—0OA).

Idé: Om det finns ndgon virld dar A ar falsk, s& giller ju A — OA dir, alltsd giller d& © (A — OA).
I annat fall 4r A sann i alla virldar, dvs OA och dirmed A — OA giller (i alla vérldar). Alltsa géller
& (A — OA) dven i detta fall. Denna “falluppdelning” kréaver ett indirekt bevis. Vi borjar alltsd med att
anta ~<O (A—0OA), och antar sedan ~ A for att hirleda en motsigelse osv.

1 (1) ~<O(A—0O4) antagande
2 (2) ~A antagande
2 (3) A—DA 2 SI(PMI)
2 (4) ©(A—DA) 3 ol
1,2 (5) A 14 ~E
1 (6) ~~A 25 ~I
1 (1 A 6 DN
1 (8) 0OA 7 OI  [(1) fullt modaliserad]
1 (9) A-DA 8 SI(PMI)
1 (10) ©(A—DA) 9 oI
1 (11) A 1,10 ~E
(12) ~~O(A—DOA) 1,11 ~I
(13) ©(A—DA) 12 DN

Slutsatsen pa rad (13) beror inte av nigonting, sd saken &r klar.



12)Viskall visa att OVz (Px VQz), O3z ~Pz, ¢Jz(Pr& Qx) Fgs 03Iz Iy = #vy.

Vi stker allts& en tolkning som gor premisserna sanna och slutsatsen falsk.

Att slutsatsen &r falsk betyder att det finns en vérld, u sdg, dir 3 Jy x # y &r falsk, dvs det finns
hogst ett element i u(D). Enligt premiss tva finns i varje virld nigot element som inte ar (har
egenskapen) P. Prova att sitta u(D) = {a}, didr a ¢ u[P]. Den tredje premissen siger att i ndgon
varld finns ett element som ar bade P och (). Denna varld, sig w*, maste tydligen vara skild fran
u och innehalla ndgot element 5 som tillhér bade w*[P] och w*[Q]. Lat « ¢ w*[P] finnas &ven i
denna varld. Den forsta premissen siger att i varje varld géller att varje element dr antingen P
eller Q. Allts& maste vi ha o € w*[Q] och a € u[Q).

Vi finner att tolkningen: W = {w*,u}, D ={«,8}, w*(D)={«,8}, u(D) = {a},

w*[P] = {8}, w*Q) = {0, B8}, u[P] =2, u[Q] = {a}

gor premisserna sanna och slutsatsen falsk, och saken &r klar.

13) Viskall visa F¥; ((AV ~A)— B)— B genom att finna en intuitionistisk tolkning som
inte bestyrker ((A V ~ A)— B)— B. Lat som vanligt S vara méngden av informationstillstand,
med rot a och ordning <.

Betrakta tolkningen (se fig.) S = {a, 8}, <= {{a, 5)}, e A, B
warr(a) = @, warr(8) = {A, B}. Vi finner dé:

« bestyrker varken A (ty A ¢ warr(a)) eller ~A (ty A € warr(8)

och § > «). Alltsa fas a W A v ~A. Vidare géller

B IF AV ~Aoch 8 IF B. Alltsa géller a I (A V ~A)— B,

men o W B. Alltsd bestyrker var tolkning inte ae

((A Vv ~A)— B)— B, och saken &r klar.

14) Vivisar F; ((A V ~A) —»~B) — ~ B genom att anvinda naturlig deduktion utan
DN-regeln (eller SI-regler hirledda med hjilp av denna).
Idé: Anta (A V ~A) — ~ B och forsok hirleda ~ B genom att anta B och hirleda en motsagelse.

1 1) (Av~A) —~B antagande
2 (2) B antagande
3 (3 A antagande
3 (4) AV ~A 3 VI
1,3 (5) ~B 14 —E
123 (6) & 52 ~E
12 (1) ~A 36 ~I
12 (8) AV ~A 7 VI
1,2 (9) ~B 1,8 —E
1,2 (10) & 92 ~FE
1 (11) ~B 2,10 ~I

(12) ((AV ~A)—>~B)—>~B 111 —=I
Slutsatsen pa rad (12) beror inte av nigonting, sd saken &r klar.

Alternativt kan man 16sa uppgiften genom ett resonemang om tolkningar.

15) Eftersom det for varje tolkning finns nigot p; som &r sant i denna saknar sentensméingden
{~ p1, ~ p2, ~ ps,...} modell. Enligt kompakthetssatsen finns en &ndlig delméngd som saknar
modell, varav foljer att det finns ndgot m sddant att sentensmangden {~ p1, ~ pa,..., ~ Py}
saknar modell. Detta medfor att sentensen ~p; & ~ps & ... & ~p,, ar falsk i varje tolkning,
varav (ekvivalens enligt generaliserad de Morgan) foljer att ~(p; Vpa V... V p,,) dr falsk i varje
tolkning. Allts& &r p; Vp2 V... V p,, sann i varje tolkning och saken &r klar.

16) Den givna sentensen JudXVz (Xz < ~ Xu(x)) &r sann i en tolkning (hir given av sin
domén D) precis om det finns ndgon funktion f : D — D och nagon delmingd M (= Ext(X)) till
D sadan att for varje element z i D géller att x tillhér M om och endast om f(x) inte tillhér M.
Om D bara har ett element blir sentensen tydligen falsk, annars blir den sann, t.ex. om D = {a, b},
da vi kan sitta t.ex. M = {a}, f(a) =b, f(b) = a. Vi fir alltsa

Svar: Sentensen Ar betingat sann.



