KTH Matematik
B.Ek
Losningar tentamen 5B1928 Logik fér D (och IT), 29 maj 2006

1) Vi vet att A &r fran Knarrén och att A och B sédger:

A: 7B kommer fran Gnisslon.”

B: 7Om jag kommer fran Knarron ar A kung.”

Vi skall utréna om det gar att avgora vad B ar, och vad hon &ar.

Om A ar kung (fran Knarron, ju) dr det han séger sant, s B kommer fran Gnisslon. Efter-
som B:s pastaende i detta fall 4r sant (A ar kung) 4r hon da narr.

Om A &r narr (fortfarande fran Knarrén) ljuger han, sa B kommer fran Knarrén. Eftersom
B:s pastaende i detta fall ar falskt (B fran Knarrén, A narr) ar hon ocksa i det fallet narr.
Sa Svar: Ja, det kan avgoéras, hon ar narr.

Formellt: Om A(B) betyder att A (B) dr kung och K att B &r fran Knarron, far vi med
t.ex. sanningsvirdestabell att A« ~K, (B~ K)—(K—A) E~B.

(Man kan inte avgéra om A &r kung (och B fran Gnisslén) eller narr (och B fran Knarrén).)

2) Att visa: (AV B)—(BVv(C), ~(A—C) - B.
Idé: Den andra premissen ger A & ~C. A ger AV B, sa med premiss 1 BV C. Med ~C' ger det B.

1 (1) (AvB)—(BVC(C) premiss
2 (2) ~(A—=0) premiss
2 (3) A&~C 2 SI(Neg-Imp)
2 (4) A 3 &E
2 (5) AVB 4 VI
1,2 (6) BvVC 15 —E
2 (1) ~C 3 &E
12 (8) B 6,7 SI(DS)

Slutsatsen pa rad (8) beror bara av premisserna pa raderna (1) och (2), saken &r klar.

3) For att avgora om Vo Jy (Fo— Gy) E ~3Jz FrV Iy Gy séker vi motexempel
(tolkningar som gor premissen sann och slutsatsen falsk):

I tablan véxlar de tre faserna: T: Vrdy(Fz—Gy) as,br
1. Satslogiska 1,2; -; 9 F: ~3zFzVv3IyGy v,
2. T3,FV 3;  6; 1F: ~3x Fx V2
3. TV, F3 45; T7.8; 1 Jy Gy as, bs
oT : Jdx Fx Vsa
3T : Fa
Tablan sluter sig, sa JT:  Jy(Fa—Gy) Ve
slutledningen ar giltig. s5IF Ga
6T : Fa—Gb Vo
7T : Jy (Fb— Gy)
SF : Gb
/\
oF : Fa ol : Gb
X X

4) Att visa: 3z Iy (Fx—Gy) + Vo Fr— 3z Gr.
Idé: Vi antar Vz Fz for att visa 3z Gz. Enligt premissen géiller Fa— Gb for nagra a,b (dvs de antas
for 3E). Fa fas ur antagandet, sa Gb och ddrmed 3z Gz.

1 (1) 3FzIy(Fr—Gy) premiss
2 (2) VaFzx antagande
3 (3) 3Jy(Fa—Gy) antagande
4 (4) Fa—Gb antagande
2 (5 Fa 2 VE
24 (6) Gb 45 —E
24 (7)) FJzGx 6 a1
23 (8) JzGx 3,47 JE  [bintei (3),(7),(2)]
1,2 (9) FzGx 1,3,8 JE [aintei (1),(8),(2)]

1 (10) VeFr—3x2Gx 29 —I
Slutsatsen pa rad (10) beror bara av premissen pa rad (1), sa saken &r klar.
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5) 1. ”Minst tva uppgifter pa tentan ar svarare &n Peanoproblemet.”

dvs "Det finns x och y sa att x och y ar uppgifter pa tentan, x och y &r olika och x och y
ar bada svarare dn Peanoproblemet”,

dvs ”Det finns z och y sa att Uz och Uy, x # y och Sza och Sya”,

sa svar: JxJy Uz & Uy & = # y & Sxa & Sya)

(mer precist t.ex.: Iz Iy ((Ux & Uy) & = # y) & (Sza & Sya)))

2. 7Om en uppgift pa tentan &r lattare &n Peanoproblemet dr den lattast pa tentan (dvs
inte svarare 4n nagon uppgift pa tentan).”

dvs "For alla z géller att om = ar en uppgift pa tentan och Peanoproblemet ar svarare &n
x, sa finns inte y som ar en uppgift pa tentan och sadan att x ar svarare an y”

sa svar: Ve (Uz & Sax) —~3Jy (Uy & Szy))

I bada fallen &r forstas logiskt ekvivalenta varianter mojliga.

6) For att visa att Vo Jy (Pxy— Fy) ¥ Va Jy Pry— Jy Fy skall vi finna en tolkning som
gbr premissen sann och den ténkta slutsatsen falsk.
Va Jy Pry— Jy Fy ar falsk precis om Va Jy Pzy ar sann och Jy Fy &r falsk, sa Ext(F) = @.
Va Jy (Pxy— Fy) sann betyder da precis att Va Jy (Pzy— A), dvs Vo Jy ~ Py, ar sann.
Vi leds till tolkningen (med minimal domén):
D ={q, 0}, Ext(P)={{a,a),{8,a)}, Ext(F)=g2.
Den gor ju
e YV Jy (Pxy— Fy) sann, ty Jy (Pay— Fy), Jy (Pby— Fy) bada sanna,
ty Pab— F'b, Pbb— F'b bada sann, ty Pab, Pbb bada falska
(ty (o, 8), (B, B) & Ext(P))
e Vx dy Pxy — Jy Fy falsk, ty
Vx dy Pry sann, ty Jy Pay, 3y Pby bada sanna, ty Paa, Pba bada sanna
(ty (o, ), (B, @) € Ext(P)) och
Jy Fy falsk, ty Ext(F) = @,
sa saken ar klar.
7) Att visa: Vo Iy Pry, VaVy (32 (Pzz & Pzy)—y = x) + VaVy (Pxy— Pyx).
Idé: Antag Pab (for att visa Pba och sa anvinda —1 och VI tva ggr). Enligt premiss 1 finns ¢ med
Pbc (dvs antag det for JE), premiss 2 ger ¢ = a, sa Pba.

1 (1) Vz3yPzxy premiss
2 (2) VaVy(3z(Pzz& Pzy)—y=2x) premiss
3 (3) Pab antagande
1 (4) 3FyPby 1 VE
5 (5) Pbe antagande
35 (6) Pab& Pbe 35 &l
3,5 (7) 3z(Paz& Pzc) 6 a1
2 (8) VYy(3z(Paz& Pzy)—y=a) 2 VE
2 (9) 3Jz(Paz& Pzc)—c=a 8 VE
235 (10) c=a 9,7 —E
235 (11) Pba 105 =E
25 (12) Pab— Pba 311 —I
1,2 (13) Pab— Pba 4512 JE  [cintei (4),(12),(2)]
1,2 (14) Vy(Pay— Pya) 13 VI [binte i (1),(2)]
1,2 (15) VaVy(Pry— Pyx) 14 VI [aintei (1),(2)]

Slutsatsen pa rad (15) beror bara av premisserna pa rad (1) och (2), saken &r klar.
8) Se nésta sida.

9) Vihar: «) pEq, f) p—qFE A.

«) betyder precis att det finns minst en tolkning som gor p sann och ¢ falsk.

() betyder precis att det inte finns nagon tolkning som gor p — ¢ sann, dvs att p ar sann
och ¢ falsk i varje tolkning.

Tydligen géller 6 = « (ty det finns tolkningar).

Exemplet p : A, ¢ : A, som gor «) sann (A ¥ A géller) men () falsk (A — A E A, dvs
~AFE A giller inte) visar att «) % f).

Sa svar: a) = 08), B) = a).



8) Den givna sentensen Va Vy ((Fx — Fy) — Rxy) ar tydligen sann precis om Rst dr sann
for alla 0,7 med o ¢ Ext(F) eller 7 € Ext(F) (eller bada), men Rst kan ocksa vara sann
da o € Ext(F) och 7 ¢ Ext(F).
Relationen R som gor den givna sentensen sann ar
e reflexiv, dvs Vax Rxx &ar sann, ty for godtyckligt a géller forstas
(oberoende av F) att Fla— Fa och enligt sentensen (Fa— Fa)—

Raa, sa Raa
e inte (sdkert) symmetrisk, dvs Vo Vy (Rry — Ryx)
behdver inte vara sann

e inte (sdkert) transitiv, dvs VzVyVz ((Rzy & Ryz)— Rxz) O
behover inte heller vara sann

En tolkning som varken gor R symmetrisk eller transitiv ges av (se figuren): D = {«, 3,7},
Ext(F) = {a}, Ext(R)={{a,a),{a,B),(3,),(3,8),(B:7), (v,), (v: 8), (v, 1)}

Den gor den givna sentensen sann, men varken Rca — Rac eller (Rab & Rbc) — Rac, ty
Rca, Rab, Rbc ar sanna i tolkningen, men inte Rac.

Svar: R ar reflexiv, men varken sikert symmetrisk eller transitiv.

9) Se foregaende sida.

10) Lat ¢y vara formeln S(a +y) = S(a) + y. Vi skall forst visa Vy ¢y.

@0 géller eftersom S(0 + 0) 3 S(0) = 3 S(0) + 0.

Antag att ¢b géller, dvs S(a + b) = S(a) + b.

Da fas S(a+ S(b)) 2 S(S(a +b)) Z S(S(a) +b) 2 S(a) + S(b), dvs ¢S(b).

Dérmed géller ¢pb— ¢S(b) for alla b, sa Va (px — ¢S (z)).

Sa ¢0 & Vi (px — ¢S (x)) géller och enligt axiom (en alfabetisk variant av) P7 (med n = 0)
giller da Vy ¢y, dvs Yy S(a +y) = S(a) +y. Eftersom detta géller for godtyckligt a fas (VI)
det onskade Vx Vy S(x + y) = S(x) 4 vy, sa saken ar klar.

11) Vi skall visa att & (0 A—B) kg5 ©(A—< B).

Idé (semantiskt:) Om A &r falsk i nagon vérld, & A — < B sann dér, sa slutsatsen. Annars ar
O A sann (i varje varld) och enligt premissen B sann i nagon varld, sa & B och A— < B sanna (i
alla véarldar), sa slutsatsen.

Tvafallsresonemang, sa beviset bor ske genom att anta motsatsen och sikta mot DN.

1 (1) ©(OA—B) premiss
2 (2) ~O(A—ODB) antagande
3 3 ~A antagande
3 (4) A-OB 3 SI(PML,)
3 (5) ©(A—<B) 4 Ol
23 (6) A 2,5 ~E
2 (7) ~~A 3,6 ~
2 (8) A 7 DN
2 (9) OA 8 OI [(2) fullt modaliserad]
10 (10) ODA—B antagande
2,10 (11) B 10,9  —E
2,10 (12) ©B 11 ol
210 (13) A—OB 12 SI(PMI,)
2,10 (14) ©(A—O B) 13 o1
2,10 (15) A 214  ~E
1,2 (16) & 1,10,15 <SE - [(15),(2) fullt modaliserade]
1 (17) ~~O(A—=OB) 2,16  ~I
1 (18) ©(A—< B) 17 DN

Slutsatsen pa sista raden beror bara av premissen pa rad (1), sa saken &r klar.



12) Vi skall visa att OVz OVy Qry Ess; < Jz< Iy O Quy.
Vi soker alltsa en tolkning som gor premissen sann och den tdnkta slutsatsen falsk.
Allmént géller, eftersom varje element i D existerar i nagon vérld, att om ¢z &r en fullt
modaliserad formel betyder OV ¢x precis att ¢s dr sann (i en vérld, saledes i alla véirldar)
for alla o € D. Pa motsvarande sétt betyder & 3z ¢z att ¢s dr sann (i alla vérldar) for
nagot o € D.
OVz OVy Qzry sann betyder da precis att OVy Qsy ar sann for alla ¢ € D, dvs for varje
vérld v skall (o, 7) € v[Q)] for alla o € D, 7 € v(D).
& O Jy O Qry sann betyder i stéllet att O Qst ar sann (dvs (o, 7) € v[Q] for alla varldar
v) for nagra o,7 € D.
Tolkningen W = {w*,u}, D = {a}, w*(D) = {a}, u(D) = g,w*[Q] = {{a, @) }, u[Q] = &
visar pastaendet, ty den gor (u[Vz ¢x] = 1, u[3x px] = 0 {or alla ¢z och)
e OVx OVy Qzry sann, ty w*[0Vz OVy Qry] = 1, ty u[Vz OVy Qzy] =1
och w*[Vx OVy Quy] = 1, ty (w*(D) = {a} och) w*[OVy Qay] =1,
ty u[Vy Qay] = w*[Vy Qay] = 1, ty w*[Qaa] =1 (ty (a,a) € w*[Q])
e O dx O Jy O Quxy falsk, ty w*[C Iz O Iy O Qay] =0, ty u[Fz O Iy O Qay] =0
och w*[Fz & Iy O Quy] =0, ty (w*(D) = {a} och) w*[C Iy O Qay] =0,
ty u[Fy 0 Qay] — w* By 0 Qay] = 0, ty w*[0 Qaa] = 0, ty u[Qaa] — 0, ty ulQ] = &
Saken ar klar. (Man kan ocksa ha tva element i D och klara sig utan tomma doméner.)

13) Vi skall visa att (A—B)vV ~C F; (A& C)—B.

Lat som vanligt S vara méngden av informationstillstand, med rot « och ordning <, i en
intuitionistisk tolkning.

Antag att o IF (A — B)V ~C, dvs alF A — Beller a IF~ C. Om vi da visar att
alF (A & C)— B ér saken klar. Det géller saledes att visa att om o IF A & C for nagot
o € S sa géller ocksa o IF B.

Antag alltsa ocksa o IF A& C, dvs o IF A och o IF C. Det senare betyder att a ¥ ~C, sa
alF A— B och med o IF A ger det o I B.

Saken ar klar, vi har visat (A—B)v ~C F; (A& C)—B.

14) Vi skall visa att 3z (Vy Fly — Gz) ¥; Jy(Fy— 3z Gz) genom att finna en tolkning
sd att o IF Jz (Vy Fy — Gz) och o ¥ 3y (Fy — 3z Gz). Den senare ger att o ¥ Jz Gz, sa
enligt den forra a ¥ Yy F'y (trots att a ¥ ~F®, alla ® € dom(a)).
Betrakta tolkningen (se fig.) S = {a, 5}, <= {{o, 5)},
dom(a) = {O}, dom() = {©, &}, warr(a) = warr(3) = {(F",®)}. F:0
Den ger: 3
e ol dx (Vy Fy— Gx), ty alk Yy Fy— GO,
ty a, B Yy Fy, ty 8 F® (och @ € dom(p)) T Fo
o ¥ Jy(Fy— Iz Gr), ty a¥ FO— Iz G, '
ty alF F© och a ¥ Jz Gz, ty a ¥ GO (och dom(a) = {©}) @
Sa saken ar klar, vi har visat 3z (Vy Fy— Gz) ¥; Jy (Fy— 3z Gz).

15) Vi vet att for varje tolkning finns k < [ sa att pj &r sann och p; falsk i tolkningen, dvs
pr — i ar falsk. Lat T' = {p; — p; | i < j}. Forutsittningen betyder precis att I" saknar
modell. Enligt kompakthetssatsen finns en andlig IV C T" som ocksa saknar modell. Om n
ar det storsta talet som férekommer som index bland (det dndliga antalet) sentenser i I', sa
betyder det att méngden {pi,p2,...,pn} har den 6nskade egenskapen.

Saken ar klar.

16) Betrakta forst Ju3IX Ve (u(u(z)) = = & (Xz < ~Xu(z))) (den givna sentensen &r
negationen av denna).

Den édr sann i en tolkning (dvs for en viss domén D) precis om sentensen i forsta ordningens
logik Vo (f(f(x)) = z & (Px+—~Pf(x))) ar sann for nagra tolkningar av funktionssymbolen
f och predikatsymbolen P.

Den séager precis att Ref(f) ger en "hopparning” av elementen i Ext(P) med dem i D ~\
Ext(P). Detta ar alltid mojligt om D dr odndlig ("tag tva element i taget”, lat f avbilda
dem pa varandra och lat precis ett av dem ligga i Ext(P)) och for &ndliga D precis om |D|
(antalet element i D) &r ett jamnt tal (ses pa samma sétt), sa svar: Den givna sentensen
ir sann precis om doménen D har ett (dndligt) udda antal element.



