KTH Matematik
B.Ek
Losningar tentamen 5B1928 Logik fér D (och IT), 21 maj 2007

1) Knarréborna A och B &r ett gift par och gor {6ljande uttalanden:

Kvinnan: ”Min man och A &r samma sort.” Mannen: ”Om min fru &r kung &r A narr.”
Fragor att besvara: Vem ar A, vem ar B? Vilken sort ar A? Vilken sort ar B?

Om kvinnan ar A, siger hon att de bada dr samma sort. Det innebér (vare sig hon ar kung
eller narr) att mannen (som ar B) dr kung.

Om kvinnan &r B, séger hon att A &r samma sort som A, sa ocksa i det fallet &r B kung.
Kvinnans utsaga ger alltsa precis informationen att B ar kung.

Om mannen ar A, siger han att om B ar kung (vilket ar sant) &r han sjalv narr. Om han ar
kung ar det falskt och om han ar narr &r det sant. Motségelse, sd mannen ar B, en kung.
Sa B (mannen) sidger sanningsenligt att om A (frun) ar kung ar hon narr. Sa A &r narr.
Svar: Alla tre fragorna kan besvaras.

Kvinnan dr A och mannen ar B. A ar narr. B ar kung.

Mer formellt: Om A (resp. B) &r pastaendet att A (resp. B) ar kung far vi:

Fall 1, frun A och herrn B: A« (A< B) och B~ (A—~A),

Fall 2, frun B och herrn A: B (A« A) och A~ (B—~A).

Sanningsvérdestabeller ger samma resultat som ovan.

2) Att visa: A—((B& C)V~B) F~C—~(A& B).

Plan: Vi antar ~C och sedan A & B, visar A och anvander ~I och —I.

1 1) A—-(B&C)v~B) premiss

2 (2 ~C antagande

3 (3) A& B antagande

3 4 A 3 &E
13 (5) | (B&C)V~B 1,4 _E

6 (6) B&C antagande

6 (7) c 6 &E
26 (8) A 2,6 ~E

9 (9 ~B antagande

3 (10) ||| B 3 &E
39 (11) ||| A 9,10 ~E

123 (12) || & 56,8911 VE

1,2 (13) |~(A& B) 3,12 ~

1 (14) ~C—~(A&B) 2,13 .

Slutsatsen pa rad (14) beror bara av premissen pa rad (1), saken &ar klar.

3) For att avgora om Va (Fx—Gzx) F Jx Fax—Vy Gy soker vi motexempel

(tolkningar med premissen sann, slutsatsen falsk): T: Va(Frx—Gz) a4,bs
I tablan vaxlar de tre faserna sa: F: JzFz—-VyGy +/,
1. Satslogiska 1; 6,7 1T : dx Fx Vo.a
2. T3,FY 2,3; 1 Vy Gy Vs
3. TV, F3 45; T Fa
Tablan sluter sig inte, sa 3F : Gb
slutledningen ar inte giltig. 4T : Fa—Ga Ve
Ett motexempel lases av 5T Fb—Gb V7
i den 6ppna vagen: F G /\
al+ + ¢F: Fa T: Ga
6
13 - - X /\

F: Fb ;T: Gb
Oppen véig/ X



4) Att visa: Vo (Fr—3yGy) + ~JaVy (Fz & ~Gy).
Plan: Vi antar 3z Vy (Fz & ~Gy) (for ~I) och sedan Vy (Fa & ~Gy) (fér JE). Ur den fas dels Fa
och (med premissen) Jy Gy, dels ~Gb, ”godtyckligt” b, sa A.

1 (1) Ve(Fr—3yGy) premiss
2 (2 E" Yy (Fa & ~Gy) antagande
3 (3) 7Vy (Fa & ~Gy) antagande
3 (4) ||Fa&~Gb 3 VE
3 (5) || Fa 4 &E
1 (6) Fa—3yGy 1 VE
1,3 (7) Jy Gy 6,5 —E
8 (8 Gb antagande
3 (9 ~Gb 4 &E
38 (10) ||| & 98  ~F
1,3 (11) || A 78,10 JE [bintei (7),(10),(3)]
12 (12) | & 2311 JE [aintei (2),(11),(1)]

1 (13) ~3FzVy(Fz & ~Gy) 2,12 ~I
Slutsatsen pa rad (13) beror bara av premissen pa rad (1), saken &r klar.
Om man stors av att ~Gb hamtas utanfor hakarna, kan man fa Fa & ~Gb en extra gang innanfor.

5) 1. ”’Maria tycker om alla logiker som tycker om nagon.”

dvs 7Om z ar en logiker som tycker om nagon, sa tycker m om z”,

dvs "For alla x, om Lz och det finns y s& att Tzy, sa& Tmzx”,

sa svar: Ve ((Lx & Jy Tey) — T'mx)

2. 7 Alla som inte &r logiker och som tycker om minst tva logiker, tycker ocksa om nagon
som inte ar logiker.”

dvs "For alla x, om z inte ar logiker och = tycker om tva logiker, sa finns y sa att y inte ar
logiker och z tycker om y.”

dvs "For alla x, om ~ Lz och det finns olika y, z med Ly, Lz och Txy,Txz, sa finns y med
~ Ly och Txy.”, sa svar:

Ve ((~Lx & JyIz (y # 2z & (Ly & Lz) & (Txy & Txz))) — Iy (~ Ly & Tzy))

I bada fallen ar forstas logiskt ekvivalenta varianter mojliga.

6) For att visa att JxVy Pry, Vo Jy (¢ # y— (Pry— Pyx)) ¥ Ve Iy (Pay & Pyx) skall vi
finna en tolkning som gor premisserna sanna och den tankta slutsatsen falsk.

Forsta premissen p;, dzVy Pzy, siager: Det finns en punkt med pilar till alla punkter.
Andra premissen py, Va Jy (v # y <« (Pzy < Pyx)), siger: Varje punkt har pilar at inget
eller bada hall med nagon annan punkt (annan punkt, ty z # ¢« (Pxx < Pxx) ar falsk).
Slutsatsen s, Va 3y (Pzy & Pyzx), sdger: Varje punkt har dubbelriktad pil till ndgon punkt.
Lat det enligt p; ga pilar till alla punkter fran «. Enligt po &r pilen till ndgon punkt, kalla
den 3, dubbelriktad. Villkoret i po, liksom i s, &r da uppfyllt ocksa fér 5. Men en punkt till,
7, gor att s kan bli falsk (och p, ps sanna). Lat ndmligen Pac vara sann, men Pbc, Pcb, Pcc
falskal

Vi finner alltsa tolkningen (med minimal domén), se figuren:

D= {avﬁ’y}a EXt(P) = {<Oé,0¢>, <O‘76>’ <Oé,’}/>, <6a Oé>}

Den gor ju Oa
e JxVy Pxy sann, ty Paa, Pab, Pac alla sanna
e Ve Iy (x # y < (Pxy<— Pyx)) sann, 3 -
(] [

ty a # b (Pab+< Pba),b # a< (Pba« Pab),
¢ # b (Pcb+ Pbc) alla sanna
e Vx Iy (Pxy & Pyx) falsk,
ty Jy (Pcy & Pyc) falsk,
ty Pca, Pcb, Pcc alla falska

sa saken ar klar.



7) Att visa: Vo Vy (Rrxy— Rxx), JxVy (x #y « Rey) F JaVy x =y.
Idé: Lat a uppfylla Vy (a # y <> Ray), dvs Rab precis om a # b. Enligt forsta premissen giller Raa
om Rab, sa det finns inte b med a # b.

1 (1) VaVy(Rzy— Rzx) premiss
2 (2) JaxVy(z #y < Rxy) premiss
3 (3) 7Vy (a #y < Ray) antagande
4 (4) a #0b antagande
3 (5 a#b < Rab 3 vE
34 (6) || Rab 54  oF
1 (7 Yy (Ray — Raa) 1 VE
1 (8 Rab— Raa 7 VE
1,34 (9) Raa 8,6 —E
3 (10) a # a < Raa 3 VE
1,34 (11) a#a 10,9 <R
(12) a=a =I
1,34 (13) || & 11,12 ~E
1,3 (14) |~a#b 413 ~1
1,3 (15) |a=b 14 DN
1,3 (16) |Vya=y 15 VI [bintei (1),(3)]
1,3 (17) |TavVyxz =y 16 S|
12 (18) JaVyaz=y 23,17 JE [aintei (2),(17),(1)]

Slutsatsen pa rad (18) beror bara av premisserna pa rad (1) och (2), saken &r klar.

8) Den givna sentensen Va Vy ((Qzy — Qyx) < Rxy) ar tydligen sann om och endast om
Rst ar sann precis da st — Qts ar sann, dvs da inte bade Qst ar sann och Qts ar falsk.
Relationen R som gor den givna sentensen sann ar

o reflexiv, dvs Vo Rxx ar sann, ty for godtyckligt a galler

(Qaa— Qaa) < Raa, si Raa 1 Qa Q

e inte (sdkert) symmetrisk, dvs Va Vy (Rry — Ryx)
behover inte vara sann. 3 ~

e inte (sdkert) transitiv, dvs VzVyVz ((Rzy & Ryz) — Rzrz) O<—>O

behover inte heller vara sann

En tolkning som varken gér R symmetrisk eller transitiv ges av (se figuren):

D ={a, 8,7}, Ext(Q) = {(a,7)},

Ext(R) = {{a,a), (e, B), (B, ), (8, 8), (B:7), (v, ), {7, B), (v, 1) }-

Den gor den givna sentensen sann, men varken Rca — Rac eller (Rab & Rbc) — Rac, ty
Rca, Rab, Rbc ar sanna i tolkningen, men inte Rac.
Svar: R ar reflexiv, men varken sikert symmetrisk eller transitiv.

9a) Fragan dr om (p F q och ¢ ¥ r) = p ¥ r, dvs om varje tolkning som gor p sann gor ¢
sann och det finns (minst) en tolkning som gor ¢ sann och r falsk, foljer da att det finns en
tolkning som gor p sann och r falsk?

Nej, alla tolkningar som gor ¢ sann och r falsk kan gora p falsk. Lat t.ex. p och r bada vara
A& B och g vara A. Da giller pE q (ty A& BE A) och ¢ #r (ty A¥ A & B), men inte
pEr(ty A& BE A& B).

b) Nu géller det om (pEgoch pEr) = ¥ r.

p ¥ r ger att det finns en tolkning som gor p sann och r falsk och p E ¢ ger att i den
tolkningen &r ocksa ¢ sann, sa q ¥ r.

Sa svar: a) Nej, b) Ja.



10) Lat ¢z vara formeln a + z = b+ z—a = b. Vi skall {orst visa Vz ¢z.

@0 galler, eftersom a—l—OPZBa, b—i—OPZSb7 saa+0=0+0—a=0.

Antag att ¢c géller, dvsa+c=b+c—a =0b.

Da fas a+ S(c) = b+ S(c) ger (P4) S(a+c¢) =S(b+¢),sa (Pl) a+c=b+c¢, sa (¢c) a =b.
Alltsa (—I) a+ S(c) = b+ S(c)—a =10, dvs $S(c).

Dérmed géller ¢pc— ¢S(c) for alla ¢, sa Vz (¢pz— $S(2)).

Sa ¢0 & Vz (¢pz— ¢S(z)) géller och enligt axiom (en alfabetisk variant av) P7 (med n = 0)
géller da Vz ¢z, dvs Vz (a+ 2z = b+ z—a = b). Eftersom detta géller for godtyckliga a, b fas
(VI tva ganger) det 6nskade Ve VyVz (x + z = y + z —x = y), sa saken &r klar.

11) Vi skall visa att ~A, O(B—0A) kg5 ~O B.
Idé: Antag & B. Da &r B sann i nagon véarld (dvs antas for OE) och enligt premiss 2 géller dar
B—0OA, saOA. Darur A, speciellt i den verkliga varlden, dar ~ A (premiss 1), sa A och slutsatsen.

1 (1) ~A premiss
2 (2) O(B—OA4) premiss
3 (3) oB antagande
4 (4 B antagande
2 (5 B—OA 2 OE
24 (6) ||oOA 54 —E
23 (7 OA 3,46 OE [(6),(2) fullt modaliserade]
23 (8 |A 7 OE
123 (9) | A 18 ~E
1,2 (10) ~©B 39 ~1

Slutsatsen pa sista raden beror bara av premisserna pa rad (1) och (2), sa saken ar klar.

12) Vi skall visa att O3z Jy (z # y & OQzy) Fgs 032 0Ty O Quy.
Vi soker alltsa en tolkning som gor premissen sann och den tdnkta slutsatsen falsk.
Premissen sager att det i en godtycklig varld finns tva olika element o, 7, sa att Qst ar sann
i alla varldar. Att slutsatsen &r falsk betyder att det finns en vérld sa att for alla element
k dar, finns en varld sa att for alla element \ dér, géller att Qkl ar falsk i alla vérldar.
Man finner en tolkning som visar pastaendet:
W={w*,u}, D={a,8,7,0}, w'(D)={a, 8}, w(D)={v, 0}, w*[Ql=u[Q]={(e, 8), (v, 6)}.
Den gor ju
e Ddxdy(z # y & OQzxy) sann,
ty w*[Fz Iy (z # y & O Quy)] = u[Fr Iy (v # y & O Quy)] = 1,
ty w*[0Qab] = 1 = u[0 Qcd], ty w*[Qab] = u[Qab] = 1 och w*[Qcd] = u[Qed] =1
e O3z 03y <O Quy falsk, ty w*[Fx 0Ty C Quy] = u[Fx O Jy C Qzy] = 0,
ty w33y 0 Q 4yl = u[@ YO Q Gy = 0,
ty u[Fy 0 Qpyl = w By Q gyl =0,
ty w[Qf 6] = ulQf §] = 0 och w[Q§ §] = ulQ§ §] =0
Saken ar klar. (7 {7 betyder hér ”vilkensom av a och b”, motsvarande for ” §”.)

13) Vi skall visa att (AV~A)— ~B E; ~B.

Lat som vanligt S vara méingden av informationstillstand, med rot a och ordning <, i en
intuitionistisk tolkning.

Antag att alF (AV~A)— ~B. Viskall visa att a lF~B, dvs att o ¥ B for alla o € S.
Om o |+ B, kan inte o IF~ A, ty da skulle 0 IF AV ~ A och didrmed o |-~ B (eftersom
alk (AV~A)— ~B), omojligt. Sa det finns 7 € Smed o < T7och 7l A, sa7lF AV~A,
sa 7 Ik~ B, omdjligt, ty o IF B, 0 < 7.

Alltsa o ¥ B, o godtyckligt, sa « I-~ B.

Saken ar klar, vi har visat (AV~A)— ~B F; ~B.



14) Vi skall visa att ~Vo Fr — A ¥; Vz(~A— Fz) genom att finna en tolkning sa att
alF~Ve Fr— A och a ¥ Vo (~A— Fx).

Da motsvarande (riktiga) slutledning visas klassiskt, anvinds dels ~Vz Fox — A EF ~ A —
Vo Fx, dels ~A—Vz Fx F Vo (~A— Fx). Den senare giller intuitionistiskt, men inte den
forra. Ett motexempel fas da som for ~B—A ¥; ~A— B:

Betrakta tolkningen (se fig.) S = {a, 5}, <= {{o, 0)},

dom(a) = dom(B) = {®}, warr(a) = &, warr(8) = {{(‘'F’,©)}.

Den ger: ﬁF:®

o alF~Vx Frx— A, ty a, B ¥ ~Vz Fux,
ty 81k Vo Fz, ty B IF F® (och dom(8) = {®}, 8 maximalt) T
WV (~ Ao Fa), ty a ¥ ~A— FO,
e al¥Vr(~A—Fzx), ty « —FG a

ty alb ~A (ty a, B A) och a ¥ FO
Sa saken &r klar, vi har visat ~Vo Fx — A F; Ve (~A— Fz).

15) I' E A betyder att varje modell for I' gér minst en sentens i A sann. Med beteckningen
~A ={~gq| g€ A} ar det detsamma som att ¥ = I"U ~A saknar modeller.

Enligt kompakthetssatsen finns en dndlig 3’ C ¥ som ocksa saknar modeller. Med IV = ¥'NT°
och ~A" =Y¥'N~A fas dndliga IV C T och A’ C Asa att ¥ =T"U ~A’.

Lat p vara p1 &pa & ... & py, diar T7 = {p1,pa, ..., pn}-

Da giller T' E p, ty alla p; € T

Eftersom I'"U ~ A’ saknar modeller gor varje modell for IV, dvs for p, minst en sentens i
~ A’ falsk, dvs minst en sentens i A’ (och darmed i A) sann, sa p E A.

Saken ar klar.

16) Vilka tolkningar gor sentensen Vu VX 3Y (Vz u(z) # v — Ve Vy (Xzy—Yzu(y))) sann?
Den &r sann i en tolkning (dvs for en viss domén D) precis om det for varje val av Ref(f)
och Ext(R) finns ett val av Ext(S) sa att Vo f(z) # © = Ve Vy (Ray < Sz f(y)) r en sann
sentens i forsta ordningens logik.

For givna Ref(f) (med Vz f(z) #  sann) och Ext(R) bestams Ext(S) av att Rxy < Sz f(y)
ar sann for alla xz,y, forutsatt att det kravet inte ger samma uttryck olika sanningsvarden.
Om |D| = 1, dvs doménen bara innehaller ett element, &r Vx f(x) # « aldrig sann och
sentensen sann.

Om |D| = 2, sig D = {a, 8}, ar den enda Ref(f) som gor Va f(x) # = sann den som gor
f(a) = b och f(b) = a sanna. Det betyder att vi entydigt kan vélja Ext(S) for att gora
sentensen sann, namligen sa att Raa < Sab, Rab« Saa, Rba > Sbb, Rbb+« Sba alla &r sanna.
I det fallet &r sentensen alltsa sann.

Om |D| > 2, 1at «, 3,7 vara olika element i D och vilj Ref(f) sa att f(a) = b och
Vo (x # a< f(x) = a) &r sanna. D& dr Vz f(x) # x sann, men om vi later Ext(R) = {(«, )}
blir Rab sann, Rac falsk, sa endera av Rab« Saf(b) och Rac«+ Saf(c) falsk (ty Saf(b) och
Saf(c) r bada Saa). Séaledes dr den givna sentensen i det fallet falsk.

Sa svar: Sentensen dr sann precis om dominen D har higst tva element.

(Om man tillater att D = @&, blir sentensen sann dven i det fallet, eftersom varje Vz ¢px da ar sann.)



