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1. Lat u(t,s) = f(ts) ddar f dar en derierbar funktion av en variabel.
Visa att

(Var noga med att fé alla ingdende uttryck helt korrekta.)
Kedjeregeln ger att
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2. Berdkna
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ddr D dr det begrinsade omrade som definieras av att y < 1 och y > z°.
Rita en figur. Dérifran inses att
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vilket man kunde ha insett pa direkten: = dr en udda funktion och integra-
tionsomradet dr symmetriskt runt x = 0.
3. Berdkna kurvintegralen
/ F -dr
c

dir F(z,y) = (v* 2zy) fran (0,0) til (1,1) lings kurvan y = x>.
Vi parametriserar kurvan r(t) = (¢,t*) dér ¢ gar fran 0 tll 1. Derivering
ger r'(t) = (1,2t). Saledes

1 1
/F-dr:/ (t4,2t3)-(1,2t)dt:/ th + 4ttdt = [t‘r’}é:l.
C 0 0

4. Ytan Y ges pd parameterform av r(s,t) = (scost,ssint,t) dir 0 <
s <1 och 0 <t < m Ytan har en massbeldggning med densiteten p, som
uttryckt i parametrarna dr p(s,t) = st. Berdkna ytans massa

m= [ [ oas

Vi deriverar: rj(t,s) = (—ssint,scost,1) och r’(t,s) = (cost,sint,0).
Vidare ger detta

dS = |r, x r'| dsdt = /sin?t + cos? t + s2dsdt = /1 + s2dsdt.
Saledes

S| T 1 2)3/27 !
m = // pdS = / / tsvV'1+ s2dsdt :/ t lﬂ] dt
Y o Jo 0 3 0
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5. Hajden z av en viss kulle beskrivs av z = f(x,y) dar

f(z,y) = 2* — 2y + 24

Bestam en ekvation for tangentplanet till kullen i punkten P = (2,1,4).
Kullen ges av nivaytan F(x,y,2) = 0 dir F(z,y,2) = z — 2* + 2y — 24>
Normalvektor ges av

grad F' = (—2x + y,x — 4y, 1)
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vilket i den aktuella punkten blir (=4 + 1,2 —4,1) = (=3, —2,1). Tangent-
planets ekvation blir da

=3z —-2)—-2y—1)+(2—4) =

eller
—3r —2y+2z=—4

Alternativt: Fran differentierbarhet: 2z = f(2, 1)+ (2, 1)(x—2)+ £, (2, 1)(y—
1) vilket ger samma svar: z =4+ 3(z — 2) +2(y — 1).

6. Givet ett klot x® +y* + 22 < 3. Bestim den mazimala volymen av ett
ratblock (en rektanguldr boz) inuti klotet. (Av symmetriskal kan man anta att
sidorna dr parallella med koordinatplanen. Man kan ocksa anta att hérnen
ligger pd sfiren x® +y? + 2% = 3.)

Lat de atta hoérnen av rétblocket vara (+x, ty, £2) med z,y, z alla posi-
tiva. Dess volym &r da V' = 2z - 2y - 22 = 8xyz. Denna ska maximeras under
bivillkoret att g(z,y, z) ;== 2* + y*> + 22 — 3 = 0. Lagrange ger

8yz = A\2x, 8rz = A2y, och 8xy = A\2z.
Vi multiplicerar ekvationerna med x,y, och z respektive och far da:
8xyz = A\2x°, Sxyz = A\2y?, och 8xyz = \227,

vilket ger att \2z% = A\2y? = \222. Eftersom V = 0 om nigon av variablerna
ar noll, s har vi nir vi soker maximum att X # 0. Det foljer att 22 = y? = 22,
Insatt i ekvationen g(x,y, z) = 0 ger

322 -3=0

vilket ger z = 1 (z = —1 forkastas eftersom = > 0), ochisin tury = 1 och z =
1.Givet situationen vi betraktar inser vi att det #r fraga om ett maximum.
Svar: maximal volym &r 8 (jimfor det med klotets volym 47m+/3 ~ 21.8).

7. Berikna volymen av "glass-struten" K definierad av ytorna x? + 1% +

22 =1 och z = /22 + 4% duvs
K:{(x,y,Z):x2+y2+z2§10ch22 ,/x—eryQ}'

De tva ytorna skiir varandra i 2(z% 4 32) = 1 och z = 1/4/2. Den sfiiriska
vinkelkoordinaten 6 16per déirfor fran 0 till /4. Volymen blir ddrmed isfiriska
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koordinater

/41,371
/// dxdydz—/ / / r 51n6’d7’d9d¢—27r/ [%] sin 0d6
0

(s ) 21

8. Temperaturen i R® ges av T(z,y,z) = (22 — y* + 2% + x2?) och anses
konstant med avseende pa tiden. En fluga flyger lings kurvan som ges av
att y = 2 och z — 2Inx = 0. Riktningen dr sadan att flugans z-koordinat
dr virande. Antag att flugans fart ar 1 i punkten (2,2,21n2). I vilken takt
erfar flugan att temperaturen runt omkring sig fordindras i detta 6gonblick?

Temperaturgradienten &r VT (x,y, 2) = (2x+ 22, —2y, 22 +222) och i den
aktuella punkten

= ?[ cos 0],

VT(2,2,2In2) = (4 +4(In2)* —4,12In2).

Flugans kurva parametriseras enligt r(t) = (¢,2,2Int). Derivering ger en
tangentriktningen r'(t) = (1,0,2/t). Nir ¢ vixer sa okar z koordinaten av
r(t). Sa flugan ror sig i rktningen

r'(2) = (1,0,1).

Dess fart var 1 enligt texten, detta ger att flugans hastighetsvektor i den

aktuella punkten &r

1
v = E(1,0,1).

Det efterfragade virdet #r da riktningsderivatan

1
=VT -v=(4+4(n2)? —4,12In2) - —=(1,0,1) =

[\]

1
= E(4+ 4(In2)* +121In2).
9. Givet ett vektorfilt G(z,y) = (ﬁ, ﬁ) dar (z,y) # (0,0).

a) (1p) Lit C vara den slutna kurvan (x — 10)? + (y — 10)? = 1 positivt
orienterad. Berdikna
/ G - dr.
c



b) (2p) Lét y vara en sluten, enkel C'-kurva som undviker origo och gdr
medurs ett varv runt origo. Berdkna

/G-dr.
y

a) Eftersom G #r kontinuerligt deriverbar innan for aktuell cirkel (som
ligger pa betryggande avstand fran origo) dvs omradet D cirkelskiva med
radie 1 och centrum i (10,10), giller Green’s sats

/CG-dr://D(g—g—g—];)dxdy:O

0Q —x*+y*> 0P

or (P y?)? Ox

b) Nu kan inte Green’s formel anviindas direkt. Vi borjar istéllet berékna

pga av att

G - dr
Cr

for en cirkel med radie R och centrum i origo, orienterad moturs. Efter
parametriseringen r(t) = (Rcost, Rsint) far vi

T _Rsint t
G-dr:/ ( Rs;n ,RC(;S )(—Rsint, Rcost)dt =
Cn 0 R R

2T 2 .2 2 2 2T
_/ R?sin“t 4+ R*cos tdt—/ d— 9.
R?
0 0

Om R viljs tillréickligt stort kan vi betrakta Ar omradet mellan C'r och den
givna kurvan . Da dr 0Ar = CrU~ med positiv orientering. I detta omrade,
som inte innehaller problempunkten (0,0), kan Green tillimpas och ger pga
samma kalkyl som i a) att

/G-dr+ G-dr = G-dr:// Odxdy = 0,
Y CR 8AR AR

vilket ger svaret
/ G - dr = —27.
Y



