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1. PERMUTATIONER

For varje mangdX kan vi bilda gruppertx av bijektiva funktionerf : X — X. Om X
ar en andlig mangd mead element kan vi numrera elementeXioch se att vi lika garna kan
anvanda den symmetriska gruppgnsom permuterar elementém, 2, ..., n}.

2. KVATERNIONGRUPPEN
Vi har en grupp med atta elemefnt-1, +i, +5, =k} dar1 ar en enhet och
P=?=k=-1, ij=k, ji=—k, jk=1i, kj=—i, ki=j, ik=—j,
(=1)i =i(=1) = —i, (=Dk=j(=1)=—j, (=)l =k(-1)=—k.

For att kontrollera att det ar en grupp racker det att seattiplikationen ar associativ, efter-
som det ar klart att det finns en enhet och att alla elemantarterbara.

3. HOMOMORFIER OCH ISOMORFIER

De funktioner mellan grupper som respekterar gruppoperatna kallallomomorfier For en
grupphomorfi® : G — H har vi alltsa att
O(a*xb) = D(a) *x D(b)
for alla a ochb i G. Observera att det till vanster ar gruppoperation&n och till hoger ar
gruppoperationent . Till exempel har vi enligt logaritmlagarna att
In:R" —R

ar en grupphomomorfi dar gruppoperation@ti ar multiplikation och gruppoperationefRiar
addition.
Vi kan anvanda exponentialfunktionen for att fa en glupmomorfi

exp: R — R*

Determinanten ger en homomorfi fran den generella lingirgpen till koefficientkroppen,
tex

det : Gl,(R) — R.
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Vi kan ocksa fa en homomorfi fran reella talen till den getia linjara gruppen
exp : R — GI,(R)

genom
o i
A
exp(t) = exp(tA) = Z T
1=0

Om en grupphomomorfi dessutoml@jektiv, dvs inverterbar, kallas den for esomorfi Vi
ser till exemepel atin ar en isomorfi mellaiRk ochR*.

Ett annat exempel ar nar vi ser pa symmetrierna av eneidérasom ger en homomorfi fran
symmetrigruppen av tetraedern till symmetriska grupfemenom att se pa hur sidorna per-
muteras.

For varje element i en grupp kan vi bilda eautomorfj dvs en isomorfi mellan gruppen och
sig sjalv, genom

b—axbxa ?,

for allab i G. Det ar nagot vi kanner igen fran linjar algebra nabyter bas.

Till varje homomorfi® : G — H kan vi definer&arnan ker ®, som de elementd som gar
pa enhetselementefd. Vi far da en grupp som liggerd' genom atker ® innehaller enhetsele-
mentet iGG ochker @ ar sluten under multiplikation och invers.

Sats 3.1.En homomorfib : G — H &r injektiv om och endast onéknanar trivial.

Bevis.Om ® ar injektiv ar det bara enhetselementét som gar pa enhetselementéfi Om nu
karnan ar trivial har vi att

P(g) = ®(h) <= P(g 'h) €ker® <= g 'h=e == g=h.

4. GRUPPVERKAN

Om vi har en grupgg> och en mangd sager vi att; verkarpa X om det finns en funktion
Gx X —X

som vi kan skrivd g, z) — g.x och som uppfyller:
) eex =z, forallazi X,
i) (axb).x =a.(bx)forallaa,bi Gochallari X.
Om vi ser pa matrisgruppe®l,, av inverterbara x n-matriser verkar den pa ett naturligt satt
pa ettn-dimensionellt vektorrum av kolonnmatriser genom mattikiplikation.
Symmetriska gruppen verkar per definition pa mangdea, . . ., n} men den kan ocksa verka
pa mangden av polynom i flera variablar, z, . . ., z,, genom permutation av variablerna.
Symmetrigrupperna for de platonska kropparna verkar @aguden av horn, mangden av kan-
ter och mangden av sidor.
Vi kan ocksa se en gruppverkan som en homomorfi ffdill gruppenSx av bijektiva funk-
tioner pax,
d:G— SX
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med®(g)(z) = g.xforgi Gochxi X.

Vi sager att verkan a@rogenom olika element i gruppen ger olika bijektiva funktioner J§;
vilket ar detsamma som att saga att homomorfin fran gnuipgruppen av bijektiva funktioner
pa X ar injektiv.

Symmetriska gruppes,, verkar pa Van der Monde-determinanten

l‘l x2 o . . x'ﬂ
= H (; — ;)
' ’ 1<i<j<n
[L’?il l’gil . .TZ_I

genom permutation av variablerna. Vi ser att resultatétldlir samma sak s& nar som pa teck-
net, vilket visar att vi har en homomorfi fran symmetriskaggpen till gruppen av inverterbara
heltal under multiplikation, dvs

sgn : S, — Z* = {x1}.

Exempel 4.1.0m vi laterG vara symmetrierna av en kub vet vi att den pielement pa grund
av att varje sida kan ga pa sex olika sidor och i varje sfddirorienteras pa fyra olika satt. Vi
har attG verkar pa

e de sex sidorna

e de tolv kanterna

e de atta hornen

¢ de fyra diagonalerna

Darmed far vi homomorfier
G—>S6, G—>512, G—>Sg, G—>S4

| det sista fallet har vi lika manga element i de tva gruppesch vi kan faktiskt visa att denna
homomorfi ar en isomorfi genom att visa att den ar injektiet Ran vi enligt Sats 3.1 ovan
gbra genom att visa att karnan ar trivial, dvs att det [aralentitetssymmetrin som inte alls
permuterar diagonalerna.

Ovning 4.1. L&t G vara symmetrigruppen av en tetraeder. Visa@tar isomorf med den al-
ternerande gruppen
Ay = ker(sgn : Sy — {£1}).

Ovning 4.2. Visa att den generella lidira gruppenGl, (R), verkar g mangden av reella x n-
matriser genom
(A,B) — ABA™L.



