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1. ISOMORFISATSERNA

Sats 1.1. (F̈orsta isomorfisatsen)För en grupphomomorfiΦ : G −→ H gäller att

G/ ker Φ
∼

= imΦ.

Bevis.Till att börja med kan vi anta attH = imΦ genom att se på sammansättningen

G −→ imΦ −→ H.

Vi har projektionen
G −→ G/ ker Φ

och vi kan få en faktorisering av homomorfinG −→ imΦ genomG/ ker Φ om vi kan få en
inducerad homomorfiΨ : G/ ker Φ −→ imΦ. För att det ska stämma måste vi för ett element
g ker Φ i G/ ker Φ ta bilden avg i imΦ, dvs låta

Ψ(g ker Φ) = Φ(g) ∈ imΦ.

Detta definierar en funktion frånG/ ker Φ eftersom olika representanter för samma sidoklass
uppfyllerg−1

1 g2 ∈ ker Φ, vilket är detsamma som attΦ(g1) = Φ(g2). Vi ser att

Ψ(g1 ker Φ ∗ g2 ker Φ) = Ψ(g1g2 ker Φ) = Φ(g1g2) = Φ(g1)Φ(g2) = Ψ(g1 ker Φ)Ψ(g2 ker Φ)

vilket visar attΨ är en homomorfi.
För att visa attΨ är en isomorfi räcker det att visa att den är surjektiv och injektiv. Att den är

surjektiv är klart eftersom varje element iimΦ är lika medΦ(g) = Ψ(g ker Φ) för något element
g i G.

För att se att den är injektiv ser vi på kärnan som ges av

ker Ψ = {g ker Φ|Φ(g) = e} = {e ker Φ}

och eftersom kärnan bara består av enhetselementet är homomorfin injektiv. �

Definition 1.1. För en homomorfiΦ : G −→ H och ett elementh i H säger vi att

{g ∈ G|Φ(g) = h}

ärfibernavΦ överh.

Sats 1.2.Fibrerna till en homomorfïar samma sak som sidoklasserna till kärnan.
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Bevis.OmΦ(g0) = h har vi att

{g ∈ G|Φ(g) = h} = {g0g|g ∈ ker Φ} = g0 ker Φ

eftersom

Φ(g) = Φ(g0) ⇐⇒ Φ(g−1
0 g) = e ⇐⇒ g−1

0 g ∈ ker Φ ⇐⇒ g ∈ g0 ker Φ.

�

Genom detta ser vi på ytterligare ett sätt att det finns en bijektion mellen kvotenG/ ker Φ och
bildenimΦ.

Exempel 1.1.EftersomSln(R) är kärnan till den surjektiva homomorfin

det : Gln(R) −→ R
∗

är det nu klart att kvotenGln(R)/Sln(R) är isomorf med bildenR∗. På samma sätt får vi att den
alternerande gruppenAn är kärnan till den surjektiva homomorfin

sgn : Sn −→ Z
∗

och därmed är kvotenSn/An isomorf med bildenZ∗ = {±1}.

Sats 1.3. (Andra isomorfisatsen)OmK ochH är delgrupper iG ochH ligger i normalisatorn
NG(K) så är HK en delgrupp iG, K är normal i HK ochH ∩ K är normal i H. Dessutom
gäller att

HK

K
∼

=
H

H ∩ K
.

Bevis.Vi börjar med att se attHK är en delgrupp. Omh1, h2 ligger i H ochk1, k2 i K får vi

h1k1(h2k2)
−1 = h1k1k

−1
2 h−1

2 = h1h
−1
2 k′

1k
′

2

för någotk′

1 och någotk′

2 i K, eftersomH ⊆ NG(K). Alltså ärHK en delgrupp.
Att K är normal iHK följer av att

hkk′(hk)−1 = hkk′k−1h−1 = hh−1k′′ = k′′

för någotk′′ i K eftersomH ⊆ NG(K).
Om k ligger i H ∩ K ochh ligger i H får vi att hkh−1 ligger i bådeH ochK, och därmed i

H ∩ K, eftersomH ⊆ NG(K). Alltså ärH ∩ K normal iH.
För att sedan bevisa isomorfin definierar vi en homomorfi från HK till H/H ∩ K genom

Φ(hk) = hH ∩ K,

för h i H ochk i K. Denna är väldefinierad eftersomh1k1 = h2k2 innebär atth−1
1 h2 = k1k

−1
2

som ligger iH ∩ K. Att det är en homomorfi framgår av att

Φ(h1k1h2k2) = Φ(h1h2k
′

1k2) = h1h2H ∩ K = (h1H ∩ K) ∗ (h2H ∩ K),

för allah1, h2 i H och allak1, k2 i K.
EftersomΦ är surjektiv räcker det nu enligt den första isomorfisatsen att visa attker Φ = K,

men
ker Φ = {hk ∈ HK|h ∈ H ∩ K} = K,

vilket bevisar satsen. �
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Sats 1.4. (Tredje isomorfisatsen)OmH ⊆ K är normala delgrupper iG så gäller att

G/H

K/H

∼

= G/K.

Bevis.Vi kan skapa en homomorfi

Φ : G/H −→ G/K

genom
Φ(gH) = gK

för alla g i G. Den är väldefinierad eftersomg1H = g2H innebär attg−1
1 g2 ligger i H, men

eftersomH ⊆ K är därmedg1K = g2K. Förg1 ochg2 i G gäller att

Φ(g1H ∗ g2H) = Φ(g1g2H) = (g1g2)K = g1K ∗ g2K

vilket visar attΦ är en homomorfi. EftersomΦ är surjektiv, räcker det nu enligt den första iso-
morfisatsen att visa attker Φ = K/H. Eftersom enheten iG/K är sidoklasseneK ges kärnan
av

ker Φ = {gH|gK = eK} = {gH|g ∈ K} = K/H,

vilket bevisar satsen. �

2. TRANSPOSITIONER OCH DEN ALTERNERANDE GRUPPEN

I den symmetriska gruppenSn kallas tvåcyklerna förtranspositioner. Detta är alltså permuta-
tioner som byter plats på precis två element.

Definition 2.1. Vi säger attlängden, ℓ(σ), av en permutationσ i Sn är antaletinversioner, dvs

ℓ(σ) = |{(i, j)|i < j, σ(i) > σ(j)}|.

Sats 2.1.Den symmetriska gruppen genereras av transpositionerna

{s1, s2, . . . , sn−1} = {(1 2), (2 3), . . . , (n − 1 n)}.

Bevis.Vi kan bevisa detta genom induktion över längden,ℓ(σ). Den enda permutationen av
längd0 är identitetspermutationen som är en produkt av noll transpositioner.

Om vi har en permutation som har minst en inversion så finns minst etti så attσ(i + 1) <
σ(i), eftersomσ annars skulle vara strikt växande. Om vi sätter sammanσ med transpositionen
si = (i i + 1) minskar antaletinversioner med ett och vi kan per induktionanta attτ = σ ◦ si

kan skrivas som en produkt av transpositionernas1, s2, . . . , sn−1. Därmed kan vi nu också skriva
σ = τ ◦ si som en produkt av dessa transpositioner. �

Sats 2.2.För varje permutationσ i Sn gäller att

sgn(σ) = (−1)ℓ(σ).

Bevis.Vi har tidigare definieratsgn genom attSn verkar på Van der Monde-determinanten∏
i<j(xj − xi). Vi kan nu konstatera att varje transpositionsi byter tecken på

∏
i<j(xj − xi),

vilket betyder attsgn(si) = −1. Om vi utför ℓ(σ) successiva transpositioner byter uttrycket
teckenℓ(σ) gånger och vi får attsgn(σ) = (−1)ℓ(σ). �


