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1. ISOMORFISATSERNA

Sats 1.1. (lrsta isomorfisatsen)For en grupphomomorfp : G — H galler att
G/ ker ® = im®.
Bevis. Till att borja med kan vi anta aff = im® genom att se pa sammansattningen
G — imd — H.

Vi har projektionen

G — G/ ker ®
och vi kan fa en faktorisering av homomorfitn — im® genomG/ ker ® om vi kan fa en
inducerad homomorfi : G/ ker ® — im®. For att det ska stamma maste vi for ett element
gker @ i G/ ker ® ta bilden avg i im®, dvs lata

U(gker @) = ®(g) € im®.

Detta definierar en funktion fra6'/ ker @ eftersom olika representanter for samma sidoklass
uppfyller g; ' go € ker @, vilket ar detsamma som abt(g;) = ®(g2). Vi ser att

U(gy ker @ * go ker &) = U(gygo ker @) = (g192) = P(g1)P(g92) = ¥ (g1 ker @)W (g, ker P)

vilket visar att¥ ar en homomorfi.

For att visa att ar en isomorfi racker det att visa att den ar surjektiv ogéktiv. Att den ar
surjektiv ar klart eftersom varje elemeriti® ar lika med®(g) = ¥(g ker ®) for nagot element
giG.

For att se att den ar injektiv ser vi pa karnan som ges av

ker W = {gker ®|®(g) = e} = {eker D}
och eftersom karnan bara bestar av enhetselementetrérhorfin injektiv. O

Definition 1.1. For en homomorf® : G — H och ett element i H sager vi att

{9 € G|®(g) = h}
arfibernav ® dverh.

Sats 1.2.Fibrerna till en homomorfar samma sak som sidoklasserna tdrkan.
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Bevis.Om ®(go) = h har vi att
{9 € G|®(g9) = h} = {g09]g € ker @} = gy ker ®
eftersom
P(g) = (g0) <= q’(go_lg) =e <= go_lg € ker ® <= g € gp ker P.
0

Genom detta ser vi pa ytterligare ett satt att det finns fkidn mellen kvoter(i / ker ® och
bildenim®.

Exempel 1.1.EftersomSl, (R) ar karnan till den surjektiva homomorfin
det : GL,(R) — R*
ar det nu klart att kvotefil,, (R) /S1,,(R) ar isomorf med bildefR*. P4 samma satt far vi att den
alternerande gruppe,, ar karnan till den surjektiva homomorfin
sgn : S, — Z*
och darmed ar kvotef,, /A,, isomorf med bilderZ* = {+1}.

Sats 1.3. (Andra isomorfisatsenPm K och H ar delgrupper iG och H ligger i normalisatorn
N¢(K) sdar HK en delgrupp iG, K ar normal i HK och H N K ar normal i H. Dessutom

galler att
HK . H

K HNK
Bevis. Vi borjar med att se atf/ K ar en delgrupp. Omy, h, ligger i H ochky, ky i K far vi
hak(haks) ™ = hikiky 'hy' = hohy 'K, K,
for nagotk; och nagot, i K, eftersomi C Ng(K). Alltsa ar H K en delgrupp.
Att K arnormal iH K foljer av att
hkk'(hk)™' = hkk'k 'Rt = kK" = K

for nagotk” i K eftersomH C Ng(K).

Omk liggeri H N K ochh ligger i H far vi att hkh~" ligger i badeH och K, och darmed i
HN K, eftersomH C Ng(K). Alltsa arH N K normal i H.

For att sedan bevisa isomorfin definierar vi en homomorfi f#& till H/H N K genom

®(hk) =hH N K,
for hi H ochk i K. Denna ar valdefinierad eftersamk, = hyk, innebar atth; 'hy = kik;,*
som ligger iH N K. Att det ar en homomorfi framgar av att
@(hlklhgkg) = (I)(hlhgkikg) - hlth N K = (h,lH N K) * (th N K),

forallahy, ho | H och allak;, ks i K.
Eftersom® ar surjektiv racker det nu enligt den forsta isomorfigatatt visa atker ® = K,
men

ker ® = {hk € HK|h € HNK} = K,
vilket bevisar satsen. O
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Sats 1.4. (Tredje isomorfisatsenPm H C K ar normala delgrupper ' sa galler att
G/H
—— =G/K.
K/H /

Bevis. Vi kan skapa en homomorfi
¢o:G/H— G/K
genom
O(gH) = gK
for alla g i G. Den ar valdefinierad eftersomH = ¢,H innebar attg, ‘g, ligger i H, men
eftersomH C K ardarmed;; K = g, K. Forg; ochgs i G galler att
O(g1H * goH) = ®(9192H) = (q192) K = 1 K x g2 K

vilket visar att® ar en homomorfi. Efterson ar surjektiv, racker det nu enligt den forsta iso-
morfisatsen att visa aker & = K/H. Eftersom enhetend’/ K ar sidoklassen K ges karnan
av

ker® = {gH|gK = eK} ={gH|ge K} = K/H,
vilket bevisar satsen. O

2. TRANSPOSITIONER OCH DEN ALTERNERANDE GRUPPEN

| den symmetriska gruppe$), kallas tvacyklerna fotranspositionerDetta ar alltsa permuta-
tioner som byter plats pa precis tva element.

Definition 2.1. Vi sager atiangden (o), av en permutation i S,, ar antaleinversioner dvs
l(o) = (@, ))li < j,o(i) > a(j)}-
Sats 2.1.Den symmetriska gruppen genereras av transpositionerna
{s1,80,...,8p1} ={(12),(23),...,(n—1n)}.

Bevis. Vi kan bevisa detta genom induktion dver langdéfs;). Den enda permutationen av
langdoO ar identitetspermutationen som ar en produkt av nollgpasitioner.

Om vi har en permutation som har minst en inversion sa finmsigtti sa atto (i + 1) <
o(i), eftersomo annars skulle vara strikt vaxande. Om vi satter samenared transpositionen
s; = (11 + 1) minskar antaletinversioner med ett och vi kan per indukéota attr = o o s;
kan skrivas som en produkt av transpositionerna,, . . ., s,,_;. Darmed kan vi nu ocksa skriva
o = 7 o s; Som en produkt av dessa transpositioner. O

Sats 2.2.For varje permutatiorv i S,, galler att

sgn(o) = (—1)4).
Bevis. Vi har tidigare definierakgn genom attS, verkar pa Van der Monde-determinanten
[Iic;(z; — 2:). Vi kan nu konstatera att varje transpositigrbyter tecken pa"[Kj(xj — x;),

vilket betyder attsgn(s;) = —1. Om vi utfor (o) successiva transpositioner byter uttrycket
tecken/(c) ganger och vi far atign(o) = (—1)%). O



