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1. INTRODUKTION TILL RINGAR

| manga fall har vi bade en addition och en multiplikation.

Definition 1.1. Vi sager attR ar enring om det finns tva operationer, och-, som uppfyller

e R ar en abelsk grupp under. (addition)
e Multiplikationen,-, arassociativdvsa - (b-c) = (a-b) - ¢, for allaa, b, ci R.
e Multiplikation och addition adistributiv, dvs

a-(b+c)=(a-b)+(a-c) och (a+b)-c=(a-c)+(b-c)
forallaa,b, ci R.

Vi skriver 0 for det neutrala elementet under addition. Om det finnseattralt element under
multiplikation kallar vi det forettaoch betecknar det

Vi sager attiR ar en kommutativ ring om multiplikationen ar kommutativs oma -b = b - a,
forallaa,bi R.

Om det finns en etta och alla nollskilda element ar inveaerlunder multiplikation har vi en
skevkroppch om dessutom multiplikationen ar kommutativ ar dekepp.

Exempel 1.1.Vi har sedan tidigare sett att heltalen, de rationella tatknreella talen och de
komplexa talen bildar ringar. Heltale#, ar en kommutativ ring med etta, medan de rationella
talen,Q, de reella talenR och de komplexa taler;, alla ar kroppar. Kvaternionerna bildar en
skevkropp.

De hela talen modulo ett heltal dvsZ,,, bildar en kommutativ ring med etta, som inte ar en
kropp om inten ar ett primtal.

| analysen stoter vi pa en mangd ringar som bestar awtifumér av olika slag. exempelvis bil-
dar mangden av alla funktioner fréntill R en ring under punktvis addition och multiplikation.
Pa samma satt far vi mindre ringar genom att restricesaithsontinuerliga, deriverbara eller
differentierbara funktioner. I komplex analys stoter &ifingen av holomorfa funktioner.

Definition 1.2. Ett element: # 0 dar det finns etk # 0 sa atta - b = 0 kallas emolldelare Om
ringen ar kommutativ med etta och saknar nolldelare aeti@ttegritetsomade
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Exempel 1.2.Heltalen,Z, ar ett integritetsomrade, medap inte ar ett integritetsomrade om
ar sammansatt.

Sats 1.1.Ett andligt integritetsomiidear en kropp.

Bevis. Varje nollskilt element: ger en injektiv funktionR — R genom multiplikation med
a. EftersomR ar andlig ar den ocksa surjektiv finns ett elemesé attab = 1. Alltsa ar alla
nollskilda element inverterbara. 0J

Definition 1.3. En delring iR ar en additiv delgrup@ C R som ar sluten under multiplikation.

Exempel 1.3.Heltalen ar en delring av de rationella talen och de reallentar en delring i de
komplexa talen.

2. POLYNOMRINGAR, MATRISRINGAR OCH GRUPPRINGAR

Om R ar en ring kan vi bilda en polynomring i en variabebver R genom att se pa polynom
med koefficienter iR. Det ar ganska latt att forstd vad som menas genom atadermella
uttryck

Q) ap + a1z + asx® + - - + a,z"
dar koefficienterna ar element i ringéh Multiplikationen ges da av att

(aotara+asa’+- - +apa™)-(bo+biz+boa’+- - +byz") = agbo+(aobi+arbo)z+--+( Y aby)a™ "
i+j=m+n

For att slippa fundera over vad formella uttryck ar fégot kan vi i stallet se det som oandliga

sekvensefag, a1, . . . ), sadana att; = 0 for alla utom andligt manga heltalProdukten definieras

da genom att

((10,@1,@2,...)'(bo,bl,bg,...):(Co,Cl,CQ,...)

C — Z aibj.

i,jEN
iti=k

Detta fungerar i och med att blir noll for allai > m + n oma; = 0 for allai > m ochb; = 0
for allai > n.

Man kan kontrollera att denna multiplikation ar assowiatih att de distributiva lagarna haller.
Vi kan nu anvanda symbolermaaz, az?, . .. for sekvenserna

a=(a,0,...), axr=(0,a,0,...), az®=(0,0,a,0,...)
och sa vidare. Pa sa satt kan vi skapa mening hos uttorok($).

dar

Definition 2.1. Om R ar en ring skriver viR[z| for ringen av polynom i en variabel med
koefficenter IR.

Vi kan definieragradenhos ett polynom som den hdgsta potenscaom ingar i polynomet.
For att graden ska bete sig som vi ar vana vid, dvs att

gradf(x)g(x) = grad f(x) 4 gradg(z)
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behovs att koefficientringen saknar nolldelare.

For en ringR kan vi ocksa betrakta kvadratiska matriser med koeffieienk. Matrismultip-
likationen ar associativ och de distributiva lagarndegaka vi far en ring av matriser av storlek
n x n. med koefficienter .

Definition 2.2. Om R ar en ring ochn ar ett positivt heltal skriver viV,,(R) for ringen av
n x n-matriser med koefficienterk.

Exempel 2.1.Det vanligaste ar att vi har matriser med koefficienter i ewpk, k, och vi har da
mojlighet att anvanda de flesta resultat fran linjaeslg. Exempelvid s, (C), M, (R).

For en grupgz och en kommutativ rind? med etta kan vi bilda egruppring, RG, eller R|G],
genom att lata
RG ={f: G — R|f(g) = 0,utom for andligt manga}
Additionen sker punktvis, men multiplikationen sker genom

fi- falg) = Z fi(d) f2(g").

g'.9"€G
g'g""=g

Exempel 2.2.0m R ar en kropp ges gruppringen for en cyklisk grupp av ordmiay sekvenser
(ay,aq,...,a,) med komponenentvis addition och multiplikation

(ao,al, .. .,an,l) . (bo,bl, .. .,bnfl) = (Co,Cl, .. .,Cnfl)

darc, = >, a;by_;, dar indexen raknas moduto

3. HOMOMORFIER OCH KVOTRINGAR

Precis som for grupper ar det speciellt intressant athfamktioner mellan ringar som bevarar
ringstrukturen. | det har fallet finns det tva operationeh vi sager attb : R — S ar en
ringhomomorijellerhomomorfav ringar, om

Ola+b)=d(a) + () och  B(a-b) = d(a)- (b),

for allaa ochbi R. Det betyder at® ar en homomorfi av abelska grupper som dessutom bevarar
multiplikationen. En bijektiv ringhomomorfi kallas féingisomorfi ellerisomorfi av ringar
Vi later karnanav en ringhomomorfi vara karnan som abelska grupper, dvs

ker ® = {a € R|®(a) =0} = &1(0).
Definition 3.1. Ettideali en ring R ar en delring/, som uppfyller
al C 1 och laC 1

for alla element i R.

Ombaraa!l C I sager viatfl ar ettvansterideabch om barda C I arI etthdgerideal Ibland
sager vivasidigt idealistallet forideal for att understryka att det inte bara ar ett vansteridbat
ett hogerideal.

Sats 3.1.Karnan till en ringhomomorf® : R — S ar ettideal i R.



4 SF2703 ALGEBRA GRUNDKURS ANTECKNINGAR 2008-02-22
Bevis. Det ar klart att det ar en delgrupp om vi serRainder addition. Alltsa racker det att visa
attaker ® C ker ® och (ker ®)a C I. Tagh € ker ® ocha € R. D& har vi att
®(ab) = P(a)P(b) = P(a) -0=0=0-P(a) = ®(b) - P(a) = P(ba)
vilket visar att badeb ochba ligger i ker ®. O

Eftersom alla delgrupper av en abelsk grupp ar normala kaefinieraR/I som en abelsk
grupp om/ ar en abelsk delgrupp. Omdessutom ar ett ideal kan vi definiera en multiplikation
paR/I som gor den till en ring. Vi multiplicerar sidoklasser tilgenom

(a+1)-(b+1)=ab+ 1.
Detta ar valdefinierat eftersom ifall = a + i och¥’ = b+ j, dari, j € I, s& far vi att
ab=(a+i)(b+j)=ab+ib+aj+ij=ab+7
dari’ =ib+aj+ij € l.
Vi kan sedan konstatera att multiplikationen maste vasaciativ eftersom multiplikationen i
R ar associativ. Likasa foljer de distributiva lagarneeéit fran de distributiva lagarnah.
Sats 3.2(Forsta isomorfisatsen for ringapm® : R — S ar en ringhomomorfi gller att
R/ ker ® = im®.
Bevis. Vi vet redan att satsen ar sann om vi eoch.S som abelska grupper. Det aterstar att se
att isomorfin bevarar multiplikationen och darmed ar egisomorfi. Omu+ker ® ochb+ker @

ar tva sidoklasseri/ ker ® sa avbildas de genof : R/ ker ® — S pa®(a) och®(b), medan
produkten avbildas p&(ab) = ®(a)®(b). Darmed har vi att

U((a+ker @) - (b+ker ®)) = ¥(a + ker @) - U(b + ker D)
och W ar en ringhomomorfi. O

Exempel 3.1.0m R = Z ochn > 0 ar ett heltal far viz,, = Z/(nZ) som en kvot aZZ med
idealetnZ.
For ett polynom,f(x), med reella koefficienter kan vi bilda idealgt(x)) som genereras av

f(z), dvs
(f(2)) = {f(2)g(2)|g(x) € Rlx]}.
KvotenR[z]/ f(x) bildar en ring som ar ett andligdimensionellt vektorromefR med dimen-
sion lika med graden ayi(z).
Om f(z) = x* + 1 far vi ett tva-dimensionellt vektorrum och om vi betecks&doklassen
T =z + (2% + 1) med: ser vi att denna ring ar isomorf mer de komplexa tafén,



