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1. EGENSKAPER HOS IDEAL

For en mangd4 i en ring R kan vi bilda det minsta idedl4) som innehallerA och vi kan
bilda
RAR = {ria181 + - -+ + rm@msml|ri, $i € R,a; € A}
som ar ett ideal som innehaller. Precis som for delgrupper far vi dtl) = RAR. Vi kan gora
liknande for vanster- och hogerideal.
Ett ideal som kan skriva@i, as, . . . , a,,,) kallasandligt genererabch om det bara kraver en
generator ar det eftrincipalideal

Definition 1.1. Ett idealm € R ar ett maximalideal om det inte ar inneallet i nagot drédda
ideal.

Med hjalp av Zorns lemma kan man visa att varje ideal artiatiet i ett maximalideal om det
finns en etta i ringen. DA ar ett ideal akta om och endastetrnte innehaller ettan.

Zorns lemma sager att en partiellt ordnad mangd dar vatgdordnad delmangd har en ovre
grans har ett maximalt element. Vi anvander Zorns lemmanahgden av akta ideal som in-
nehaller det givna idealet och visar att varje kedja avlidgdanna mangd har en 6vre grans som
ges av unionen av idealen.

Definition 1.2. Ett akta idealP i en kommutativ ringR ar ettprimidealom
abe P <= a € Pellerb € P.

Sats 1.1.1 en kommutativ ringR ar I ett primideal om och endast o/ P ar ett integritet-
somade.

Bevis.Viseratt(a+1)(b+1) = I ar detsamma som atb € I, och darmed &fa+1)(b+1) =0
i R/I detsamma som aib € I. O

Sats 1.2.1 en kommutativ ring? med ettaér I ett maximalideal om och endast aRy 7 &r en
kropp.

Bevis.Oma € R inte ar inverterbar modulé sa kan vi bilda(a) + I som ar ett akta ideal som
innehaller/. Om I ar maximalt maste varje ¢ I vara inverterbart moduld eftersom(a) + I

inte kan vara akta. O
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2. FRAKTIONSRINGAR

Om R ar en kommutativ ring oclb ar en icke-tom delmangd av icke-nolldelarn& isom
inte innehalle och ar sluten under multiplikation kan vi bilda en fraktsoimg D~ R som har
foljande egenskaper:

e DR ar en kommutativ ring med etta.

e Det finns en injektiv homomorfik — D~'R och varje element D avbildas pa ett
inverterbart elementD ' R.

e D~'R ar minimal i den meningen att det for varje annan rihged ovanstaende tva ege-
neskaper finns en injektiv homomofi—' R — S genom vilkenk — S faktoriserar.

Vi kan konstrueraD—! R som mangden av ekvivalensklasserfax D under ekvivalensrela-
tionen

la,c] ~ [b,d] <= ad = bc
och vi definierar addition och multiplikation genom
[a,c] + [b,d] = [ad + be,cd]  och  [a,c] - [b,d] = [ab, cd].
Vi behover konstatera att dessa operationer ar valdefiee dvs att
(a,c) ~ (d,), (byd)~ (V,d)= (ad+bc,cd) ~ (d'd + Ve, dd), (ab,ed) ~ (a'V,dd)
Detta kan vi se genom att
(a'd +b')ed — (ad + be)d'd = (d'c — ad')dd + (V'd — bd')ed =0
och
abdd — d'Ved = (ad — d'e)bd’ + (bd' — V' d)a'c = 0.
Vidare behover vi se att operationerna uppfyller ringaxem, att multiplikationen ar kommutativ
och att det finns en etta. Allt detta foljer fran egenskapédros operationerna gé

Den injektiva homomorfilk — DR ges ava — [ab, b] for ndgoth i D och ettan ges av
[b,b] for b € D.

Om vi nu har en annan ring med de tva dversta egenskaperna kan vi fa en injektiv moonf

D'R— D'§=S



