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Uppagift.

a) Definiera vad som menas med Atér en normal delgruppd. (2)

b) Visa att skarningeni/ = (., H;, av normala delgruppe{.H;}c; i en gruppG, ar en
normal delgrupp G. (1)

c) Latp vara ett primtal och 1at; C C vara alla komplexa tal;, sadana att?” = 1 for
nagot heltah > 0. Visa attG bildar en grupp under multiplikation. (1)

d) LatG vara gruppen frn uppgift ). Visa att: G — G, som ges a¥(z) = 2P, ar en
homomorfi. Bestam karnan och bilden till (2)

e) Visa att delmangdert/, av overtriangulara matriserGil,(Zs) bildar en delgrupp och
berakna antalet sidoklasser #fl i Gly(Zs3). (2)

f) Visaatt((123),(345)) = A5 C S. (2)

L 6sningsbrslag.
a). Att H ar normal delgrupp ¢ betyder atti ar en delgrupp som uppfyller
gHg ' =H

for alla elemeny i G. Detta kan ocksa formuleras som aty(H) = G, attgH = Hg for alla
g € G eller att hogersidoklasserna til ar lika med vanstersidoklasserna fill

b). Att H; ar normal betyder agH,g~' = H; forallagi G. Omnuh € H = (., H;, s&
ligger v i alla H; och darmed liggephg—' ocksa i allad;. Alltsa ligger ghg—! i skarningen
H = (\,c; H; och H ar normal.

c). For att visa attz ar en grupp under multiplikation kan vi se att det ar en @elgd i gruppen
av inverterbara komplexa tal;*. Det racker darfor att visa aft ar sluten under multiplikation
och invertering. O, och z, ligger i G har viz!" = 1 ochz} = 1, for nagra heltaln ochn,

men det innebar att

me+n = (X")Y" =1 och z§n+m = (25

Alltsa ar
(leg)pm+n = 1/1
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eftersom mulitiplikationen iC ar kommutativ och vi far at&; ar sluten under multiplikation.
Dessutom har vi att

()" =) =1
vilket visar attG ar sluten under inversen. Alltsa bildaren delgrupp iC* och ar darmed en
grupp under multiplikation.
d). Videfinierar®(z) = z? och behover visa aft(z,2;) = ®(z1)P(20) for 2y, 2, € G. Vi far att
D(2129) = (2122)F = 2720 = B(21)P(22)

eftersom multiplikationen C ar kommutativ. For att se att det verkligen blir en funktfoan G
till G och inte bara frai till C ser vi att

P = (P = (PP =1 =1
omzP" = 1.
Karnan ges av alla element som gar pa enhetselememet,det har fallet an. Alltsa far vi
ker® ={z € G|z =1} = {2 € C|F = 1}.

Detta ar bara de enhetsrotterna.
Bilden ges av hel&, eftersom:?" = 1 innebar att omv? = z, s arw?"" = 2" = 1, vilket
visar att ocska:te roten aw ligger i G om z gor det.

e). EftersomGl, (Z3) ar en andlig grupp racker det att visa Attar sluten under multiplikation.

Vi har att
ai bl as bg - a1as Qap b2 + bng
0 C1 0 Co - 0 C1C2

vilket visar att delmangden av overtriangulara matrégesluten under multiplikation.

For att berakna antalet sidoklasser kan vi anvanda okagrnanges sats som sager att antalet
sidoklasser ar lika med kvoten mellan ordningarna. Vi kah dfakna antalet elementH, ef-
tersom diagonalelementen maste vara nollskilda ochwtetliogra elementet kan vara vad som
helst. Detta gefH| = 2% - 3 = 12.

For att rakna ut ordningen & = G1,(Z3) kan vi se att den verkar transitivt pa de nollskilda
elementen Z3 \ {0}. Omz = (1,0)” far vi stabilisatorn till

o-{(5 )1 (31 (D)= () ~{(3 yemoe)

Detta visar attGG,| = 2-3 = 6 och|Gx| = 3% — 1 = 8. Alltsa ges ordningen a& = Gl,(Z3) av
|G| = |G| - |Gz| =6-8 =48
och antalet sidoklasser tilf i G ar |G|/|H| = 48/12 = 4.
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f). Den alternerande gruppen bestar av alla jamna permoéatoxh dessa kan genereras av alla
produkter av tva transpositioneys;, dars; = (ii+ 1), fori = 1,2, 3, 4. Till att borja med ser vi
att

s=(123)=(12)(23) =s150 och r=(345)=(34)(45) = s354.
Genom att konjugera far vi

rsr—t=(124) =(12)(24),
r?sr—? =(125) = (12)(25),
srs™t = (145) = (14)(45),
s*rs™? = (245) = (24)(45),

Eftersom elementens inverser ocksa ligger i delgruppengenereras av dessa har vi nu

5159 = 8, 8184 = (rsr 1) (s°rs7?), 5183 = 51545453 = 81847 .

Eftersom dessa ligger i delgruppen som genererasoahr far vi ocksa
8283 = 52515153, 5284 = 52515154

och nu ligger alla produkter av tva av transpositionemas,, ss, s, i delgruppen, vilket visar att
det ar helads.

Svar:
a) H < G arnormalonyHg ! = H forallag € G.
d) Karnan afz € Z|z* = 1} och bilden ar hel&-.
e) Antalet sidoklasser tillf ar 4.

Bedomningskriterier.

a) Helt korrekt definition pa nagon av formerrdapoang.
b) Korrekt bevis for att skarningen ar normalpoang.
c) Korrekt bevis av atfz bildar en gruppl poang.
d) - Korrekt bevis for att det ar en homomorfipoang.
— Korrekt beraknad karna och bildl,poang.
e) — Korrekt bevis av at#{ ar en delgruppl poang.
— Korrekt motiverat antal sidoklassdrpoang.
f) — Korrekt beskrivning av generatorerna tk, 1 poang.
— Korrekt bevis av att dessa generatorer liggéni2 3), (345)), 1 poang.



