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L 6sningsbrslag med be@mningskriterier till exempelkontrollskrivning 3

Uppgift.
a) Definiera vad som menas med ett principalidealomrade. (1)
b) Visa att ett Euklidiskt omrade ar ett principalidealéae. (2)
c) Bestam alla maximalidealQ[z]/(z® — 2z + 1). (2)
d) Visa att(0) ar ett maximalideal i matrisringei/;(R). (2)

e) Visa att matriserna pa formen

0O Q
o o
Q0

dar a, b och ¢ ar reella tal bildar en kommutativ ring med etta som ar isdhmed
R[z]/(z® — 1). (2)

L dsningsbrslag.
a). Ett principalidealomrade ar ett integritetsomrade\@ije ideal kan genereras av ett element.

b). Om I ar ett nollskilt ideal i ett Euklidiskt omrade kan vi latavara ett element av minsta
norm i I, vilket betyder att alla nollskilda element ihar minst samma norm soi Oma ar ett
element i/ kan vi skrivaa = kd + r darN(r) < N(d) ellerr = 0. Eftersomr = a — kd € I
master = 0 eftersomd har minimal norm i/. Alltsa far via = kd och I = (d), vilket ar ett
principalideal.

c). Vi kan faktoriserar® — 2z + 1 som(z — 1)(z* + = — 1) dar bagge faktorer ar irreducibla
eftersomz? + 2 — 1 inte har nagra rationella nollstallen. Alltsa ar fatema relativt prima och
vi far enligt kinesiska restsatsen att

Qlz]/(2* — 22 +1) = Q[z]/(z — 1) x Qz]/(2* + 2 — 1)

dar de bada faktorerna i hogerledet ar kroppar. AlfisAs tva maximalideal, ett till vardera
kropp. Det forsta genereras a¥+ = — 1 och ger kvoter) och det andra genererasav- 1 och

ger kvoterQla] /(+* + z — 1) = Q[(—1 + v5)/2] = Q[V3).
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d). (0) ar ett ideal i alla ringar eftersom det ar en abelsk delgrogha - 0 = 0 - « for allaa i

en ring. For att visa att0) ar ett maximalideal kan vi visa att varje annat ideal aaheigen.
Antag att ett idall innehaller ett nollskilt element. Vi kan da multipliceramed en matris till
vanster som har nollskilda element bara i f&a att resultatet blir en matris vars enda nollskilda
element ligger i rad och till hoger med en matris som har nollskilda element baodonn j sa

att de enda nollskilda elementen ligger i kolohDetta gar att gora for allaoch j och darmed
kan vi fa varje matris iM3(R) som ett som en summa av matrig&rAC; och(A) = M;(R).

e). Om vi later

kan vi skriva alla matriser i ringen soai + b.J + cK. Dessutom ser vi atf> = K och.J3 = I.
Darmed kan vi fa en surjektiv homomoHiz] — R genom att sandA(z) paf(.J). Karnan till
denna homomorfi ges a¥ — 1 och darmed far vi den 6nskade isomorfin av ringar.
Bedomningskriterier.

a) Korrekt definition av principalidealomradepoang.

b) — Korrekt generator till idealet, poang
— Korrekt bevis att ett element av minsta norm genererar elgapoang
c) — Korrekt anvandning av kinesiska restsatsen for att leskingen,1 poang

— Korrekt slutsats om de tva maximala idealgémoang
d) Korrekt bevis for att alla nollskilda element generdrala ringen?2 poang.
e) — Korrekt bevis for att ringen ar kommutativ och har ettggoang.

— Korrekt bevis av isomorfinl poang.



