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Generaliserade integraler: oandligt intervall

Om vi anvinder Riemann-integralen med trappfunktioner (med
andligt manga steg) pa ett oandligt intervall finner vi att vi inte
kan rakna ut t ex

o0 dx
1 -
) | %

eftersom varje dversumma ger oandlig area. Men funktionen
m— l/x2 faller snabbt d& x vaxer mot oandligheten, och det
kanns rimligt att tilldela integralen ett varde, namligen

. X dx ) 11X ) 1
lim — = lim - — = lim 1-—) =1
X—400 1 X X—400 X -1 X—400 X

Nar vi gor sa tilldelar vi integralen (1) ett varde i generaliserad
Riemann-mening.
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Generaliserade integraler: oandligt intervall (2)

DEFINITION. Den generaliserade Riemann-integralen

/a o f(x) dx

lim /ax f(x) dx,

X—400

ges vardet

om detta gransvarde existerar. | sd fall sager vi att integralen ar
konvergent. Om gransvardet saknas ar integralen divergent.

OBS: Motsvarande for integraler dver | — oo, b[ samt | — 0o, +o0].

EXEMPEL. Integralerna

+0o0 +o00 +
x dx  dx
e dX, N a
0 1 X 1 X
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Obegransad integrand

Vi har tidigare observerat att ett obegransat integrationsintervall ar
en svarighet for Riemannintegralen. Lika sjalvklart ar det ett

problem om integranden ar obegransad, eftersom vi overhuvud inte
kan hitta ndgra Svre eller undre trappfunktioner (ev kan vi finna en

av dessa). Vi vill definiera
b
/ f(x) dx
a

trots att funktionen f(x) ar obegransad nira x = a, t ex. Vi antar
att funktionen ar begransad och Riemann-integrerbar pd varje
delintervall [a + ¢, b], dér e > 0.
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Obegransad integrand (2)

DEFINITION. Om gransvardet

b
lim / f(x)dx=A
e—=0" Jate

finns s3 sager vi att den generaliserade integralen

/ab f(x)dx

ar konvergent med vardet A. Om gransvarde saknas kallas den
generaliserade integralen divergent.

OBS: Motsvarande om b ar problematisk punkt, eller bade a och b
ar problematiska.

EXEMPEL. Integralerna

/ o /01 In(x) dx
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Jamforelsesatser

SATS: Lat / vara ett intervall (begransat eller obegransat). Antag
att f och g ar Riemann-integrerbara pa alla kortare begransade

delintervall, och att
0 < f(x) <g(x)

galler pd /. | sa fall ar integralen av f konvergent om integralen av
g konvergerar.

EXEMPEL: Integralerna

+o0 1

L |
— = dx,
/0 V/xex 1 VxeX

dx.
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Gammafunktionen

Vi har oo
r(s) :/ xS le™dx
0

som ar generaliserad, och konvergerar om s > 0. Detta foljer ur
jamforelsesatsen.
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