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Entydighet i Taylorutvecklingar

Antag att f(x) har utvecklingen
(1) f(x) = ao + aix + axx® + ... + apx" 4+ x"T1B(x),

dar funktionen B(x) ar begransad runt x = 0. Kan vi da sluta oss
till att

f(k)(0
@) =0,

k=0,1,2,...,n7
Rimligtvis bor vi har anta att f ar kontinuerligt deriverbar

tillrackligt manga ganger. Det visar sig vara sa att (2) galler om
f's derivator upp till och med ordning n+ 1 alla ar kontinuerliga.
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Entydighet i Taylorutvecklingar

Eftersom f(x) antas sa snall s& har funktionen en Taylorutveckling
kring x = 0:

(0 f(M(0
(3) f(x)=f(0)+f'(0)x + 2(I)x2 +...+ nl()x” + Rot1(x),
dar resttermen har formen

(n+1)
f (HX) Xn—l—l.

Roi() = 5y

Vi kombinerar (1) och (3):

a0+ a1x 4+ axx® 4 ... + apx" + x"T1B(x)

(0 (" (0
0, £7(0)
2! n!

= f(0) + f'(0)x + x" + Rpt1(x).
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Entydighet i Taylorutvecklingar

Vi omgrupperar, och far

ag — f(0) + (a1 — f’(O))X + <32 — f”2(!0)>X2 + ...

+ (a,, _f (")(0))x" = Rpp1(x) — x"1B(x).

n!
Eftersom £("+1) ir kontinuerlig, giller att for x nira 0 har vi

f(n+1) (QX) n+1 _

G I

Rnt1(x) =
dar Bj(x) ar begrdansad ndra x = 0. Dvs
Rot1(x) — x"1B(x) = x" ™ By(x),

for ndgon annan begransad funktion By(x).
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Entydighet i Taylorutvecklingar

Vi har alltsa
a0 — F(0) + (a1 — F/(0))x + < )
# (- f(" © ) Xy (x).

Stoppar vi in x = 0, finner vi att ag = f(0). Delar vi sedan den
aterstaende identiteten med x, far vi

a; — f'(0) + <32 — f/;(!o)>x +...
+ <a,, _f (n)(0)>x”1 — X"By(x).

n!
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Entydighet i Taylorutvecklingar

Stoppar vi igen in x = 0, finner vi att a; = f’(0). Fortsatter vi s&

har far vi att
f(k)(o)

k!’
Dvs vi har visat entydigheten.

dx = kzO,...,n.
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Tillampningar

Vi betraktar

(X) — esmx
och vill Taylorutveckla kring x = 0 upp till ordning, sag, 4. Vi har
att
x3
sinx = x — 37 + x°By(x),
och att ) s
& = 1dy+ T+ 5+ Y By,
dar Bi(x) och By(y) ar begransade kring x = 0 och y = 0.
Eftersom
2
sin?x = x? — —x* + x%B3(x), sind x = x3 + x®By(x),

3!
sin* x = x* + x°Bs(x),

med Bs3(x), Ba(x), och Bs(x) likasd begransade, sa blir



Tillampningar

inx x3 X2 1 1 1
NN =1 x— o oy = g g g 4P Be(x),

vilket vi snyggar till lite:
2
: 1
e =14 x+ X? - §X4 + x°Bg(x),

Detta ar alltsd den entydiga Taylorutvecklingen av grad 4.
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Tillampningar av Taylorutveckling

Med hjalp av Taylorutveckling kan vi latt berakna gransvarden som

. sinx — X
Ilm 73.
x—0 X

Eftersom

sinx = x — % + x°B(x),

dar B(x) ar begransad nara x = 0, far vi att
sinx —x f’g + x°B(x) 1

! _ 2
. 3 =3 + x B(X)—>—6

dd x — 0. (instangning!)
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I'Hospitals regel

Antag att vi vill berakna ett gransvarde av typen

lim @
x—~0 g(x)’

vilket 3r av typen [3], dvs bade f(x) — 0 och g(x) — 0 d& x — 0.
L'Hospitals regel sager att i sa fall sa galler — i fall funktionerna ar
kontinuerligt deriverbara nara x =0 — att
/
jim £0) _ iy £,
x=0g(x)  x—=0g'(x)

Vi kan visa detta latt m h a Taylorutveckling atminstone ifall att

g'(0) # o
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I'Hospitals regel

f(x) _ f(0) + F(0)x +x*Bi(x) _ f'(0)x + x*Bi(x)

g(x)  g(0) +g(0)x +x2Ba(x)  g'(0)x + x2By(x)
F(0) +xBi(x) _ f/(0)
g'(0) +xBx(x)  g'(0)

Om iven lim f’/g’ skulle vara av typen [3], s3 tilliter den generella
I'Hospitals regel oss att fortsatta derivera upp och nere.
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