Exempel pa induktionsbevis

Alan Sola

13 september 2009

Problem 1.5

Visa med induktion att

1 n
= (1)
— kE(k+1) n+1
samt att o1
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Losning

Vi borjar med att visa att den forsta likheten géller for n =1,2,3,....
Basfallet intriffar for n = 1. Summan i vénsterledet i (1) reduceras i
detta fall till en term:
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1(1+1) 2
medan hogerledet ar
1
1+1

Alltsa &r (1) sant for n = 1. Lat oss nu anta att
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galler for nagot heltal N med N > 1. Vi har att visa att detta medfor att
Nil 1 N+1
= k(k+1) SN+ 41

(4)



Betrakta nu uttrycket i vinsterledet i ovanstaende ekvation. Vi delar forst
upp summan:
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Vi anvénder nu induktionsantagandet (3) for att ersétta summan i hogerledet
med N/(N + 1) och far att
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Det sista uttrycket (V 4+ 1)/(N + 2) &r lika med hogerledet i (4), och
saledes dr induktionssteget avslutat. Enligt induktionsprincipen géller alltsa
pastaendet (1) for n=1,2,....

Vi ska nu visa att (2) géller for n = 1,2,... (observera att likheten &r
meningslos f6r n = 0).

Basfallet n = 1 ger oss den 6vre gransen 2-1—1 = 1 som summationsgrans
i hogerledet, sa dven i detta fall reduceras summan till en term:
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141 2
Hogerledet i fallet n =1 ar
1
2.1 2
vilket visar att (1) géller for n = 1.
Vi antar nu att
2N-1
2 k(k:1+ 1)~ % (5)
k=N

géller for nagot N > 1, och vi har att visa att detta medfor att
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Vi betraktar vénsterledet i (6) och lagger till och drar ifran:

2N+1 2N+1
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Mt k(k+1) = k(k+ 1) N(N+1)
Vi gor dérefter en omskrivning till, ndmligen
2%1 1 - 2%—:1 1 N 1 N 1
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och vi anvinder sedan induktionsantagandet for att fa
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Vi sétter in detta i (7) och far
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och efter en forenkling finner vi att detta uttryck dr lika med 1/(2N + 2).
Detta &r hogerledet i (6).
Induktionsprincipen medfér nu att (2) &dr sant for allan =1,2,.. ..



