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Losningar

Varje uppgift ger maximalt 3 poang. Minst 5 poiang kravs for godkant.

Observera att svaren skall motiveras. Inga hjalpmedel ar tillatna pa skrivnin-
gen.

1. Los ekvationen
2+ (1+i)z+i=0.

Losning Vi borjar med att kvadratkomplettera uttrycket i vansterledet:

1
22+(1+i)z+i222+2-5(1+i)z+i
2

1 2 . 1 .
= <z+§(1+z’)> —%+i: <z+§(1+i)> +%.
Den ursprungliga ekvationen kan alltsa skrivas

(z e +¢))2 =4,

eller, om vi sitter w = z + (1 41)/2,

Vi ansatter nu w = x + iy och raknar ut

w? = (z +iy)? = 2* — y* — 2izy (2)

Vi har att bestdimma z och y sa att realdelarna och imaginérdelarna i (1) ar
lika. Vi sétter in (2) i (1) och far ekvationerna

x2_y2:0
Qxy:—% '

Var god vénd!



Vi far en tredje ekvation for z och y genom att ta absolutbelopp i (1):
1

2,2 1

x4y = 5
Genom att addera de kvadratiska ekvationerna far vi att 22? = 1/4, vilket
ger oss © = +1/2. Fran relationen 2zy = —1/2 foljer darefter y = F1/2, och
vi erhaller tva 16sningar till (1):

1
wy = = — = och w2=—§+—.

Eftersom z = w — (1 +14)/2 far vi till slut

21 = —1 och Z9 = —1.

2. Visa med hjalp av induktion att

n
n3—n

> (K —k) = for n=1,2,....

k=1 3

Losning Vi borjar med att behandla basfallet n = 1. Vansterledet &r da
1> —1=0,

medan hogerledet ar
13-1

3
Pastaendet ar darmed sant i basfallet.

=0.

Vi antar nu att
N

N3 — N
> (K —k) =
3
k=1
ar sant for nagot N och vi ska visa att
N+1
N+1P2—(N+1

k=1

foljer. Véansterledet i (3) kan skrivas

> (K —k)+(N+1)° = (N+1)

E)+ N*+2N+1—- N —1

HMZ

(*—k)+ N*+ N

[
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b
Il
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Vi ersdtter summan med (N®—N)/3 i enlighet med vart induktionsantagande
och far att vénsterledet i (3) ar lika med

NP —N N®—N+3N2+3N N343N?43N+1-N—1
4N’y N= ; = ; :

Efter en omskrivning ser vi att uttrycket i hogerledet &r lika med ((N+1)% —
(N +1))/3, vilket skulle visas. Induktionsaxiomet ger oss nu att pastaendet
ar sant for alla n > 1.

3. Betrakta de tva vektorerna i rummet som i en ON-bas har framstéllningarna

0 0
vV = 1 och w= ?5
0 NG

Berdkna vinkeln mellan v och w. Ange tva vektorer i rummet som ar
vinkelrata mot bade v och w.

Losning Vi drar oss till minnes att vinkeln 6 mellan v och w kan beraknas
med hjalp av skalarprodukten enligt

V- -W

cosf = (4)

vllwl]

Vi ser genast att |[v| = 1 och vi beréknar dérefter

o () -

Skalarprodukten av v och w ar

v-w=0-0+1-

och vi far nu .
cosf = —

V2
Vi drar hérur slutsatsen att 6 = /4.
Man kan hitta vektorer som &r vinkelrata mot v och w genom att bilda

kryssprodukten, men man kan ocksa notera att bada de givna vektorerna
saknar nollskilda komponenter i e;-led. Detta betyder att skalarprodukten

Var god vénd!



mellan v och w och varje vektor som enbart har en nollskild komponent i
denna riktning ar noll. Vi kan alltsa vélja

a b
uy=1| 0 och us=1| 0
0 0

for a,b € R som vinkelrata vektorer.



