KTH, Matematik, Serguei Shimorin

5B1146, Geometri och algebra for E1

Modelltentamen: 16sningsforslag

1. Vi visar forst basfallet n = 1.

1
VL =—=

1 1 1
1-3 3

H.L. = = —,
2-1+1 3

Stammer!
Nu antar vi att formel géller for nagot heltal n. Vi skall visa att den géller ocksa
for nésta heltalet n + 1. Vi har

1 1 1 1
V.L.(n+1) = <_ L ) _
) ={r3tss" T+ ) T s e+ )
1 2n? + 3 1
= [enligt induktionsantagandet! | = " + __en"ton+t _
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och 41 41
n n

H.L.(n+1) = - .

(D) = 1 2043

Det stammer igen och detta avslutar induktionsbeviset.

2. Vi skriver forst bade téljare och ndmnare i polar form. Vi har
1+i=+v2"*  och (1+10)% = (V2)HeHr/4,
Darefter,
1 —i=+/2e /4 och (1 — )" = (V2) Ve i1/,
Hela braket blir d&

(V2)H 1T i 2m /AT /A — got387/4 — f(cos(387/4) + isin(387/4)) =
= 4(cos(—m/2) + isin(—m/2)) = —4i.

3. Vi viljer forst tva godtyckliga punkter pa linjen. T ex valet ¢ = 0 ger oss punk-
ten B : (2,—2,3) och valet t = —2 ger oss punkten C': (0, —2,1). Problemet nu ar att
bestdmma planet som gir genom tre givna punkter: B, C' och A : (1,—1,0). Normal-

vektor till planet skall vara ortogonal mot béade vektorerna AB och AC' och kan viljas
d& som deras kryssprodukt. Vi har AB = (1, —1,3) och AC = (—1,—1,1) vilket ger

e, e, e,
-1 -1 1

=e 3—e
-1 1 Y




Allts&, normalvektor ar (2, —4, —2) och planets ekvation ar
20r—1)—4d(y+1)—2:=0

eller
20 —4y — 22— 6 =0.

4. Lat A: (4t +3,t+4,2) och B : (125 + 1,65 + 7,3s 4+ 5) vara tva godtyckliga

punkter pa linjerna. D& vektor AB har koordinater (12s — 4t —2,6s —t+3,3s+3). Den
har minsta langden vilket stammer med avstandet mellan linjerna om den ar vinkelrat
mot bade vektorer vi = (4,1,0) och vo = (12,6,3) = 3(4,2,1) lings linjerna. Vi far

séledes systemet av ekvationer AB - vy = 0 och AB - vy = 0 for obekanta s och t.
Systemet ar

bds — 17t = 5;
63s — 18t = —1.
Det har losningarna s = —107/99 och ¢t = —41/11. Man sétter in dessa s och ¢t till

formel for AB och berdknar dérefter dess langd som ger den sokta avstandet. Svaret
blir
2v/33
33

(Uppgifter med sddana krangliga berdkningar kommer inte pa tentan. Men uppgifter
av sddan TYP kan férekommal)

5. Matrisen av systemet ar
1 a
0 1
11
Efter standarta radoperationer den 6verfors till trappstegmatrisen
1 a 2 -1
01 a 2
0 0 a>-a—2| 2a—4

Vi ser forst att systemet har entydig bestdmt l6sningen om a> —a—2 #0dvsa # —1
och a # 2. I speciella fallet a = 2 systemet blir

-1
2

1
0
0 0

S =N
[enl NI ]

Den sista ekvationen ar 0 = 0 uppfylls alltid och d& man kan vélja t ex variabel z fritt
och uttrycka z och y i z frdn den férsta och andra ekvationer. Alltsa , i fallet a = 2 det

finns odndligt manga losningar. I sista speciella fallet a = —1 systemet blir
1 -1 2 -1
0 1 -1 2
0 0 0 —6



Den sista ekvationen dr 0 = —6. Den uppfylls alldrig och systemet saknar l6sningar.

6. For att visa att vektorer utgoér en bas det racker att visa att matrisen bildad av
vektorerna har determinant skild fran 0. Vi rdknar

1 -1 0
2 2 3|=5#0.
0 1 2

Darefter, koordinaterna av vektoren v ar sddana tal x1, 9 och x5 att v = ;v +z9vo+
x3vs. For att bestdmma dem, skall man 16sa systemet med matris

1 -1 0 1
2 2 3| -1
0 1 2 1

Systemet har 16sningen z7 = —4/5, 3 = —9/5, x3 = 7/5.

7. Lat A vara matrisen av avbildningen. D& det géller att

(a)= (1) e a()-(5)

Tillsammans de tva samband kan skrivas som AB = C dar

1 -1 0 2
B—(2 1) och C—(13>.

Vi far alltsa A = CB~!. Fér B~! far man

1 1 1
Bl'=——
detB(—2 1)

och det B = 3. Antligen, matrismultiplikationen ger
1/ -4 2
A§<—54>'

8. Uttrycket ar en kvadratisk form med matris

2 1 —1
A= 1 2 2
-1 2 2

For att bestdmma dess positiv/negativ definit egenskaperna, skall man veta egenviardna
till matrisen. Vi rdknar det karakteristiska polynomet:

2—-A 1 -1
det(A— ) = 1 2—-X 2 |= /summerar tredje och andra rader / =
—1 2 2—-A
2\ 1 -1 2.\ 1 -1
= 1 2-Xx 2 |=@-N| 1 2-x 2 |=
0 4—-X 4-2A 0 1 1
= /utveckling langs sista raden / = (4—M\) {(—1) : ' 2 I A _21 ’ +1- ‘ 2 I A 5 i \ H =

=4 =N\ =2\ -2).



Rotterna till karakteristiska ekvationen ar
M=4, M=14+V3 M\=1-—V3

Tva forsta ar positiva medan den tredje ar negativ, vilket visar att kvadratiska formen
ar ej definit och den kan anta bade positiva och negativa virdena.

9. Vi borjar med egenvirdena:

3—A 4 —6
det(A-A)=| 1 8- -8 |=
1 D —-5—A
3—A 4 —6
= /subtraherar den andra raden fran den tredje / = 1 88—\ =8 |=

0 -3+ 3—-AX
3—A 4 —6
=A=3)] 1 8=X =8|=(\=3)(-A=3)\+2).
0 1 —1
Egenvardena ar
)\1 = 1,)\2 :2,>\3 = 3.
Nu s6ker man motsvarande egenvektorer.

For forsta egenviardet \; = 1 den forsta egenvektor v, ar l6sningen till homogena
systemet med matris

2 4 —6
A-I=|1 7 -8
1 5 -6
Losningen &r
1
vy = 1 ]t
1

Analogt bestdmmer man tva andra egenvektorerna:

2 1
vo=| 1 |t och vs=| 3 |t
1 2

Alltsa, far man diagonalmatris

S NN O
w o O

och 6verféringsmatris

o

|
— =
— =N
DN O =

10. Enligt spektralsats finns det en ON bas av egenvektorer till matrisen A : vy,
Vo, ...,V,. For forsta egenvektor v; det géller att Avy = A\;vy, dar \; ar antingen 1
eller —1. I bade fall blir da A*%y, = /\%006V1 = v;. Samma samband géller ocksa for
alla andra egenvektorer vilket visar att A &r enhetsmatris.



