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Losningsforslag

1. Vi betecknar u = 22 och vi far den foljande ekvationen fér den nya variabel w:
u? —2v/3u+4 = 0.

Den har rotter u = /3 + 7 vilket innebér att vi skall 16sa ekvationer 22 = /3 + i samt

22 = /3 —i. For den forsta ekvation skriver vi hogerledet i poléar form:

V3 +i=2(V3/2+1i/2) = 2(cos(r /6) + isin(n/6)) = 26,
Om z = re'®, da far vi ekvationen
120219 _ 9uim/6
vilket ger 7 = v/2 och 2¢ = 7/6 + 27k. Detta ger oss tva rétter z; = /2¢/'2 och
2y = \/2e13im/12

Analogt, den andra ekvationen ger oss tva andra rotter zz = v/2e /12 och 2z, =

V2 13im/12

2. Alla réta linjer som gar genom punkten A = (1,2, —1) och linjen [; : (x,y,2) =
(3t,1+ 2¢,t) bildar ett plan.
Forst bestdmmer vi planets ekvation. Punkten B = (0,1,0) ligger pa linjen [;. Lat
u=AB = (—1,—1,1) och v = (3,2,1) En normalvektor till planet ar

ex €, e,

n—-uxv=— -1 -1 1
3 2 1.

Hérav n = (—3,4, 1). Planets ekvation genom A och [y ar alltsd —3(x —1) +4(y —2) +
1(z + 1) = 0 eller efter forenkling

—3r+4y+2—-4=0 ().

For att bestamma eventuella skidrningspunkter mellan planet (*) och den andra linjen
ly : (z,y,2) = (2 + 2t,—t,1 + 2t) substituerar vi linjens ekvationer

r =2+ 2t, y = —t, z=1+2t
i ekvationen (*)och far
—32+2t) +4(—t)+(1+2t)—4=0 =

vilket ger



Den sokta linjen gdr genom punkterna P = (_Tl, %, %5) och A = (1,2,—1). Darfér har
den sokta linjen en riktningsvektor

Vi kan byta mot
o = 87’1 = (10, 7, 2)

Héarav far vi den sokta linjens ekvationer
(x,y,2) = (1 4+ 10¢,2 + 7t, —1 + 2t)

eller x =14+ 10t, y=247t, z=-—1+42t.
2. Svar:x=1+4+10t, y=2+T7t, z=-—1+2L

3. Vi hittar forst riktningsvektorn langs linjen. Den ges av koefficienter infér para-
meter & v = (1,2,—2) och efter normaliseringen far vi vektorn
w=(1,2,-2)/1/12 + 22 + (-2)2 = (1/3,2/3,-2/3).

Projektion pa linjen med riktningsvektorn w ges av formel

Pu=(u-w)w.
Om vektorn u har koordinater (z,y,2)? da far vi

(u-w)=2x/3+2y/3—22/3

vilket ger
1/3 z/9+2y/9—22/9
Pu=(z/3+2y/3—-22/3)| 2/3 = 2¢/9 +4y/9 — 42/9
—2/3 —22/9 —4y/9+42/9

Koefficienterna infoér variabler z, y oc z ger oss matrisen:

1/9  2/9 —2/9
A= 2/9 4/9 -4/9
—2/9 —4/9 4/9

4. Vi aberopar en sats i kursboken som sédger att en n X n-matris ar diagonali-
serbar om och endast om det existerar n linjart oberoende egenvektorer till matrisen.
Det rédcker i vart fall alltsd att undersoka om matrisen A har tre linjart oberoende
egenvektorer.

Vi borjar med att bestimma egenvirdena till matrisen. Vi gor detta genom att 16sa
den karakteristiska ekvationen

det(A — \I) =0. (1)
Vi observerar att A ar en undertriangular matris, och detta medfor att

1-X 0 0
I 3-=X 0 |[=1-X0B-NMNB-XN)=010-X)3-)~% (2)
-3 5 3-)



Den karakteristiska ekvationen blir alltsi
(1-X(B-X?=0, (3)

vilket medfor att A har egenviardena \; = 1 och Ay = 3. Eftersom tva egenvirden sam-
manfaller 4r det inte sékert att A har tre linjart oberoende egenviarden. Vi inser att det
ar mojligt att diagonalisera A endast om det finns tva linjart oberoende egenvektorer
som hor till Ay = 3.

Vi bestdmmer déarfor egenvektorerna i detta fall. Vi soker de vektorer v = (v1 vy v3)?
som satisfierar

—2 0 0 u 0
1 00 v | =(0]. (4)
-3 5 0 V3 0

Forsta raden i ovanstaende ekvationssystem ger emellertid att v; = 0, och tredje raden
medfor darefter att dven vy = 0. Komponenten v3 kan diremot véljas godtyckligt. Vi
drar slutsatsen att egenvektorerna till A som hor till egenviardet Ay = 3 alla ar pa
formen

0
v=t| 0], teR (5)
1

Detta innebar att det bara finns tva linjart oberoende uppsattningar egenvektorer
till A, och saledes ar A inte diagonaliserbar.

5. Systemet har entydig 16sning precis da determinanten av koefficientmatrisen

1 1 1
A= 2 a 3
3 (a+1) a
inte &r noll.
1 1 1
det(A)=0=12 a 3|=0=>a"-6a+8=0=a=4,a=2
3 (a+1) a

i) alltsd har systemet exakt en 16sning d& det(A) # 0 dvs (@ # 4 och a # 2 ). Vi kan
bestdmma losningen t ex med hjilp av Cramers regel:

1 1 1
D = det(A) =| 2 a 3|=a*—6a+8=(a—4)(a—2),
3 (a+1) a
1 1 1
D,=|1 a 3|=a>-5a+4=(a—4)(a—1),
2 (a+1) a

11
1 3|=4—a=—(a—4),
2 a



1 1 1
D, =det(A) =] 2 a 1[=0
3 (a+1) 2
Dérfor
D @-Da-1) _a-1
D (a—4)(a—2) a-2
D, —(a-4) -1 1
YTD T W-De-2 @-2 2-a
och D 0
P A ——}

D (a—4)(a—2)

ii) @ = 4. Satter vi in @ = 4 i det givna ekvationssystemet far vi ( med hjilp av
Gausseliminatinsmetoden )

r+y+z =1 r+y+z = 1 r+y+z = 1
2r+4y+3z2 = 1 = 2y+z2 = —1 = 2042 = -1
3r+oy+4z = 2 2042z = —1 0 = 0

som ger odndligt manga l6sningarna = = (3 —1)/2, y = (—1—1)/2, z =t, dar t &r ett
godtyckligt tal .

iii) a = 2.

r+y+z =1 r+y+z = 1 r+y+z = 1
2r4+2y+3z2 = 1 = z = -1 = z = —1
3x+3y+2z = 2 —z = —1 0 = -2

Ingen 16sning om a = 2.
5. Svar:
i) Om a # 2 och a # 4 har systemet exakt en 16sning = = (a—1)/(a—2),y = —1/(a—2)
, 2=0.
ii ) a = 4 oandligt ménga losningar x = (3—1)/2,y = (—=1—1)/2, z =t , t godtyckligt
reellt tal.
iii) @ = 2 ingen 16sning

6. Vi anvinder induktinsbevis.
a) Vi studerar forst startvirdet n = 1

a 1 0 a 1 0
VL= 0 a 1 = 0 a 1
0 0 a 0 0 a



a a 5 @ a 1 0
HL = 0 at al=! = 0 a 1
0 0 at 0 0 a

Alltsd VL = HL och pastaendet ar sant for n = 1.
b) Antag att det for ett givet n giller pastdendet P(n) dvs att

a 1 0 n a™ nan—l n(n—1) an—Q
0 a 1 =| 0 a" na™ ! (%)
0 0 a 0 0 a”
Vi vill visa att
a 1 0\ a" (n+1)a" (n+21)n an!
0 a 1 = 0 a"t! (n+1)a" (%)
0 0 a 0 0 an+1

Vi anvander antagandet, multiplicerar (*) ( t ex fran vénster ) med

a 1 0
0 a 1
0 0 «a
och far
a 1 0 a 1 0\" a 10 a® npant ool g2
0 a 1 0al] =([0a1 0 a" na""?!
0 0 a 0 0 a 0 0 a 0 0 a”
Harav
a 1 0\ a" (n+1)a" [—n(n;l) a" '+ na"]
0 a 1 = 0 a"t (n+1)a™ =
00 a 0 0 a™tt
a 1 0\ a"t (n+1)a" —"2_g+2" ar !
0 a 1 = 0 a"t (n+1)a™ =
00 a 0 0 a™tt
a1 0\ a" (n+1)a" (”*;”" a"!
0 a 1 = 0 a™t! (n+1)a" (%)
00 a 0 0 a™tt

Alltsd vi har bevisat b) d v s att P(n) = P(n + 1). Vi har visat de tva stegen i
induktionsprincipen, vilket ger oss att pastaendet géller for varje heltal n > 1.

7. Vi bestammer forst matrisen for T relativt standardbasen. Det racker att berdkna
bilden av vektorerna e; samt e, under 7"

T(el) =€ samt T(ez) = —e€q. (6)



Om vi later A beteckna matrisen relativt standardbasen far vi

A= (e el = (o ). )

Vi ska nu bestdmma matrisen fér avbildningen 7' i basen B genom att genomféra
ett basbyte. Vi later P beteckna matrisen som avbildar en koordinaterna fér en vektor
i basen B pa koordinaterna i standardbasen S.

Kolonnerna i P ges av koordinaterna for b; = (1 2) respektive by = (2 1)" i stan-
dardbasen. Vi har saledes

P(bils al=( 5 1 ). ®

Vi méaste dven bestimma den inversa matrisen P~! som avbildar koordinatvektorer i
S pa koordinatvektorer i B. Vi har att
2 1

1 2
e; = —§b1 + §b2 samt ez = gbl - gb% ()

vilket ger oss

r=els =34

Ett annat alternativ for att bestimma P~! dr att invertera matrisen P pa sedvanligt
satt.
Vi far nu matrisen fér 7' i basen B genom att berdkna

Wl
Wl

Ag = PAP,

AB:<_g —%)‘ (10)

och vi finner att

8. Enligt spektralsatsen, varje symmetrisk matris med reella element har en ON bas
av egenvektorer. Speciellt innebar detta att matrisen har atminsténe ett reelt egenvéirde
(det kan handa att egenviirdena som hor till olika egenvektorer alla sammanfaller).

Om ) &r ett reelt egenvirde av A och v # 0 dr motsvarande egenvektor, d& Av = \v
enligt definition. Detta ger oss A?v = A\?v och vi far

(A2 +D)v=(\+1)v.

Eftersom A? + I = 0 enligt antagandet, far vi (\> + 1)v = 0 vilket ger A2 +1 = 0
(eftersom v # 0). Ekvationen A\* + 1 = 0 upfylls inte for reella tal \ vilket ger oss
motséajelse.

Slutsats: det finns ingen symmetrisk matris A som uppfyller ekvationen.



